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译者序 


20世纪60年代初，美国一些理工科大学鉴于当时的大学基础物理教学与现代科学技术 
的发展不相适应，纷纷试行教学改革，加利福尼亚理工学院就是其中之一。该校于1961年9 
月至1963年5月特请著名物理学家费恩曼主讲一二年级的基础物理课，事后又根据讲课录音 
编辑出版了 《费恩 曼物理学讲义>。本讲义共分3卷，第1卷包括力学、相对论、光学、气体分子 
运动论、热力学、波等，第2卷主要是电磁学,此外还有弹性、流体的流动及弯曲空间等内容，第 
3卷是置子力学。全书内容十分丰富,在深度和广度上都超过了传统的普通物理教材。 

当时美国大学物理教学改革试图解决的一个主要问题是，基础物理教学应尽可能反映 
近代物理的巨大成就。<费恩曼物理学讲义>在基础物理的水平上对20世纪物理学的两大 
重要成就一相对论和量子力学一作了系统的介绍，对于量子力学，费恩曼教授还特地准 
备了一套适合大学二年级水平的讲法。教学改革试图解决的另一个问题是按照当前物理学 
工作者在各个前沿研究领域所使用的方式来介绍物理学的内容。在 《费 恩曼物理学讲义》一 
书中对一些问题的分析和处理方法，反映了费恩曼自己以及其他在前沿研究领域工作的物 
理学家所通常采用的分析和处理方法。全书对基本概念、定理和定律的讲解不仅生动清晰、 
通俗易惮，而且特别注重从物理上做出深刻的叙述。为了扩大学生的知识面,全书还列举了 
许多基本物理原理在各个方面（诸如天体物理、地球物理、生物物理等）的应用，以及物理学 
的一些最新成就。由于全书是根据课堂讲授的录音整理编辑的，它在一定程度上保留了费 
恩曼讲课的生动活泼、引入入胜的独特风格。 

《费恩曼物理学讲义 > 从普通物理水平出发，注重物理分析，深入浅出，避免运用高深繁 
琐的数学方程，因此具有高中以上物理水平和初等微积分知识的读者阅读起来不会感到十 
分困难。至于大学物理系的师生和物理工作者更能从此书中获得教益。为此我们特将此书 
译成中文，以飨读者。 

原书第一版发行后,深受广大读者欢迎。1989年，为了纪念费恩曼教授逝世一周年，编者 
重新出版了本书，并加了新的序言及介绍费恩曼生平的短文。本卷在课程内容上则增加了弯 
曲空间一章，使得 《费恩 曼物理学讲义>这套书的内容更为完整。2010年,编者根据五十多年来 
世界各国在阅读和使用本书过程中提出的意见,对全书(三卷)存在的错误和不当之处 (885 处） 
进行了订正,并使用新的电子版语言和现代作图软件对全书语言文字、符号、方程及插图进行 
重新编辑出版，称为新千年版。本书就是根据新千年版翻译的。 

本书中的费恩曼自序由郑永令在吴子仪译稿的基础上重译，前言由李洪芳翻译，潘笃武 
校阅，关于费恩曼和 （费恩 曼物理学讲义>另序以及新千年版序言由潘笃武翻译。本卷正文 
由李洪芳、钟万蘅在王子辅译稿的基础上重新翮译，第42章由郑永令校阅。由于译者水平 
所限，错误在所难免，欢迎广大读者批评指正。 

译者 
2012年11月 




关于费恩曼 


理查德 • 费恩曼 （ R . P . Feymn an >1918 年生于纽约市，1942年在普林斯顿大学获得博 
士学位。第二次世界大战期间，尽管当时他还很年轻，就已经在洛斯阿拉莫斯的曼哈顿计划 
中发挥了重要作用。以后，他在康奈尔大学和加利福尼亚理工学院任教。1965年，因在置 
子电动力学方面的工作和朝永振一郎及施温格尔 ( J . Schwinger ) 同获诺贝尔物理学奖。 

费恩曼博士获得诺贝尔奖是由于成功地解决了量子电动力学的理论问题。他也创立了 
说明液氦中超流动性现象的数学理论。此后，他和盖尔曼 （ M . Gell - Marm ) —起在 (3 衰变等 
弱相互作用领域内做出了奠基性的工作。在以后的几年里，他在夸克理论的发展中起了关 
键性的作用，提出了高能质子碰撞过程的部分子模型。 

除了这些成就之外，费恩曼博士将新的基本计算技术及记号法引进物理学，首先是无处 
不在的费恩玆图，在近代科学历史中，它比任何其他数学形式描述都更大地改变了对基本物 
理过程形成概念及进行计算的方法。 

费恩曼是一位卓越的教育家。在他获得的所有奖项中，他对1972年获得的奥斯特教学 
奖章特别感到自豪。在1963年第一次出版的《费恩曼物理学讲义>被<科学美国人》杂志的 
一 位评论员描写为“难啃的但却富于营养并且津津有味。25年后它仍是教师和敁优秀的初 
学学生的指导书％为了使外行的公众增加对物理学的了解，费恩曼博士写了（物理定律和 
fi 子电动力学的性质 ：光和 物质的奇特理 论〉。 他还是许多高级出版物的作者，这些都成为 
研究人员和学生的经典参考书和教科书。 

费恩曼是一个活跃的公众人物。他在挑战者号调査委员会里的工作是众所周知的，特 
别是他的著名的 （） 型环对寒冷的敏感性的演示，这是一个优美的实验，除了一杯冰水和 C 
形钳以外其他什么也不需要。费恩曼博士 I 960 年在加利福尼亚州课程促进会中的工作却 
很少人知道，他在会上指责教科书的平庸。 

仅仅罗列费恩曼的科学和教育成就还没有充分抓住这个人物的本质。即使是他的最最 
技术性的出版物的读者都知道，费恩曼活跃的多面的人格在他所有的工作中都闪闪发光。 
除了作为物理学家，在各种不同的时候 :他是 无线电修理工，是锁具收藏家、艺术家、舞蹈家、 
邦戈 （ bongo ) 鼓手，以至玛雅象形文字的破译者。他的世界是永远的好奇，他是一个典型的 
经验主义者。 

费恩曼于1988年2月15日在洛杉矶逝世。 


新千年版前言 


自理査德 • 费恩曼在加利福尼亚理工学院讲授物理学导论课程以来，已经过去快50年 
了。这次讲课产生了这三卷 《费恩 曼物理学讲义>。在这50年中，我们对物理世界的认识已 
经大大改变了，但是 《费恩 曼物理学讲义>的价值仍旧存在。由于费恩曼对物理学独到的领 
悟和教学方法，费恩曼的讲义今天仍像第一次出版时那样具有权威性。这些教本已在全世 
界范围内被初学者，也被成熟的物理学家 研读; 它们已被翻译成至少12种语言，仅仅英语的 
印刷就有150万册以上。或许至今为止还没有其他物理学书箱有这样广泛的影响。 

新千年版迎来了 《费恩 曼物理学讲义 （ FLP )>& 新时代 ：21 世纪的电子出版物时代。 
FLP 改变为 eFLP , 本文和方程式用 L *1 tX 电子排字语言表示，所有的插图用现代绘图软件 
重画。 

这一版的印刷本的效果并没有什么特别之处，它看上去几乎完全和学物理的学生都已 
熟悉并热爱的敁初的红色书一样。主要的差别在于扩大并改进了的索引，以前的版本第一 
次印刷以来的50年内读者们发现的885篇错误的改正，以及改正未来的读者可能发现的错 
误的便利。关于这一点我以后还要谈到。 

这一版的电子书版本以及加强电子版不同于20世纪的大多数技术书箱的电子书，如果 
把这种书籍的方程式、插图、有时甚至包括课文.放大以后都成为多个像素。新千年版的 
L * TtX 稿本有可能得到敁高质 M 的电子书，书页上的所有的面貌特征（除了 照片） 都可以无限 
制地放大而始终保持其精确的形状和细锐度。带有费恩曼原初讲课的声音和黑板照相、还 
带有和其他资源的联接的加强电子版是新事物 ，（ 假如费恩曼还在世的话）这一定会使他极 
其 高兴， 


费恩曼讲义的回忆 

这三卷书是一套完备的教科书。它们也是费恩曼在1961—1964年给本科生上物理学 
课的历史记录，这是加利福尼亚理工学院的一年级和二年级学生，无论他们主修什么课程， 
都必须上的一门课。 

读者们可能和我一样很想知道，费恩曼的讲课对听课的学生的影响如何。费恩曼在这 
几本书的前言中提供了多少有些负面的看法。他写道 ：“我 不认为我对学生做得很好”。马 
修 • 桑兹在他的《费恩曼物理学指导手册>的回忆文章中给出了完全正面的观点。出于好 


* 原文 “ What would have given Feynman great pleasure " 是虚拟式的句子，中文没有相当于英语虚拟 
式的句法，所以加上括号内的句子。——译者注 


2 I 费恩曼物理学讲义 （第 2 卷 1 

奇,2005年春天，我和从费恩曼 1961-1964 班级(大约150个学生）中半随机地挑选一组17 
位学生通过电子邮件或面谈联系一这些学生中有些在课堂上有很大的困难，而有一些很 
容易掌握 课程; 他们主修生物学，化学，工程，地理学，数学及天文学，还包括物理学。 

经过了这些年，可能已经在他们的记忆中抹上了欣快的色彩，但大约有80%回忆起费 
恩曼的讲课觉得是他们大学时光中精彩的事件。“就像上教堂。”听课是“一个变形改造的经 
历”，“一生的重要阅历，或许是我从加利福尼亚理工学院得到的最重要的东西。”“我是一个 
主修生物学的学生，但费恩曼的讲课在我的本科生经历中就像在最高点一样突出……虽然 
我必须承认当时我不会做家庭作业并且总是交不出作业。”“我当时是课堂上最没有希望的 
学生之一，但我从不缺一堂课……我记得并仍旧感觉到费恩曼对于发现的快乐……他的讲 
课具有一种……感情上的冲击效果，这在印刷的讲义中可能失去了。” 

相反，好些学生，主要由于以下两方面问题，而具有负面的记忆 。 （ I )“ 你无法通过上课 
学会做家庭作业。费恩曼太灵活了——他熟知解题技巧和可以作哪些近似，他还具有基于 
经验和天陚的直觉，这是初学的学生所不具备的。”费恩曼和同事们在讲课过程中知道这一 
缺陷，做了一些工作，部分材料已编入 《费恩 曼物理学指导 手册〉：费恩 曼的三次习题课以及 
罗伯特 • 莱顿和罗各斯 • 沃格特 (Rochus Vogt 〉 选编的一组习题和答案 。 （H ) 由于不知道 
下一节课可能会讨论什么内容产生一种不安全感，缺少与讲课内容有任何关系的教科书或 
参考书，其结果是我们无法预习，这是十分令人丧气的……我发现在课堂上的演讲是令人激动 
但却是很难懂，但（当我重建这些细节的时候发现)它们只是外表上像梵文一样难懂。当然，有 
了这三本 (费恩 曼物理学讲义>，这些问题已经得到了解决。从那以后的许多年,它们就成了加 
州理工学院学生学习的教科书，直到今天它们作为费恩曼的伟大遗产还保持着活力。 

改错的历史 

《费恩婪物理学讲义>是费恩受和他的合作者罗伯特 • 莱顿及马修 • 桑兹非常仓促之中 
创作出来的，根据费恩曼的讲课的录音带和黑板照相（这些都编入这新千年版的增强电子 
版〉 加工扩充而成 • 。由于要求费恩曼、莱顿和桑兹高速度工作，不可避免地有许多错误隐 
鉞在第一版中。在以后几年中，费恩曼收集了加州理工学院的学生和同事以及世界各地的 
读者发现的、长长的、确定的错误列表。在20世纪60年代和70年代早期，费恩曼在他的紧 
张的生活中抽出时间来核实第1卷和第2卷中确认的大多数，不是全部错误,并在以后的印 
刷中加入了勘误表。但是费恩曼的责任感从来没有高到超过发现新事物的激情而促使他处 
理第3卷中的错误。 ••在 1988年他过早的逝世后，所有三卷的勘误表都存放到加州理工学 
院档案馆，它们躺在那里被遗忘了。 

• 费恩曼的讲课和这三本书的起源的说法请参阅这三本书每一本都有的 〈费恩 曼自序 >和<前言 >，也 
可参看 《费 恩曼物理学指导手册>中马修 • 桑兹的回忆以及1989年戴维 • 古德斯坦 （David Good - 
s teir 0 和格里.诺格鲍尔 (Gerry Neugebauer ) 撰写的<费恩曼物理学讲义纪念版>特刊前言，它也刊 
钱在2005年限定版中。 

»» 1975年,他开始审核第3卷中的错误,但被其他事情所分心，因而没有完成这项工作,所以没有作出 
勘误。 








新千年版前官 I 

2002年，拉尔夫 • 莱顿 (Ralph Leighton 〉 （已故罗伯特 • 莱顿的儿子，费恩曼的 同胞） 告 
诉我，拉尔夫的朋友迈克尔 • 戈特里勃 （Michael Gottlieb ) 汇编了老的和长长的新的勘误 
表。莱顿建议加州理工学院编籑一个改正所有错误的<费恩曼物理学讲义>的新版本，并将 
他和戈特里勃当时正在编写的新的辅助材料——< 费恩曼物理学指导手册>—同出版。 

费恩曼是我心目中的英雄，也是亲密的朋友。当我看到勘误表和提交的新的一卷的内容 
时,我很快就代表加州理工学院(这是费恩曼长时期的学术之家，他、莱顿和桑兹已将《费恩曼 
物理学讲义>所有的出版权利和责任都委托给她了）同意了。一年半以后，经过戈特里勃细 
微工作和迈克尔 • 哈特尔 （Micheal Hard ) (—位优秀的加州理工学院博士后工作者，他审校 
了加上新的一卷的所有的错误)仔细的校阅 ，（费 恩曼物理学讲义>的2005限定版诞生了，其 
中包括大约200处勘误。同时发行了费恩曼、戈特里勃和莱顿的（费恩曼物理学指导手册>。 

我原来以为这一版是“定本”了。出乎我意料的是全世界读者热情响应。戈特里勃呼吁 
大家鉴别出更多错误，并通过创建的费恩曼讲义网站 WWW. feynmanlectures . info 提交给 
他。从那时起的五年内，又提交了 965处新发现的错误，这些都是从戈特里勃、哈特尔和纳 
特 • 博德 (Nate Bode ) (—位 优秀的加州理工学院研究生，他是继哈特尔之后的加州理工学 
院的错误检 査员） 的仔细校对中遗漏的。这些965处被检査出来的错误中80处在 《定本》 的 
第四次印刷 （2006 年8月）中改正了，余下的885处在这一新千年版的第一次印刷中被改正 
(第1卷中332处，第2卷中263处，第3卷200处厂，这些错误的详情可参看 www . feyn - 
man lectures , info . 

显然，使 （费恩 曼物理学讲义>没有错误已成为全世界的共同亊业。我代表加州理工学 
院感谢2005年以来作了贡献的50位读者以及更多的在以后的年代里会作出贡献的读者。 
所有贡献者的名字都公示在 www . feynmanlectures . info / flp - errata . html 上。 

几乎所有的错误都可分为三种类型 ：（ 丨 ） 文字中的印刷 错误 ； （H ) 公式和图表中的印刷 
和数学锚误一符号错误，错误的数字（例如，应该是4的写成 5), 缺失下标、求和符号、括 
号和方程式中一 些项 ； （ill ) 不正确的章节、表格和图的参见条目。这几种类型的错误虽然对 
成熟的物理学家来说并不特别严重，但对于初识费恩曼的学生，就可能造成困惑和混淆。 

值得注意的是，在我主持下改正的1 165处错误中只有不多几处我确实认为是真正物 
理上的错误。一个例子是第二卷 ,5— 9页上一句话，现在是“……接地的封闭导体内部没有 
稳定的电荷分布不会在外部产生[电]场”（在以前的版本中漏掉了接地一词）。这一错误是 
好些读者都曾向费恩曼指出过的，其中包括威廉和玛丽学院 （The College of William and 
Mary ) 学生比尤拉 • 伊丽莎白 • 柯克斯 （Beulah Elizabeth Cox ) ,她在一次考试中依据的是 
费恩曼的错误的段落。费恩曼在1975年给柯克斯女士的信中写 道：“ 你的导师不给你分数 
是对的，因为正像他用高斯定律证明的那样，你的答案错了。在科学中你应当相信逻辑和论 
据、仔细推理而不是权威。你也正确阅读和理解了书本。我犯了一个错误，所以书错了。当 
时我或许正想着一个接地的导电球体，或 别的； 使电荷在（导体球）内部各处运动而不影响外 
部的事物。我不能确定当时是怎样做的。但我错了。你由于信任我也错了。”* * 


* 原版如此。——译者注 

《与习俗完全合理的背离，理査德 • P • 费恩曼的 信件》 288~289页，米歇尔 • 费恩曼 （Michelle 
Feymnan ) 编 ， Basic Books , 纽约，2005。 
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这一新千年版是怎样产生的 


2005年11月到2006年7月之间，340个错误被提交到费恩曼讲义网站 www . feynman 
lectures , info . 值得注意的是，其中大多数来自鲁道夫 • 普法伊弗 （Rudolf Pfeiffer ) 博士一 
个 人：当 时是奥地利维也纳大学的物理学博士后工作者。出版商艾迪生 • 卫斯利 （Addison 
Wesley ), 改正了 80处错误，但由于费用的缘故而没有改正更多的错误 ：由于 书是用照相胶 
印法印刷的，用 I 960 年代版本书页的照相图出版印刷。改正一个错误就要将整个页面重新 
排字并要保证不产生新的错误，书页要两个不同的人分别各排一页，然后由另外几个人比较 
和校读。——如果有几百个错误要改正，这确是一项花费巨大的工作。 

戈特里勃、普法伊弗和拉尔夫 • 莱顿对此非常不满意，于是他们制定了一个计划，目的 
是便于改正所有错误，另一目的是做成电子书的（费恩曼物理学讲义>的加强电子版。2007 
年，他们将他们的计划向作为加州理工学院的代理人的我提出，我热心而又谨慎。当我知道 
了更多的细节，包括 《加 强电子 版本》 中一章的示范以后，我建议加州理工学院和戈特里勃、 
普法伊弗及莱顿合作来实现他们的计划。这个计划得到三位前后相继担任加州理工学院物 
理学、数学和天文学学部主任——汤姆 • 汤勃列罗 （Tom Tomlrello )、 安德# • 兰格 （ An ¬ 
drew Unge ) 和汤姆 • 索伊弗 (Tom Saifer ) ——的 支持； 复杂的法律手续及合同细节由加州 
理工学院的知识产权法律顾问亚当 • 柯奇伦 （Adam Cochran ) 完成。 （新 千年版>的出版标 
示着该计划虽然很复杂但已成功地得到执行。尤 其是： 

普法伊弗和戈特里勃已将所有三卷 《费恩 曼物理学讲义 >( 以及来自费恩曼的课程并收 
入 《费恩 曼物理学指导书>的1 000多道 习题） 转换成 LMtX 。 《费 恩曼物理学 讲义》 的图是在 
书的德文译者亨宁 • 海因策 （Henning Heinze ) 的指导下，为用于德文版，在印度用现代的电 
子方法重画的。为了将海因策的插图的非独家使用于新千年英文版，戈特里勃和普法伊弗 
购买了德文版[奥尔登博 ( Oldenbourg 〉 出版]的方程式的非独家的使用权，普法伊弗和 
戈特里勃不厌其烦地校对了所有文本和方程式以及所有重画的插图，并必要时作了改 
正。纳特 • 博德和我代表加州理工学院对课文、方程式和图曾作过抽样调査，值得注意的 
是，我们没有发现错误。普法伊勃和戈特里勃是惊人的细心和精确。戈特里勃和普法伊弗 
为约翰 • 沙利文 (John Sullivan ) 在亨丁顿实验室安排了将费恩曼在 1962-1964 年黑板照 
相数字化，以及乔治 • 布卢迪 • 奥迪欧 （George Blood Audio ) 将讲课录音磁带数字化—— 
从加州理工学院教授卡弗 • 米德 (Carver Mead 〉 获得财政资助和鼓励，从加州理工学院档案 
保管员谢利 • 欧文 (Shelly Erwin ) 处得到后勤支持，并从柯奇伦处得到法律支持。 

法律问题是很严肃的。20世纪60年代，加州理工学院特许艾迪生 • 卫斯利发表印刷 
版的权利，20世纪90年代,给予分发费恩曼讲课录音和各种电子版的权利。在21世纪初， 
由于先后取得这些特许证，印刷物的权利转让给了培生 （ Pearson ) 出版集团，而录音和电子 
版转让给珀修斯 （ Perseus ) 出版集团。柯奇伦在一位专长于出版的律师艾克 • 威廉姆斯 
(Ike Williams ) 的协助下，成功将所有这些权利和珀修斯结合在一起，使这一新千年版成为 
可能。 
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鸣 谢 


我代表加州理工学院感谢这许多使这一新千年版成为可能的人们。特别是，我感谢上 
面提到的关键 人物: 拉尔夫 • 莱顿，迈克尔 • 戈特里勃，汤姆 • 汤勃列罗，迈克尔 • 哈特尔， 
鲁道夫 • 普法伊弗，亨宁 • 海因策，亚当 • 柯奇伦，卡弗 • 米德，纳特 • 博德，谢利 • 欧文，安 
德鲁 • 兰格，汤姆 • 索伊弗，艾克 • 威廉姆斯以及提交错误的50位人士（在 www . feynman 
lectures , info 中列出）。我也要感谢米歇尔 • 费恩曼 （Michelle Feynman ) (理査德 • 费恩曼 
的女儿)始终不断的支持和建议，加州理工学院的艾伦 • 赖斯 （Alan Rice ) 的幕后帮助和建 
议，斯蒂芬 • 普奇吉 （Stephan Puchegger ) 和卡尔文 • 杰克逊 （Calvin Jackson ) 给普法伊弗从 
<费恩曼物理学讲义 > 转为 L * TtX 的帮助和建议。迈克尔 • 菲格尔 （Michael Figl )、 曼弗雷 
德. 斯莫利克 （Manfred Smolik ) 和安德列斯.斯坦格尔 （Andreas Stangl ) 关于改错的讨论， 
以及珀修斯的工作人员和（以前 版本) 艾迪生 • 卫斯利的工作人员。 

基普 • S . 桑尼 （Kip S . Thorne ) 

荣休理论物理费恩曼教授 
加州理工学院 
2010年10月 
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这是我前年与去年在加利福尼亚理工学院对一二 
年级学生讲授物理学的讲义。当然，这本讲义并不是课 
堂讲授的逐字逐句记录，而是已经经过了编辑加工，有 
的地方多一些，有的地方少一些。我们的课堂讲授只是 
整个课程的一部分。全班180个学生每周两次聚集在大教室里听课，然后分成15到20人 
的小组在助教辅导下进行复习巩固。此外，每周还有一次实验课。 

在这些讲授中，我们想要抓住的特殊问题是，要使充满热情而又相当聪明的中学毕业生 
进入加利福尼亚理工学院后仍旧保持他们的兴趣。他们在进入学院前就听说过不少关于物 
理学是如何有趣以及如何引人入胜一相对论、量子力学以及其他的新概念。但是，一旦他 
们学完两年我们以前的那种课程后，许多人就泄气了，因为教给他们意义重大、新颍的现代 
的物理概念实在太少。他们被安排去学习像斜面、静电学以及诸如此类的内容，两年过去， 
没什么收获。问题在于，我们是否有可能设55— 门课程能够顾全那些比较优秀的、兴致勃勃 
的学生，使其保持求知热情。 

我们所讲授的课程丝奄也不意味《是一门概况性的课程，而是极其严肃的。我想这些 
课程是对班级中最聪明的学生而讲的，并且可以肯定，这可能是对的，甚至最聪明的学生也 
无法完全消化讲课中的所有内容——其中加入了除主要讨论的内容之外的有关思想和概念 
多方面应用的建议。不过,为了这个缘故，我力图使所有的陈述尽可能准确，并在每种场合都 
指明有关的方程式和概念在物理学的主体中占有什么地位，以及一随着他们学习深入一 
应怎样作出修正。我还感到，重要的是要向这样的学生指出，他们应能理解——如果他们够 
聪明的话——哪些是从已学过的内容中推演出来的，哪些是作为新的概念而引进的。当出 
现新的概念时，假若这些概念是可推演的，我就尽量把它们推演出来，否则就直接说明这星 
一个新的概念，它根本不能用已学过的东西来阐明，也不可能予以证明，而是直接引进的。 

在讲授开始时，我假定学生们在中学已学过_些内容，如几何光学、简单的化学概念，等 
等。我也看不出有任何理由要按一定的次序来讲授。就是说没有详细讨论某些内容之前， 
不可以提到这些内容。在讲授中，有许多当时还没有充分讨论过的内容出现。这些内容比 
较完整的讨论要到以后学生的预备知识更齐全时再进行。电感和能级的概念就是例子，起 
先，只是以非常定性的方式引入这些概念，后来再进行较全面的讨论。 

在针对那些较积极的学生的同时，我也要照顾到另一些学生，对他们来说，这些外加的 
五彩缤纷的内容和不重要的应用只会使其感到头痛，也根本不能要求他们掌握讲授中的大 
部分内容。对这些学生而言,我要求他们至少能学到中心内容或材料的脉络。即使他不理 
解一堂课中的所有内容，我希望他也不要紧张不安。我并不要求他理解所有的内容，只要求 
他理解核心的和最确切的面貌。当然，对他来说也应当具有一定的理解能力，来领会哪些是 
主要定理和主要概念，哪些则是更高深的枝节问题和应用，这些要过几年他才会理解。 
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在讲课过程中有一个严重困难 :在课 程的讲授过程中一点也没有学生给教师的反馈来 
指示讲授的效果究竟如何。这的确是一个很严重的困难，我不知道讲课的实际效果的好坏。 
整个事件实质上是一种实验。假如要再讲一次的话，我将不会按同样的方式去讲一我希 
望我王会再来一次！然而，我想就物理内容来说，第一年的情形看来还是十分满 意的。 

但在第二年，我就不那么满意了。课程的第一部分涉及电学和磁学，我想不出什么真正 
独特的或不同的处理方法,也想不出什么比通常的讲授方式格外引人入胜的方法。因此在 
讲授电磁学时，我并不认为自己做了很多事情。在第二年末，我原来打算在电磁学后再多讲 
一些物性方面的内容，主要讨论这样一些内容如基本模式、扩散方程的解、振动系统、正交函 
数等等，并且阐述通常称为“数学物理方法”的初等部分内容。回顾起来，我想假如再讲一次 
的话，我会回到原来的想法上去，但由于没有要我再讲这些课程的打算，有人就建议介绍一 
些 ft 子力学一就是你们将在第3卷中见到的——或许是有益的。 

显然，主修物理学的学生们可以等到第三年学置子力学。但是，另一方面，有一种说法 
认为许多听我们课的学生是把学习物理作为他们对其他领域的主要兴趣的背景；而通常处 
理 tt 子力学的方式对大多数学生来说这些内容几乎是无用的，因为他们必须花费相当长的 
时间来学习它。然而，在量子力学的实际应用中一特别是较复杂的应用中，如电机工程和 
化学领域内——微分方程处理方法的全部工具实际上是用不到的。所以，我试图这样来描 
述 M 子力学的原理，即不要求学生首先掌握有关偏微分方程的数学。我想，即使对一个物理 
学家来说，我想试着这样做一按照这种颠倒的方式来介绍置子力学一是一件有趣的事， 
由于种种理由，这从讲课本身或许会明白。不过我认为，在置子力学方面的尝试不是很成 
功，这主要是因为在 ft 后我实际上已没有足够的时间（例如，我应该再多讲三四次来比较完 
整地讨论能带、概率幅的空间的依赖关系等这类问题）。而且，我过去从未以这种方式讲授 
过这部分课程，因此缺乏来自学生的 反憤就 尤其严重了。我现在相倍，还是应当迟一些讲授 
揪子力学。或许有一天我会有机会再来讲授这部分内容，到那时我将会讲好它。 

在这本讲义中没有列入有关解题的内容，这是因为另有辅导课。虽然在第一年中，我的 
确讲授过三次关于怎样解题的内容，但没有将它们收在这里。此外，还讲过一次惯性导航， 
应该在转动系统后面，遗憾的是在这里也略去了。第五讲和第六讲实际上是喿兹讲授的，那 
时我正外出。 

当然，问题在于我们这个尝试的效果究竟如何。我个人的看法是悲观的，虽然与学生接 
触的大部分教师似乎并不都有这种看法。我并不认为自己在对待学生方面做得很出色。当 
我看到大多数学生在考试中采取的处理问题的方法时，我认为这种方式是失败了。当然，朋 
友们提醒我，也有一二十个学生一非常出人意外地一几乎理解讲授的全部内容,并且非 
常积极地攻读有关材料,兴奋地、感兴趣地钻研许多问题。我相信，这些学生现在已具备了 
一流的物理基础，他们毕竟是我想要培养的学生。但是，“教育之力量鲜见成效，除非施之于 
天资敏悟者，然若此又实为多余。”[吉本 ( Gibbon )« ] 

但是，我并不想使任何一个学生完全落在后面，或许我曾经这样做的。我想，我们能够 
更好地帮助学生的一个办法是，多花一些精力去 编纂一 套能够阐明讲课中的某些概念的习 
题。习题能够充实课堂讲授，使讲过的概念更加实际，更加完整和更加易于牢记。 


• Edward Gibbon (173 7 _1 7 94>,英国历史学家。——译者注 
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然而，我认为要解决这个教育问题就要认识到最佳的教学只有当学生和优秀的教师之 
间建立起个人的直接关系，在这种情况下，学生可以讨论概念、考虑问题、谈论问题，除此之 
外，别无他法。仅仅坐在课堂里听课或者只做指定的习题是不可能学到许多东西的。但是， 
现在我们有这么多学生要教育，因此我们必须尽量找出一种代替理想情况的办法。或许，我 
的讲义可以作出一些 贡献; 也许在某些小地方有个别教师和学生会从讲义中受到一些启示 
或获得某些观念，当他们彻底思考讲授内容，或者进一步发展其中的一些想法时，他们或许 
会得到乐趣。 


R . P . 费恩曼 
1963年6月 



近 40 年来，费恩曼一直把他的好奇心集中在物理世界产生的 奥秘上 ，而把他的 聪明才 
智全部用于探寻物理世界的混乱中的秩序。现在，他花了两年的心血和精力为低年级的学 
生讲授物理课。为了他们，他把自己知识的精华提取出来，并创造条件使他们有望在听课期 
间能够了解物理学家关于宇宙的图像。他把他卓越而清晰的思想、独创性和生气勃勃的思 
想方法以及演讲中富有感染力的热情都带到了他的讲授中。看到这些非同寻常之处是令人 
高兴的。 

第一年的讲授构成了这套书第1卷的基础。在这第2卷中我们尽力对第二年讲授的部 
分录音做了整理加工，这部分内容是供 1962-1963 学年中大学二年级学生用的。第二学年 
讲授的其余部分将编辑成第3卷。 

在第二年的讲授中，前面三分之二的内容致力于对物理学中的电学和磁学部分做相当 
完整的处理。讲授的这种形式想要达到两个目的。首先，我们希望就这个物理学中极为重 
要的章节一从富兰克林的早期摸索，到贯穿麦克斯韦的伟大 综合; 从关于物质性质的洛伦 
兹电子论，到嵌后仍不能解决的电磁自能的两难处境问题一给学生一个完整的观念。其 
次，我们希望通过一开始引进矢 M 场的微分运算，从而为场论数学提供一个坚实可靠的导 
论。为了强调数学方法普遍的统一性，有时把物理学其他部分的内容与它在电学中相类似 
的内容放在一起进行分析。我们不断设法把数学的普遍性讲透彻（相同的方程具有相同的 
解）。同时，通过本课程所提供的各类练习和测验来加强这个观点。 

继电磁学之后是弹性和流体的流动'这两部分各有两章。每个部分的前面一章处理 
基本而实际方面的情况，后一章试图对这部分内容所涉及现象的整个范围给出一个概述。 
这四章完全可以略去不讲而不会有严重的损失，因为它们对第3卷来说并不全是必备的。 

第二学年后面大约四分之一的内容用于介绍量子力学。这些材料已经编入第3卷。 

我们期望在编写这本费恩曼讲义中所记录的内容，要比仅仅提供他谈话录音做得更好 
—些。我们希望使得这个编写本尽可能清楚地阐述原始讲授中的根本思想。对于讲授的某 
些内容，可能仅对原始录音中的措辞做了较小的校正；对另外一些讲授内容，则需要对有关 
的材料做较大的改编和重新安排。有时感到为了使保留的内容变得更清晰和协调，应该添 
加一些新材料。在这整个过程中，费恩曼教授不断地帮助和建议使我们受益良多。 

在很紧的日程内要将一百多万字的口头语言转化成相互协调的课文，是一个非常艰巨 
的任务，尤其是随着新课程的采用，带来了其他繁重的负担——备课、会见和指导学生、设计 
练习和考试题目等等。许多人都被卷入到这个工作中来了。我相信，我们在某些场合已经 


* 在本书新版中，电磁学后面除弹性和流动的流体外,新增加了一章一弯曲 空间。 ——译者 
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能够描绘出原始作者费恩曼的真实形象一稍微修饰的肖 像画； 在另外的场合，还远没有达 
到这个理想情形。我们的成就应归功于所有帮助过我们的人。对于不足之处，我们表示抱歉。 

正如在第1卷编者的话中所详细说明的那样，这套讲义仅是加州理工学院课程改革委 
员会的莱顿 ( R . B . Leighton 〉 主席、内尔 （ H . V . Neher ) 及桑兹 （ M . Sands ) 拟订和支持的教学 
大纲的一个方面，这个大纲得到福特基金会的财政资助。另外，对第2卷正文材料准备工作 
的不同方面提供帮助的有下列人员 ：考伊 （ T . K . Caughey 〉、 克莱顿 （ M . L . Clayton )、 柯西奥 
( J . B . Curcio ) 、哈特尔 ( J . B . Hartle ) 、哈维 ( T . W . H . Harvey )、 伊斯雷尔 （ M . S . Israel )、 卡泽 
斯 （ W . J . Karzas ) 、卡瓦诺 （ R . W . Kavanagh ), R . B . 莱顿、马修斯 （ J . Mathews )、 普莱西特 
( M . S . Plesset ) 、沃伦 ( F . L . Wwren ) 、惠林 （ W . Whaling ) 、威尔茨 （ C . H . Wilts 〉 及齐默尔曼 
( B . Zimmerman ) 0 由于他们的工作而对本课程做出间接贡献的其他人员有 :布卢 ( J . Blue ) 、 
査普林 （ G . F . Chapline )、 克劳泽 ( M . J . Clauser )、 多伦 （ R . Dolen ) 、希尔 （ H . H . Hill 〉 及蒂特 
勒 （ A . M . Title )。 诺伊格鲍尔 （ G . Neugebauer ) 教授以他的勤奋、热心和极端负责为我们这 
个任务的各个方面做出了贡献。 

然而，要不是费恩曼的非凡才能和勛奋，物理学上的这个故事就不存在了。 


M . 莱顿 
1964年3月 
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第 1 章电磁学 



电 


力 


现在来考虑一种力，它也像引力那样与距离平方成反比地变化，但比引力要强约一万亿 
亿亿亿倍。另外,还有一个区别，即存在两种我们可称之为正的和负的“物质”，种类 
相斥，不同的相吸。这就不像引力，那里只存在吸引。这样,会出现什么情景呢？ 

一堆正的物质会以巨力互相排斥，并向四面八方散开，一堆负的物质亦是 如此。 但一堆 
正、负物质的均匀混合物就完全不同了。相反的物质会以巨大的吸引力互相拉挽*，净结果 
将把那些可怕的斥力差不多完全抵消了，这是通过形成紧密而精致的正、负物质的混合体而 
达到的，而这样两堆分开着的混合体之间实际上就不再存在任何引力或斥力了。 

确实存在这样一种力——电力。世间万物都是由此种巨力互相吸引和排斥着的正的质 
子与负的电子所组成的混合物。然而，平衡竟是那么完善，以致当你站在别人旁边时也根本 
没有任何受力的 感觉。 这时，即使只有一点点不平衡，你都会觉察到。例如，要是你站在别 
人旁边相距只有一畀之遥，而且各自都具有比本身的质子仅多出百分之一的电子，那两人间 
的排斥力就会大得不得了！多大呢？足以举.起那座帝国大限起珠穆朗玛峰？ 
不！这个斥力应足以举起相当于整个地球的“重》”！ 

由于在这种致密混合物中这些巨力完善地达到了平衡，所以我们就不难理 解：当 物质试 
图保持其正、负电荷最细致的平衡时，它能具有多大的硬度与强度。例如，帝国大 M 在风中 
之所以摇摆小于一英寸，是因为电力把每一个电子与质子或多或少地保持在其适当位 H 上。 
另一方面，如果我们在一个足够小的尺度范围内观察物质，使得只能看到几个原子，那么任 
一小部分就往往不会有相等数目的正电荷和负电荷，从而会存在强大的剩余电力。即使在相 
邻两小部分中两种电荷的数目相等，也仍然有可能拥有巨大的净电力，因为各电荷之间的力是 
与距离的平方成反比的。如果一部分中的负电荷，与另一部分中的正电荷靠得较近、而与负电 
荷离得较远，则净力就会产生。因此，吸引力可能大于排斥力，从而在两个不带额外电荷的小 
块中就有一个净吸引力存在。那种把各原子结合在一起的力，以及把各分子保持在一起的化 
学力，其实都是电力,它们在电荷的平衡不够完善、或在距离十分微小的那些区域里才起作用。 

当然，你会知道，原子是由位于其核内的正的质子和核外的负电子所构成的。你也许会 
问： “如果这种电力那么厉害，为什么质子和电子不会正好一个紧挨着一个呢？如果它们想 
要形成一个紧密的混合体，为什么不会更紧密些呢？”这问题必须 用置子 效应来回答。要是 
试图把电子限制在一个很接近于质子的区域中，那么按照不确定性原理它们就得拥有一个 
均方动量，若我们把它们限制得越紧，这个均方动量就越大。正是这一种由量子力学规律所 


_帝国大®指美国纽约市第五大街上的一座建筑物，地面上共102层，高丨454英尺。一译者注 
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支配的运动，才使得电的吸引力不会把这两个电荷移得更接近些。 

还有一个问题。在原子核内有若干个质子，它们全都带着正电荷,为什么它们不会互相 
推开呢？ “是什么东西把它们结合在一起的呢?”事实是，在原子核内部，除了电力之外还存 
在一种称为核力的非电力，它比电力还要大，因而尽管有电的排斥力，它仍然能够把那些质 
子维持在一起。然而,核力是短程力——该力下降得比 1/ r 2 急剧得多。这就产生了一个重 
要后果 ：如果 一个核所含质子过多，则该核就变得太大，它便不会持久维持。铀就是这么一 
个例子，它含有92个质子。核力主要在每个质子（或中子）与其最近邻质子（或中子)之间起 
作用，而电力则在较大的距离范围内起作用，使每个质子与核内所有其他质子之间都具有排 
斥力。在一个核内质子的数目越多，这电的排斥作用就越强，直到铀那种情况，平衡是那么 
脆弱，以致于排斥性电力使得核几乎就要飞散了。这么一个核，如果稍微“轻轻敲”一下（就 
像曾经送进一个慢中子那样），则它就会破裂成各带有正电荷的两片，而这些裂片由于电的 
排斥力而飞散开去。释放出来的能量就是原子弹的能量。这种能量通常称为“核”能，但实 
际上却是当电力鸯服了吸引性核力时所释放出来的“电”能。 

最后，我们还可能会问，是什么东西把带负电的电子保持在一起呢（因为它没有核力）？ 
如果电子全都是由一种物质构成的，那它的每一部分理应排斥其他各部分，但又为什么不会 
飞散呢？不过，电子是否还含有“各部分”？也许，我们应该说电子只是一个点，而电力只是 
在不同的点电荷之间起作用，以致电子不会作用于其本身。或许是这样吧。关于电子由 
什么东西束缚在一起，我们只能说到这里。这个问题对于试图建立一套完整的电磁学理 
论产生了不少困难.而且至今没有做出解答。我们将在以后某些章节中对这一课题多做 
些讨论，以为我们大家助兴。 

正如我们已经见到的那样，应该指望电力与 ft 子力学效应相结合来确定整块材料的细 
致结构，从而确定它们的特性。有的材料硬，有的材料软。有的是电的“导体”一因为它们 
中的电子能够自由运动；其他则是“绝缘体”——因为其中的电子被牢固地束缚在各个原子 
内。这些性质是如何得来的？那是一个十分复杂的课题，我们将在以后加以讨论。因而现 
在仅就一些简单情况下的电力进行考察，也就是说,现在着手处理电方面一也包括磁方面 
(那实际上是同一课题的另一个部分)——的规律。 

我们曾经说过，和引力相似，电力与电荷间距离的平方成反比地减弱，这一关系叫作库 
仑定律。但当电荷运动时，这一定律就不完全准确——电力也以一种复杂的方式依赖于电 
荷的运动。运动电荷之间的作用力，有一部分我们称之为瘦力，事实上，它是电效应的一个 
方面。这也是为什么要把这一课题叫作“电磁学”的缘故。 

由于存在着一个重要的普遍原理，因而有可能以相对简单的方式来处理电磁力。我们 
从实验发现,作用于某一特定电斋上的力——不管其他电荷的数量和运动方式如何——只 
取决于该特定电荷的位置、速度以及所带的电荷量。我们可把作用于一个以速度 v 运动的 
电荷<?上的力 F 写成： 

F = q ( E + vXB ). (1.1) 

式中 E 和 B 分别叫做电荷所在处的^和绝搜。重要的是，来自宇宙中所有其他电荷的力 
都可用刚才给出的这两个矢量叠加 i 。 的值将取决于这一电荷位于何处，并且可能 
随时闾而改变。此外，如果我们用另一个电荷来代替该电荷，只要世界上所有其他电荷都不 
改位置和运动，则作用于这一新电荷上的力恰好与其电荷量成正比。当然，在实际情况 
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中，每一电荷对邻近的所有其他电荷都产生力，从而可能引起这些电荷运动。所以在某些情 
况下，如果我们用另一个电荷来代替该特定电荷，则场可能改变。 

我们从第1卷已经懂得若知道了作用在一个质点上的力，应怎样去求出该质点的运动。 

可以把式 (1. 1) 和运动方程相结合而 得出： 

s[(T^W)^] =f = 9(e + vXB) - (1 . 2) 

因此若 E 和 fl 已知，则可以求得运动。现在我们需要弄清楚 E 和 B 是怎样产生的。 

关于电磁场产生方法最重要的简化原理之一 是：假 设若干个以某种方式运动的电荷产 
生一个场 E ,, 而另一组电荷产生场 E 2 , 而这两组电荷同时被 g 于原来的位 g (保持它们被 
分别考虑时具有的相同的位置和相同的运动），那么所产生的场恰好是两个场的和，即 

E = E , + E 2 . (1.3) 

这一个事实称为场的叠加原理。这原理也适用于磁场。 

这一原理意味着了关于以任意方式运动的单个电荷所产生的电场和磁场的 
规律，那么所有电动力学的规律就告齐全了。如果我们想 iil 道作用于电荷 A 上的力，就 
只需算出由 B, C, D 等各电荷所产生的 E 和 U. 然后把所有电荷产生的 E 和 B 分别相加而 
求得总场，再从这两个总场求得作用于电荷 A 的力。只要结果证明，由单个电荷产生的场 
很简单，那么这就是描写电动力学规律的鼓简洁方法。可惜，我们已给出了这一定律的描述 
(第1卷第28章），那是相当复杂的。 

事实证明，电动力学规律在其中最为简单 的那一 种形式，并非是人们可以期望的。要写 
出一个电荷对另一个电荷所产生的力的公式，并非那么容易。的确，当电荷静止不动时，库 
仑力的定律是十分简单的。但当电荷运动时，由于时间上的延迟和加速度的影响以及其他 
—些缘故,关系就变得复杂了。因此，我们并不希望仅仅凭作用于各电荷间的力的规律来介 
绍电动力学；而发现更方便的是去考虑另一个观点——那是电动力学规律表现得最易于处 
理的一种观点。 


§1-2 电场和磁场 


首先，我们必须对电和磁矢置即 E 和 B 的概念稍做推广。依据一个电荷所感受到的 
力，我们已对 E 和 B 下了定义。现在我们想要谈谈即使没有电荷存在的某一点的电场和磁 
场。实际上，既然有力“作用在”电荷上，则当电荷移去时，那里仍存在如果位 
于点 U , ; y , z ) 上的电荷、在时刻《感受到由式 （1.1) 所给出的力 F , 则我们便可以把矢 ft E 
和 B 与空间中 ^( x , 3 -, z ) 联系起来。可以认为 E(x, y, z, /) 和 B ( x , y , z , G 给出了 
力，即可被位于 ^"： y , z ) 点的电荷、在时刻《体验到那个力，同时满足这样一个 条件: 在那里 
放置该电荷，并不扰动产生这场的所有其他电荷的位置或运动 。一 

根据这一概念，我们把空间中每一点 U , y , d 与两个矢量 E 和 B 相联系，它们也可能 
会随时间而改变，于是，电场和磁场就可视作: r , ; y , r 和/的矢量函软。既然一个矢置由其 
各分量所确定，所以场£和 B 就代表了 x , ： y , z 和 t 的三个数学函数。 

正因为 E (或 B ) 可以在空间每一点被规定下来，所以它才被称为“场”。所谓“场”，就是 
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在空间不同点上会取不同值的一种物理量。例如，温度就是一种场——在这一情况下是一 
标量场，我们把它写成 TU , >>， z :)。 温度也可能随时间变化，那么我们应称温度场与时间 
有关,从而把它写成 TU , ： y , t )。 另一例为流动液体的“速度场”，我们把时刻 t 空间每 
—点的液体速度写成 vOc , ； y , z , 它是一个矢量场。 

回到电磁场方面来，虽然它们是按复杂公式由电荷所产生的，但却具有如下重要 特性： 
在空间一点的场值与一邻 近点 的场值之间存在十分简单的关系。仅凭几个以微分方程表达 
的这种关系，我们就能把场完整地描述出来。正是依靠这样的方程式，电动力学规律才得以 
被最简洁地写出。 

曾有过种种发明，试图帮助人们把场的行为形象化。其中最正确也最抽象的一种 
是：仅 认为场是位置与时间的数学函数。我们可以尝试通过在空间的许多点各画出一 
些矢量来获得一个关于场的思维图像，其中毎一矢量给出该点场的强度和方向。这一 
表达方式如图 1-1 所示。另外，我们还可以进一步画出处处都与那些矢 S 相切的一些 
线，比如，这些线沿着那些箭头并眼踪着场的方向。当我们这样做时，就已丧失了矢置 
长度的痕迹，但可通过如下办法来记录场的强度即对于弱场把场线画得较疏，而对于 
强场则把场线画得较密。我们按惯例使通过垂直于线的每单位面积的线数与场弹成 
正比。当然，这只是一种近似，一般说来，有时还需要在某处画一些新线以保持线数与 
场强相配。这样，图 1-1 所示的场就可由图 1-2 所示的场线来表示。 






ffli -1 矢置场可用一组箭头来表 
示。 每支箭头的大小和方向为所 B 
箭头的那一点的矢量场之值 



图 1-2 矢置场可用一些线来表示，这些线 
在每一点与 场矢* 的方向相切，而线的密度 
则与场矢置的大小成正比 


§1-3 矢量场的特征 

矢置场在数学上有两个重要性质，我们将利用它们从场的观点来描述电学定律。若 
我们想象某种闭合面，并试问是否有“某种东西”从里面 流失； 这就是说，该场是否有一个 
“流出”的量？例如，对于速度场，我们也许要问，该面上的速度是否总是向外，或更普遍 
地问，是否（每单位时间）流出的流体比流入的多。我们把单位时间流经该面的净流体董 
称为通过该面的“速度通量”。流经一个面积单元的流置恰好等于垂直该面积的速度分 
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量乘以该面积。对于任一个闭合面，净流出量（或 通量） 等于速度向外的法向分量的平均 
值乘以该闭合曲面的 面积： 

通量 =( 平均法向分量） •（曲 面的面积). (1.4) 

在电场的情况下，我们可以在数学上定义与流出 
置相类似的东西，又称作通量，但这当然不是任何物质 
的流动，因为电场并不是任何东西的速度。然而，事实 
证明，场法向分量的平均值这个数学上的量仍有其实 
用意义。于是，我们来谈谈电通量—这也是由式 
(1.4) 定义的。最后,不仅谈 iSiSl 个完全闭合曲面 
的通 a , 而且还谈论通过任一个有边界的曲面的通 a , 

这也是很有用处的。综上所述,通过这样一个面的通 
虽被定义为矢 s 的法向分 s 的平均值乘以该曲面的面 
积。这些概念如图 1-3 所示。 

矢 a 场还有第二个性质，它必须用一条曲线而 
不是用一个面才能得出。让我们再来回顾一下描写 
液体流动的速度场，也许会提出这样一个有趣的问 
题：该 液体是否存在环流？我们所说的环流，是指是 
否有围绕某个环路的净旋转运动？如图 1-4 所示， 

假定除在一条口径均匀的环状闭合管子里的液体外,液体突然处处都被冻结了。也就是说， 

管外的液体都停止了流动，但由于被禁锢的流体内存在着动 ft (这就是说，围绕管子沿一个 
方向的动 S 大于沿另一个方向的动 M ), 所以管内的液体仍可继续流动。我们把管内液体的有 
效速率乘以该管周长这个设定义为环流。我们再把上述概念加以引申，而定义任一矢 tt 场的 

(b) 


宵子 


囹1-4 (a) 液体中的速 度场； 设想 有一 
截面 均匀、按照图 （ b> 所示的任一闭合曲 
线安放的 管子； 假如液体除管内的外，处 
处都被冻结，那么管里的液体便将按 
图 (c) 所示的那样循环流动 






田 1-3 矢 S 场通过一个曲面的通 M , 定 
义为矢*的法向分《的平均 ffi 乘以该曲 
面的面积 
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“环流”（即使没有任何东西在流动亦然）。对于任一矢量场，绕任一想象中的闭合曲线的环 



Ki - s 矢置场的环流等于矢量(沿一致向 
指)的切 向分* 平均值乘以该回路的周长 


以该回路的周长（图 1-5), 即 

环流=(平均切向 分量） • （绕行距 离). (1.5) 

你们将会看到，这一定义确实给出了一个正比于上述 
迅速被冻结的管子里的环流速度的数值。 

只要利用这两个概念—— 通量 与环流 一 我 
们就能立即描述电学和磁学的所有定律。你可能 
不会一下子就理解其意义，但它们将给出有关电磁 
方面物理学基本描述方法的一些概念。 


§1-4 电磁学定律 


电磁学第一个定律对电场通 fi 是这样描 述的： 

E 通过任一闭合曲面的通量= 賴_触胃 . (1.6) 

(0 

式中是一常数。如果在闭合曲面内没有电荷，即使在曲面外附近存在电荷,£的法向分 tt 
的平均值仍然等于零，所以并没有净通 a 通过该曲面。为了证明这种表述是强有力的，只要 
再^^1^自单个电荷的场是球对称的这个概念做准备,就可以证明式(1.6)与库仑定律是等 
同的。对于一个点电荷，我们做一个包围该电荷的球面，那么，平均法向分擻就正好等于 E 
在任一点的 fi 值，因为这个场必定是径向的，并且在球面上的任一点具有相同的强度。现在 
法则讲，在球面上的电场乘以球面面积——即跑出去 的通设 一正比于球面内的电荷。要 
是使球的半径增大,则面积按半径的平方增加；电场的平均法向分量乘以该面积仍需等于球 
面内的电荷，因而该场必定随距离的平方减弱。这就得到了一个“负二次方的”场。 

在空间如果我们有一条任意而不动的曲线，并测量电场绕该曲线的环流,那么将发现它 
—般不等于零（虽则对于库仑定律它为 零）。 更确切地说,对于电学还存在第二条定律，即对 
于任一以曲线 c 为边缘的(非闭合）曲面 S , 

E 绕 C 的环流=&(通过 S 的 B 的通量). (1.7) 

再写出下面两个有关磁场 B 的相应方程,我们就能完成电磁场的全部规律。 

B 通过任何闭合曲面的通量 = 0. (1.8) 

对于以曲线 C 为边界的曲面 S , 

c 2 ( B 绕 C 的环流 ） = j ; (通过 S 的£：的通量）+ 通过 S 的电滩 _ 通1 _ (1.9) 

fit <0 

式（1.9>中出现的常数/为光速的平方，它之所以出现是由于磁实际上是电的一种相 
对论效应。至于插入常数 <。，则是为了方便地导出电流的单位。 
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式 (1.6) 〜 (1.9) 以及式 (1.1) 都是电动力学的定律、牛顿定律写起来虽然简单，但它会引 
出一大堆复杂的结果，而你要深入地学习就得花费很长时间。现在这些定律既然写起来就没有 
那么简单，那当然意味着其结果将更为复杂，所以我们将花大量时间才能把它们全部弄清楚。 

通过做一系列小实验(这些实验在定性上表明电场和磁场的关系），我们就能验证某些电 
动力学定律。当你梳头时，将会对式 (1.1) 中的第一项有所体验，因而我们就不去证明这一项 
了。如图 1-6 所示,给悬挂在一条形磁铁上面的导线输入电流，式 (1.1) 中的第二项可得以演 
示。当电流接通时，导线由于受力 F = 9 vXfl 作用而发生了 运动； 当存在电流时，线里的电荷 
在运动，所以它们有一速度 v , 磁铁产生的磁场就会对它们施加作用力，结果把导线推向一旁。 



BB 1-6 —条 形磁铁在导线处给出了磁场当有电流沿导线流动时，该 
导线由于受力 F = gr X B 的作用而运动 

当导线被推向左边时，我们会预料到磁铁必定感受到被推向右边。否则#可将整套设 
备装在一辆车子上而构成一个动量不守恒的推进系统！虽然这力太小、不足以使磁铁的运 
动看得见，但被更加灵敏地支撑着的一根磁铁，比如像指南针那样，就会显现出运动来。 

导线为什么会推磁铁呢？导线里的电流会产生它自身的磁场，从而施力于磁铁上。按 
照式 (1. 9) 中的第二项，电流必有一个 B 的_—在这种情况下, B 线就是环绕该导线的 
回路，如图 1-7 所示。作用于磁铁上的力，就是由这 B 产生的。 

式 （1. 9 >还告诉我们，对于通过导线的一个恒定电流，对围绕导线的任何曲线 B 的环流 
都相同。由于曲线一比方说是一圆周——距离导线越远，则其周长越长, B 的切向分量就 
必然减小。你可以看到，事实上我们该期待 B 随着离开长直导线的距离线性地减弱。 

现在，我们已经说过，流经导线的电流会产生 磁场； 而当有磁场存在时，就有一力作 
用于载有电流的导线上。于是我们也预料到，如果用导线中的电流来产生磁场，则它会 
对另一载流导线 施一作 用力。这可由采用如图 1-8 所示的两根悬挂导线来做演示。当 
两电流同向时，两导线 相吸； 但当两电流方向相反时，它们将相斥。 


• 我们仅需加上关于环流符号某些规定的说明。 
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a 1-8 两条通电«的导线互相有力作用 a 


简言之，电流和磁铁均会产生磁场。且慢！试问磁铁究竟是什么？如果磁场是由运动 
电荷产生的，那么，来自一块磁铁的磁场是否有可能也是由于电流的原因呢？看来的确是这 
样。我们可以将实验中的条形磁铁用一个导电线圈来代替，如图 1-9 所示。当电流通过线 
圈一同时也有电流通过在线圈上面的那根直导线——时，我们便会观察到导线的运动与 
以前用磁铁而不用线圈时完全一样。换言之，线圈里的电流模仿了一块磁铁。因此,看来一 
块磁铁的作用就如同它含有一种永恒的环行电流一样。事实上，我们可以用铁原子中的恒 
定电流来理解磁铁。在图 1-7 中，作用在磁铁上的力就是由式 （1.1) 中的第二项引起的。 

究竟这些电流是从哪里来的呢？ 一种可能来自原子轨道中电子的运动。实际上虽然对 
于某些材料来说这是正确的，但对铁来说却是不正确的。一个电子，除了在原子中环行之 
外,还绕它本身的轴旋转一有些像地球的自转——正是由于自旋所产生的电流才为铁提 
供了磁场(我们说“有些像地球的自转”，是因为这一问题在量子力学中竟是那么奥妙，以致 
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田 1-9 图 1-6 中的磁铁可用一个载流线圈来代替，有一相似的力作用在导线上 


—些经典概念并不能真正恰当地描述这些事 物）。 在大多数物质中，有些电子这样自旋，另 
—些电子那样自旋,所以磁性互相 抵消； 可是在铁里一由于某个我们将在以后加以讨论的 
神秘原因——有许多电子却绕着它们的排列整齐的轴旋转着，这正是磁性的起源。 

由于磁铁的场都是来自电流，所以我们无需因存在磁铁而在式 （1.8) 和 （1.9) 中引进 
任何额外的项。我们只要取所有的电流，包括自旋电子的环行电流，那么该定律就对了》 
但你亦应注意，式 （1.8) 说明不存在与出现在式 （1.6) 右边的电荷相类似的磁“荷”。没有 
人曾发现过磁荷。 

式 （1.9) 右边的第一项是由麦克斯韦从理论上发现的，而且十分重要。它说明一个变化 
着的电场会产生磁场。事实上，若没有这一项，该方程便奄无意义。若无此项，则在一非完 
整的回路中便不会有电流。但正如我们在下述例子中将见到的这样的电流确实存在。设想 
—个由两块平行板构成的电容器，它正在充电，电流流向其中一极板而流出另一极板，如图 
1-10 所示。若围绕着其中一条导线画一条曲线 C , 并用一个被该导线贯穿的、如图中所示的 
S , 面来盖满这条曲线,按照式 （1.9>. B 绕 C 的环流由导线中的电流乘以 d 给出。可是若我 



m l-io b 绕曲线 c 的环流，既可以由通过面 s , 的电流给出，也可以由 
通过面 S : 的 E 的通量变化率给出 
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们用另一个形状像碗、并通过电容器两板间、始终保持在导线外面的一个不同的曲面来 
盖满，那又将怎样呢？肯定不会有任何电流通过这一个曲面。然而，仅仅改变一下想象中的 
曲面位 a , 总绝不会改变一个实际的磁场吧！ B 的环流必然和以前一样。是的，对于 S , 和 
S 2 两个面，式 (1.9) 右边的第一项和第二项相结合，确实会给出相同的结果。对于 S 2 来说， 
B 的环流由电容器两板间 E 的通量的变化率给出。可以通过计算证明，正在变化着的 E 与 
电流之间是用那种使式 (1.9) 保持正确所必需的方式相联系的。麦克斯韦看到了它的必要 
性，因而首先写出了完整方程。 

采用图 1-6 所示的那种装置，我们可以演示另一个电磁学定律。将悬挂导线两端从电 
池上断开，接在一个电流计上，它会告诉我们何时有电流通过该导线。当在磁铁产生的磁场 
中向旁椎动导线时，便会观察到电流。这样一个效应恰恰是式(1.1>的另一个结果一导线 
中的电3受到了力 F = 9 v X B 。 电子之所以具有侧向速度，是因为它们随导线一起运动。 
这个 v 同来自磁铁的垂直方向的 B —起产生了一个作用于电子上的、投导线方向的力，此力 
引起电子向电流计运动。 

然而，假定我们移动的不是导线而是磁铁，从相对性来讲，可猜测到这不应当产生任何 
差别。的确，我们在电流计中观察到一个相似电流。磁场怎么会产生作用于静止电荷上的 
力呢？按照式 （1.1) 一定存在一个电场。一根运动的磁铁必定产生电场。这过程怎样发生， 
可以由式 (1.7) 定 M 地给予说明。这个方程描述了许多具有巨大实际价值的现象，诸如那些 
出现在发电机和变压器中的现象。 

我们的方程 组段引 人注目的一个结果是，式（1.7>和 （1.9) 包含着关于在很大距离范 
围内的电磁辐射效应的解释。解释大致如 下：假 设由于导线里电流突然接通，就使得某 
处的磁场 增大； 于是，根据式 （1.7) 就必然存在一个电场的 环流； 当这建立起来的电场产 
生环流时，根据式 （1.9) 又一个磁的环流将 形成； 可是，这个磁场的建立又将产生一个新 
的电场环流……依此类推。就这样，场在通过空间前^ ： ，除了在它们的发源处外，并 
不需要电荷或电流。这就是我们都能够互相 M 的关键所在！这_切都存在于电磁 
场的方程组中。 

§1-5 场是什么 

现在就我们对这一课题的看法讲几点意见。你也许会说 :“所 有这种关于通 M 和环流的 
概念太抽象了。由于空间每一点存在电场,所以才有这些‘定律’。但实际发生的情况是什 
么？为什么你不能用（例 如〉 g 什么东西在电荷之间起作用来加以解释呢?”唔，这与你的偏 
见有关。许多物理学家经常中间没有任何东西的那种直接作用是不可思议的。（既然某 
—概念已经被想象出来，他们怎么能断定它是不可思议的呢？）他们 会说: “看！我们现在知 
道这种单独的力就是一个物体对另一个物体的直接作用。不可能存在一种无需由媒质来传 
递的力。”但当我们研究一个物体紧靠着另一个物体的“直接作用”时，真正发生的是什么呢？ 
我们发现,并不是一个物体紧靠着另一个物体，而是彼此稍微有点分开，而在微小尺度内有 
电力起着作用。这样，我们知道将要用电力的图像来解释所谓的直接接触作用。既然肌肉 
的推拉力将要用电力来加以说明，那么还试图坚持认为得把电力看成像那种古老的、大家所 
熟悉的肌肉推拉力，那肯定是不合理的！唯一通情达理的问题是，什么才是看待电效应的曼 
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方便途径?有些人宁可把这些效应表达成在电荷间距的互作用，从而采用一个复杂定律。 

另外一些人则喜欢利用场线。他们老是画场线，而感到写出£和8则是太抽象了。然而， 
场线只不过是描写场的一种粗略的办法，要用场线直接给出那些正确而又定量的定律是很 
困难的。而且，场线概念并不含有电动力学最深刻的原理，即叠加原理。即使我们已知道了 
—组电荷的场线看起来是怎么回事，而另一组电荷的场线看来像什么，但当两组电荷同时存 
在时场线的图样究竟会怎么样，我们就毫无概念了。另一方面，从数学的观点看，叠加很容 
易一我们只需把两矢量相加起来。场线对于提供一个生动图像具有某种优点，可是也有 
—些缺点。当认为电荷处于静止状态时直接相互作用的想法固然有极大优点，但当涉及迅 
速运动的电荷时就具有一些重大 缺点。 

最好的办法是采用抽象的场概念。抽象虽然可惜，但却是必要的。尝试把电场用某种 
齿轮的运动、或用线、或用某种材料的张力来表示的企图所耗费的物理学家们的精力，比起 
仅仅获得电动力学的正确答案所必需的大概要多得多。有趣的是，关于晶体中的光的行为 
的正确方程已由麦卡洛于1839年得出。可是人们却对 他说: “是的，但没有任何实际物质其 
机械性能满足那些方程，而且由于光应当是在某种东西中的一种振动,所以我们不可能相信 
这个抽象的方程式。”要是人们稍微虚心一点，他们也许在早得多的时候就相信关于光的行 
为的正确方程了。 

对于磁场的情况,我们可提出如下要点 :假定 你最后已能够成功地用某种线或某种通过 
空间运转的齿轮构成一幅关于磁场的 图像； 然后，你尝试说明两个以相同速率互相平行地在 
空间运动的电荷所发生的情况。既然它们在运动，那么它们就将起两个电流一样的作用，并 
会有磁场和它们联系在一起(就像图 1-8 中导线里的电流那样>。可是，一个跟随这两个电 
荷做曲线运动的观察者将会把它们看作是静止不动的，从而会说那里 S 有磁场。当你随同 
物体一道运动时，就连“齿轮”或“线”也都消失不见了！上面我们所做的只是为了想出一个 
@问题。那些齿轮怎么能消失呢？那些画场线的人们也陷入了同样的困境。不仅不能说明 
€线是否随着电荷一起运动，而且在某些参照系中这些场线可能完全 消失。 

于是,我们讲，磁性实际上是一种相对论 效应。 就我们刚才所考虑的两个做平行运动的 
电荷的情况来说，我们应期望对于它们的运动得用数量级为 W 的项来做相对论修正。 

这些修正应当与磁力相一致。但在我们的实验（图 1-8) 中，出现于两根导线间的力是怎么 
回事呢？那里的磁力是全部磁力。这看来似乎不像是一种“相对论修正”。而且，倘若我们 
估计一下导线里电子的速度（你们可自行算出来），则我们求得它们沿导线的平均速率约为 
O . Olcms ' o 所以约等于 1( T » ，这肯定是一个可以忽略的“修正”。可是不对！尽管 
在这一情况下，磁力仅等于两运动电荷的“正常”电力的 〗( T ZS 倍，但应当记住，由于几乎完全 
中和——即由于导线里存在相同数目的质子和电子，“正常”电力已经完全消失了。由于中 
和的程度远较1/10 25 来得准确，从而那个我们称之为磁力的小小相对论项就是唯一剩下来 
的项，所以它变成了主要的项。 

正是由于电效应几乎完全抵消，才使得相对论效应（即磁现象）受到研究,而其正确方程 
组一准确至 W ——才被发现,虽则当时物理学家还不懂得发生的是什么事情。而这就 
是为什么当相对论被发现时，电磁学定律并不需要改变。它们——不像力学——已准确至 
W 的精度了。 
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§1-6 科学技术中的电磁学 


让我们指出下述事件来结束 本章。 希腊人所研究的许多种现象中有两种是十分奇特 
的：如 果你擦擦琥珀，你就可用它来吸起一些小 纸片； 又有一种来自麦尼西亚 （ Magnesia ) 岛 
的奇怪石头会吸铁。这是为希腊人所知道的、电磁效应表现得很 明显的 、仅有的现象，想起 
就令人惊奇。之所以仅仅出现这两种现象，其原因主要在于早先提到的电荷间异常精确的 
中和作用。通过希腊人之后的科学家的研究,发现了一个又一个的新现象，而这些实际上都 
不过是这些琥珀和 (或〉 磁石效应的某些方面而已。现在我们认识到，化学作用的现象、以及 
最终生命本身的现象都要用电磁学来加以理解。 

在人们对电磁学这一课题的认识正在提高的同时，以往不敢去想象的一些技术上可能 
发生的事出现了，从而，下述这些事就成为可 能:在 超长距离之间通讯；同几英里外中间没有 

任何联线的另一个人 说话； 以及开动巨大的电力系统-个巨大的水轮，用数百英里以上 

的细线与别的发动机相连接，该发动机随主轮而转动——无数支线在上万的地方与成万台 
发动机相连,开动着工厂和家庭中的机器一所有这些，都是由于电磁学定律的知识而运转 
起来的。 

今天我们应用着更为稍细的效应。电力既可巨大，也可以十分微小，而我们都能够控制 
它们，并在许多方面加以利用。我们的仪器是如此栢密，以致某人对数百英里外的一根细小 
金诚棒中的电子施以影响的同时，你就能说出他正在干什么。我们只要把该 金诚棒 作为电 
视机的天线就可！ 

从人类历史的长远观点来看一例如过一万年之后回头来看一奄无疑问，在19世纪 
中发生的最有意义审件将被认为是麦克斯韦对电磁学定律的发现。与这一重大科学事件相 
比，同一个十年中发生的美国内战'将降为一个地区性琐事而黯然失色。 


• 美国内战也叫美国南北战争，1861年开始至1865年结束。一译者注 



第 2 章矢量场的微分运算 

§2-1 对物理学的理解 

对物理学家来说，要有从不同观点去观察问题的能力。因为对实际物理问题的准确分 
析往往非常复杂，任何特定的物理情况都可能因过于复杂，以致不能直接通过解微分方程来 
进行分析。然而如果人们对于在不同情况下方程解的特性有某些了解，则对于一个系统的 
行为仍可以获得良好的概念。如场线、电容、电阻以及电感等概念，对此目的来说都是十分 
有用的。因此，我们将花不少时间对它们进行分析。通过分析,对于在不同电磁悄况下会发 
生什么寧情我们就会获得一种感觉。另一方面，例如像场线这类启发式模型，没有一种会对 
所冇情况都是真正适用和准确的。只有一种表达定律的准确方式，那就是表示成微分方程。 
就我们所知微分方程具有两个优点，即它既是基本的，又是准确的。如果你已学习过那些微 
分方程，便可以经常复习査对,就不必重新学习了。 

要了解在不同 m 况下会发生什么事怙，将花费你一些时间^你不得不去求解方程。你 
每次解方程,都将对解的性质有所体会。为了把这些解牢记在心，利用场线及其他概念来研 
究解的意义也是有益的。这就是你将真正“理解”方程式的途径 ，也足 数学和物理学的区别 
所在。数学家，或者很有数学头脑的人，在“研究”物理学的过程中往往由于看不见物理而误 
入歧途。他 们说: “ s , 这些微分方程一麦克斯韦方程组一就是电动力学的一切;物理学 
家已经承认,没有什么东西不包含在这些方程式之内。这些方程尽管 m 杂，但毕竞仅是一些 
数学方程式，要是我能在数学上对它们彻底理解,那我对物理学也就理解透彻了。”車实却并 
非如此。大 凡抱着 这种观点研究物理的数学家一也有过不少这样的人一往往对物理学 
的贡献不大，而实际上对数学的贡献也很可怜。他们之所以失败，是由于在现实世界里实际 
的物理情况是如此复杂，需要对方程式具有更为充分的理解。 

真正理解一个方程式一即不仅在严格的数学意义上一意味着什么，狄拉克对此早就 
有所评述。 他说: “如果我没有实际解一个方程而对其解的特性已有一种估计办法，那 我就惯 
得了该方程的意义。”因此，若我们无需实际解那个方程而对在给定情况下会发生什么便已有 
—种了解的办法，则我们便算“理解”了应用到这些情况上去的那个方程了。物理上的理解乃 
是一种完全非数学性、不精确和不严格的事，但对于一个物理学家来说却是绝对必需的。 

通常，像这样一种课程是按照逐步阐明物理概念的方式一即从简单的情况开始逐渐 
过渡到越来越复杂的情况——来编排的。这就要求读者要不断忘记以前学过的东西一忘 
记在某些情况下正确、而在一般情况下却不正确的那些东西。例如，电力取决于距离的平方 
那一条“定律”就不是一贯正确的。所以我们在本书中更喜欢相反的途径。我们宁愿一开始 
就采用那些耷整定律，然后回过头来把它们应用于一些简单情况，从而在前进过程中发展物 
理概念。这我们将要做的事情。 
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我们所采取的途径与历史的途径完全相反，人们在后一途径中通过实验获得知识，依靠 
实验来发展学科。但物理学这一学科在过去二百多年中是由一些非常有创造才能的人发展 
起来的，而当我们仅以有限时间去获得知识时，就不可能涉及他们曾经做过的每件事情。可 
惜，在这些讲课中可能会丢失的东西之一就是有关事件的历史及实验发展。希望某些不足 
在实验室中能够得到补偿。你也可以通过阅读 《大 英百科 全书〉 来补充我们所不得不割爱的 
东西，那里载有很好关于电学及物理学其他部分历史的条目。你也会在有关电磁学的许多 
教科书中找到一些历史知识。 

§2-2 标量场和矢量场—— T 与 h 

现在我们从电磁理论抽象的、数学的观点开始。目的是 解释第 1章中所给出的那些定 
律的意义。而为了做到这一点,必须首先对一种将要用到的、新的特殊符号加以 解释。 所以 
就让我们暂时忘却电磁学而讨论矢量场的数学。这不但对于电磁学而且对于所有物理情况 
都是十分重要的。正如通常微积分学对于所有物理部门都那么重要一样，矢 《 的微分学也 
是如此。我们就转到这么一个科目上来吧。 

下面列举一些来自矢贵代数的等式，并假定你们都已知道了。 

A . B = 标撤 = A.B, + A,B, + A.B. 

AXB =矢域 
(AXB). = A,B,-A y B, 

(AXB), = A y B,-A.B, 

(AXB), = A.B.-A.B. 

A X A = 0 
A • (A X B) = 0 
A • (B XC ) = (A X B ) • C 
AX(BXC) = B(A - C) - C(A - B) 

我们也要用到从微分学方面得来的下列两个 等式： 

A/(x, y, z) = 4- ^-Ay + 

dx dy dz 

- = - • 

dxdy dydx 

当然，第一个等式 (2.7> 只有在 Ax , △: y , 都趋于零的极限时才正确。 

可能存在的最简单的物理场是标量场。你应当记得，我们所说的场是指取决于空间位 

H 的一个最。所谓标 ft 场.仅指每点由单一的数值-个标量一标志的场。当然这个 

数值可随时间而变 TSiiitr 我们还无需为此操心。我们将只谈论在某一给定时刻场看来是 
个什么样子。作为标 tt 场的一个例子，试考虑一块固体材料，其中某些地方加热而另一些地 
方受冷，使得该物体的温度以一种复杂的方式逐点改变。于是温度将是在某直角坐标系中 
测得的空间位置 ( I , ： y , d 的函数，所以温度是一标量场。 

考虑标量场的一种办法是去设想一些“等值面”，即通过所有相同值的场点画成的想 


(2.7) 

( 2 . 8 ) 


( 2 . 1 ) 

( 2 . 2 ) 


(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

( 2 . 6 ) 
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象中的面，正如在地图上那些由等高点连成的等高线一样。对于一个温度场来说，这些 
等值面被称为“等溫面”或等温线。图 2-1 表示一温度场，并表明在 z =0 处 T •对 T 和 ; y 
的关系。在该图上画出了几条等温线。 

还存在一种矢量场，概念也十分简单，就是在空间的每一点给出一个矢量，这个矢 ffi 逐 
点变化。作为一个例子，可考虑一个旋转物体。在任意点物体中物质的速度便是一个矢 ft , 
它是位置的函数(图2-2)。作为第二个例子，考虑在一块材料里的热流。如果在材料中某 
处的温度较高另一处的温度较低，则热量就会从较热处流至较冷处。在材料中的不同位 H 
热量将朝不同的方向流动。这一热流就是一个有方向的我们称其为 fc 。 它的大小是有 
多少热量在流动的量度。关于热流矢量的例子也如图 2-1 所示。 



围 2-1 温度 Tft 标 M 场的一个例子。与空间每一点 U . _ y , 
d 相联系的是一 个数坑 TU.y.z). 处于标记料 T =20* 的曲 
面 (图中 所示为 * = 0处的一条 曲线） 上所冇的点部冇桕 Rifl 
度。前头是热流矢 ttA 的一些样品 



让我们对下一个更准确的定 义:热 流矢量在一点的大小就是在单位时间内通过垂直 
于流动方向的无限小面积元上单位面积的 热能。 这个矢量指向热 tt 流动的方向（见阁2-3)。 
用符号表示 为:若 为单位时间内通过面积元 Aa 的热能，则 

* =仏， （ 2 . 9 > 


式中 e , 是沿流动方向的单位矢暈。 

矢量/«也可按另一^^^-用它的分量——来下定义。我们试问，有多少热 ft 会通 
过一个与流动方向成角度的小面积。在图 2-4 中，我们表示一个小面积元 Aa 2 与垂直 
于热流的另一个小面积元相倾斜。单位矢量》与面积元垂直。 n 与 A 之间的夹角 
就等于两个面积元之间的角度（因为 A 那么，每单位时间内通过的热《 

有多少呢？通过的热量就等于通过的，只不过面积不同罢了。事实上， △+ = 
Aa 2 cosdo 因此，通过的热流为 
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我们对此式加以说 明：通 过单位法线为 /• 的任何面积元的热流（单位时间、单位面积）为 
fc _ „。同样可 以说: 垂直于面积元 Aa 2 的热流为/« • "。如果愿意，也可以认为这些说 
法定义了 h 。 我们 也将把这些相同概念应用于其他矢置场。 



图 2-3 热流 fi —种矢 tt 场。矢 ttA 指向热 W 流动的方 图 2-4 流经加 ：的热 M 与流经 Aa , 的相 IH ) 
向。它的大小则是单位时间内 流过宰 a 于流动方向的而 
积元的能 W 除以该面元的面积 


§2-3 场的微商一梯度 

当场随时间变化时，可通过给出场对时间的微商加以描述。我们希望用同样办法来描 
述场对位 H 的变化，因为对于例如在一点的温度与在邻近一点的温度间的关系，我们是感兴 
趣的。怎样求温度对位 S 的微商呢？我们求温度对^•的微商吗？还是对: y , 或是对 d 

有用的物理定律应当不依赖于坐标系的取向。因此,它们应被写成两边都是标置或两边 
都足矢 tt 的一种形式。一个标 S 场的微商,比如说 aTySr , 究竟是什么呢？是标 M 、 矢 tt , 还是 
K - 他什么东西？它既不是标 ft , 也不是矢量，因为正如你能容易领会的，假如我们取不同的 ： r 
轴 ,3 T / a _ r 肯定会不同。可是要注意，微商可能有 三个: 377^,和37732。由于有这三 
个微商，而我们又知道要形 成一矢 置需要三个数，也许这三个微商就是一个矢量的 分量： 

( g ， g ， U ): 矢置. （2. 11 ) 

当然，一般并非任何三个数都能构成为一矢量。只有当我们旋转坐标系，矢量的各个 
分量按照正确的方式变换时，这才成立。所以需要分析坐标系旋转时，这些微商究竟是 
如何变换的。我们将证明式 （2. 11) 确实是一个矢量。当坐标系转动时，这些微商的确按 
正确的方式变换。 

我们可用几种方法来看这个问题。一个方法是，提一个答案与坐标系无关的问题，并尝 
试用“不变 tt ” 的形式来表示这一答案。例如，若 S = A • B , 而且若 A 和 B 都是矢量，则我 
们知道一因为我们已在第1卷第11章中加以证明一 S 是一个标量。无需研究它是否 
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会随坐标系改变而改变,我们就已知道 S 是一个标 fl , 因为它是两个矢量的标积,所以它壬 
可能改变。与此相仿，如果我们有数 B ,, b 2 , b 3 ，并且对 每一个 矢量 A 都能找出 

A.B, +A y B 2 +A,B 3 = S , (2.12) 


式中 S 对于任何坐标系都相同。那么，这三个数 B ,, B 2 , B 3 必定是某一矢量 B 的分置 

By, B , 0 


现在让我们考虑温度场。假设取 P , 和朽两点，它们分开一小间距 AR 。 P , 处的温度为 
T , 而/» 2 处的为 T 2 , 彼此间的差 △ T =7' 2 _ T I 。 在这些实际的物理点，温度肯定与为测量其坐 
标而选取的各坐标轴无关。尤其是, AT 为一个与坐标系无关的数值。所以它是一个标量。 


如果我们选取一组方便的坐标轴，则能写出 
T , = T ( x , : V ， z ) 和 T 2 = T ( x 4- Ax , + z + 
△ z ), 其中 Ax , A ： y 和 Az 是矢量 AR 的分 fi 
(图 2-5)。 记住式 (2. 7), 我们便可以 写出： 

A 5 T A t dT A , dT A /o 

AT = ^; A-r + (2.13) 

式 （2. 13) 的左边是一个标量。右边是各含有 Ax , 
△ y 和(—个矢 M 的分 ft ) 的三个乘积之和。这样 
我们得出结论，这三个数值 

3 T 3 T 3 T 

3 x ' 3 y ' dz 



也是一 矢被的 U 和 z 分埘。我们用符号 VT 描写这个新矢《。这个符号▽是△的颠倒，这 
会使我们回忆起微分来。人们用各种不同方式来读 VT : “ d e l - T ”, 或 “ T 的梯度”，或 “grad T -, 


grad T = VT=(g.|I.|I)-. 

利用这个符号，可以把式 (2. 13) 重写成一个更简洁的 形式： 

AT = VT • AR . 

口头上这个式子说,两邻近点之间的温度差等于 T 的梯度与两点间位移矢量的点积。式 
(2. 15) 的形式也清楚地说明了上面我们关于 VT 确是一个矢置的证明。 

也许你还未相信吧！让我们用另一种办法来证明它（不过，如果你仔细加以考察，你可 
能会看到这实际上是兜一个更大圈子的同一种证 法）。 我们将证明， VT 的分量会按照与 R 
的分 M 完全相同的方式变换。如果它们的确是这样，则按照第1卷第11章里我们关于矢量 
的原来定义, VT 就是一矢量。试取一个新坐标系并用这一新系统算出 3 T /3 x ', 
aT / ay 和 37 Va z '。 为了使事情稍微简单些，我们令 z = z '，以便可以忘记 Z 坐标。你尽可 


(2.14) 

(2.15) 


* 在我们的符号中，表示式 (a. 6, 代表_个具有分星6和 r 的矢霣。如果你喜欢用单位矢屋《’，_/ 
和*的话，那么可以 写成： 
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以自己检验更普遍的情况。 



93 2-6 ( a ) 变换到一个已转动了的坐标 
系上去 :（ b ) 间距 AR 与轴平行的一个 
特殊悄况 

呢？我们应写成 


我们取一个相对于：0>系转过角度〃的//系， 
如图 2-6(a) 所示。对于点 U， ：V),在加撇系统中其 
坐 标为： 

x = x cosd + y sin d ； (2. 16) 

y ， = — x sin 0 + >> cos 6. (2. 17) 

或者，解出和; y, 则得： 

x = x cos d — y sin 0-, (2.18) 

y = x ' sinff + > ， cos d . (2. 19) 

如果任何一对数字在用这些方程进行变换时，其方 
式与 x 和; y 的变换方式一样，那么它们便是一个矢 
量的分盪。 

现在让我们来看看如图 2-6(b) 所选取的两个邻 
近点 P, 和朽的温度差。若我们用 x 和; y 坐标来计 
算，则可以写成 

AT=~Ax, ( 2 . 20 ) 


因为 A：y 等于零。 

在那个加撇的系统里进行计算，会得出个什么 



( 2 . 21 ) 


看一看图 2-6(b), 即可知道 

= Az cos 0 

和 △>»’ = 一 Ax sin 设， 


( 2 . 22 ) 

(2.23) 


因为 △：!： 为正时为负。把这些代入式 (2. 21) ，得: 


t a 丁 3T 

AT = — -•^x cos 0 - ； Ax 


=cos 0 — sin 沒) Ax . 


(2. 24) 
(2. 25) 


比较式 (2. 25) 和 （2. 20), 我们看到 


dT 

dx 


9 T 


、 e - 


dT 


(2.26) 


这个式说 明：打 々X 可从 a77a：r' 和打 々y 获得，正如同式 （2.18) 中的X可以从/和 y 
获得那样。因此 aTr 就是一个矢量的； r 分量。同样的论据也可以证明， aTy 和 
aivaz 分别为一个矢置的:V和 z 分量。所以 VT 肯定是一个矢量，它是从标量场: r 导出 



的一个矢量场。 
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§2-4 算符 ▽ 


现在我们就能够做一件非常有趣而巧妙的事情一并且是使数学绚丽多彩的一些事物 
的标志。前面对 T 的梯度或 VT 是一个矢置的论证，与我们究竟对嗶一个标置场进行微分 
无关。假若 t 被任一样晕场代替，所有论证可以同样进行。既然;对什么求导，那 
些变换公式都相以略去 t 而由一个算符方程 



(2. 27) 


来代替式 (2. 26), 正如金斯 ( Jeans ) 曾经说过的那样，我们让算符“忙于对某事物求导”。 

由于这些微分算符本身就已如同_个矢 ft 的分 ft 那样进行变换，所以我们可以称它们 
为一个矢置算符的分董，即可以 写成： 




当然，它意味若 


▽* = £，▽，= ^； ，▽一 


a 

Tz 


(2.28) 

(2.29) 


我们已经把 T 去掉而使梯度抽象化了——这是一个绝妙的想法。 

当然，你必须始终记住▽是个算符。它单独没有什么意义。如果▽本身没有什么意义， 
那么要是乘以 一标量 一比如 T ——那乘积了▽又会有什么意义呢（我们总可以用一标置 
乘一矢域）？它仍然不具有什么意义。它的 I 分嫩是 



它不是一个数，而仍然是某种算符。然而，按照矢置代数，我们仍可以把了▽称为一个矢量。 
现在让我们在 V 的另一边乘上一标 M , 使之形成乘积 ( VT )。 在普通代数中 

TA = AT , (2.31) 

但我们得记住，算符代数稍有别于普通的矢量代数。用算符时，必须时刻保持正确顺序，以便 
使运算构成适当的意义。如果你真正记住了算符▽遵循与微商符号相同的惯例，那你就不会 
有任何困难。凡要求导的东西一定要放在 V 的右边。这里，先后次序是重要的。 

记牢了这个次序问题，我们就懂得 TV 是一个算符，但 VT 却不再是一个饥饿的算符， 
该算符已完全被满足了。并且它确实是一个有意义的物理矢置，代表了的空间变化率。 
VT 的 x 分量就是 T 在 x 方向上变化得多快。矢量 VT 的方向是什么？我们知道， T 在任一 
方向上的变化率等于 VT 在该方向的分量,参见式 (2.15), 由此可以推知, VT 的方向是它最 
大而可能存在的分量的方向——换句话说，是 T 变化得最快的方向。了的梯度具有 （在了 
处）最急剧上升的斜率的方向。 
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§ 2-5 ▽的运算 

矢置算符▽，能否用作其他方面的代数运算？让我们尝试把它同一个矢量组合起来。 
可以通过点积来组合两个矢量，这可构成这样两种 点积： 

(矢量） . v ; 或卩•（矢量). 

第一种还没有什么意义，因为它仍然是一个算符。最终的含意取决于它所运算的对象如何。 
第二种乘积则是某个标量场 (4 • B 总是一 个标量 ：）。 

让我们就用一个已知的矢 fi 场、比如/«,来试试它与▽的点积吧。把它写成分 量为： 

V • /I = V . h .+ Vyhy +' V . h , (2. 32) 

或 

= t + t + ( 2 . 33 ) 

这个和式在坐标变换之下是不变的。假如我们选择一个不同的坐标系（通过加撇来表明）， 
则我们会有 ， 



上式与式( 2 . 33) 尽管看起来不同，但所得的值相同。这就是说,对于在空间每一点， 

▽ (2.35) 

因此，是一个标 ft 场，它必定代表某个物理《。你会认识到，在 A 中，各微商的 
组合方式相当特殊。此外，还有许多像的其他各种组合，它们既不是标也不 
是矢《的分 m 。 

标世 ▽ •(矢 ft ) 在物理学中非常有用。它的名称叫做敢度。例如， 

▽ •/ | = { ^* = “/ 1 的散度”. (2.36) 

就像在上面对 ▽ 7•所做的那样，也可以陚予 V * —个物理意义。然而，我们将把这项工作 
推迟到以后。 

首先,我们希望看看，由矢 a 算符▽是否还能设计些别的什么。我们必然指望 

▽ Xfc = —个矢量. (2. 37) 

它是一个矢 ft , 其分量可按照有关叉积的通常规则[参见式 (2. 2)] 写出： 

(V X h ), = \,h y - V,h, = ^ (2. 38) 


* 我们把设想 成一 个取决于空间位罝的而不是把它设想成一个严格的含有三个变量 
的数学函数 ••当 A 对于 y , z 或对于商时 ./I 的数学表达式就必须先表示为合适的 
变策的函数。 
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同理， 

( vxfc ), = v > h ,- v , h y = a - h ±- a - hz , 

(VXfc), =n-v,h, =^-^. 

dz dx 

组合 vxfc 称为 “/« 的旋度”，其命名原因及物理意义都将在以后讨论。综上所述，同▽的组合 
有 三种： 

VT = grad T =矢 

V • /« = div /« =标量； 

V X /i = curl h — 矢 M . 

利用这些组合，我们可以用一种常规的方法-种并不依赖于任何特定坐标系的普遍方 

法一来写出关于场的空间变化。 

作为对矢 tt 微分算符▽应用的一个例子，我们写出一组矢《方程，它们包含着我们在第 
1章中口头上给出的相同的电磁学定律，它们被称为麦克斯韦方程组。 

麦克斯韦方 程缉： 

(1) V-E=-fi -； 

<0 

(2) VXE =-^； (2.41) 

(3) V • B = 0； 

(4) c z VXB = ^ +A 

式中+为“电荷密度 "，即 单位体积的电为“电流密度”，即毎秒通过单位面积的电荷流。 

这四个方程式包含了电磁场完整的经典理论。你们看到，采用这种新符号，我们可能得到多 
么优美而又简洁的形式！ 

§2-6 热流的微分方程 

让我们举出用矢量符号描写物理定律的另一个例子。这一定律虽不十分桁确，但对于 
金属和若干种导热的其他物质来说还是很准确的。你知道，如果 取一厚 片材料，将其一面加 
热至温度 丁 2 ，而另一面冷却至温度 T , ，那么热 ft 将通过材料从 T 2 流向7\[图 2-7( a >]。 热 
流将与板的面积成正比，也与温差成正比，而与板的厚度^成反比（对于给定的温差，板越 
薄热流就越大）。令 J 为单位时间通过那块板的热能,我们可以写成 

J = k ( T 2 - T ,)^, (2.42) 

比例常数《称为热导率。 


(2.39) 

(2.40) 
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⑻ 



图 2-7 通过一块板的 
热流; （ b ) 在一大块材料中 
平行于等温面的一个无 
限小薄片 


在一较复杂的情况中将会发生什么呢？比方说，在一块奇形 
怪状的材料中，温度以独特的方式变化。假设我们注意这块材料 
中的一小部分，并设想有一块在微小尺度上像图 2-7( a ) 那样的 
薄片。把这薄片旋转至与等温面平行的方向，像在图 2-7( b ) 中 
的情形，使得式 (2. 42) 对于这一小片是正确的。 

若这一薄片的面积为 AA , 则每单位时间所流过的热量为 

Ai = (2.43) 

式中 As 是该薄片的厚度。我们已在前面把 AJ / AA 定义为/« 
的大小，其方向则为热流方向。热流将从 T , + AT 流向 T ,, 所 
以热流就应当垂直于如图 2-7( b ) 所画出的那些等温面。并且， 
△ T / As 恰好就是 T 对位罝的变化率。又由于位罝变化垂直于 
等温面，所以这个 A 77 A 5 便是最大变化率。因此，它恰好就是 
▽ T 的大小。现在既然 VT 与 fc 反向，所以可将式 （2. 43) 写成一 
个矢》 方程： 


h =-/ cVT , (2.44) 

负号是必需的，因为热 S 流向温度“下降"方向。式(2.44〉是大块 
材料中热传导的微分方程。你看到，这是一个真正的矢 tt 方程。 
如果*仅仅是 一个数 ，上式两边都是矢 M 。 这是由矩形板的特殊 
关系[式 (2. 42>]推广至一任意情况的普遍化过程。我们以后还 
应该学习把所有像式 (2. 42) 那样的基本物理关系用更为高级的 
矢量符号写出来。这种符号之所以有用，不仅是由于它会使方程 
看起来比较简单，而且它也无需参考任何自主选取的坐标系而 M 
清楚地表明方程的物理内容。 


§2-7 矢霣场的二阶微商 

迄今我们只有一阶微商。为什么就没有二阶微商呢？我们可以有下列几种 组合： 

(a) V - (VT )； 

(b) VX(VT )； 

(c) V(V - h )； (2.45) 

(d) V • (VXfc )； 

(e) VX (VXfc). 

你可以核实一下，这些全是可能的组合。 

让我们首先看一看第二式 ( b )。 与它相同的形式为 
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A X ( AT ) = (A XA)T = 0, 

因为 AXA 恒为零。因此，我们 就有： 

curl(grad T ) = V X ( VT ) = 0. (2.46) 

如果用分量来计算一遍，便可以看出这个式是怎样产 生的： 

[▽ x 则 ■ =▽獨，—▽，隱= ( 2 - 47 ) 


上式等于零[根据式 (2. 8)]。对于其他分量也是如此。因此,对任何一种温度分布（实际上， 
对于任何标量函数 ）， VX ( VT ) = 0。 

让我们举出另一个例子，看看能否找到别的等于零的等式。一个矢量与一个其中 
含有该矢量的矢积的点积为零，即 

A • ( AXB ) = 0, (2.48) 

因为 4 XB 垂直于 A , 所以在 A 方向上就没有 AXfl 的分量。与此相同的一种组合出现在式 
(2. 45) 的 （ d ) 中，因而我 们有： 

V • (VX It ) = div ( curlfc ) = 0. (2.49) 

此外，用分量进行运算来证明上式为零并不困难。 

现在我们将不加证明地陈述两个数学定理。它们是物理学家已经知道的十分有趣而又 
有用的定理。 

在一个物理问题中，我们经常发现某一个 S ——比如矢14场 A ——的旋度为零。如 
我们已由式 （2. 46) 看到，一个梯度的旋度为芩，这是很容易记住的，因为这种情形是矢量 
造成的。于是，有可能肯定 A 是某一个 ft 的梯度，这样它的旋度才必然等于零。这个有 
趣的定理说明，如果 curl A 等于零，则 A 总是某种东西的梯度—存在某一标播场^使得 
A 等于 grad # 换句话说,我们有 

m-- 

如果 VX A = 0, 

就有一个0 

使得 A = V ^. (2.50) 

若 A 的散度为零，则有一个相似的定理。我们已从式 （2. 49) 看到，某个矢置旋度的散 
度总是零。如果你遇到 div D 为零的一个矢量场 D , 那你就可以得出结论 , D 是某个矢量场 
C 的旋度。 

定理： 

如果 V - D = 0, 

就有一个 C 

使得 D = V X C . (2.51) 


在考察两个▽算符的可能组合中，我们已经找出其中有两种组合总是等于零。现在来 
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看看那些王等于零的组合。取出表上所列的第一个组合 ( VT )。 我们把它写成分 量式： 
VT = ( V , T , VvT , V . T ). 

于是 

▽ • ( VT ) = V ,( VxT )+ V ,( V , T )+ V --( V . T ) = 0 + 0 + 0- (2.52) 

上式一般应给出某个数，它是一个标置场。 

你看到，上式无需保留那个括号，因而在不会引起混乱的情况下它可以 写成： 

V - ( VT ) = V • VT = (V • V)T = V ' T . (2.53) 

这里我们把 V 2 看成一个新的算符。这是一个标量算符。由于它经常出现在物理学中，因 
而已 被赋予一个专用名称，即 拉普拉斯算符 。 

拉普拉斯算符= V 2 = + $ + (2.54) 

由于拉普拉斯兑符是一个标 fi 算符，就可以用它来对一矢 fi 进行运算一这意味着对 
在盥角坐标系的每一个分员进行同一种 运兑： 

Vh = ( Vh ,, Vh y , V 2 *,). 

让我们再来#另一个可 能性： VX ( VX / i >, 那是表 (2. 45) 中的 ( e )。 现在如果我们应用 
矢贵等式 (2. 6): 

AX ( BXC ) = B(A - C )- C(A - B ) , (2.55) 

便可以把一个旋度的旋度写成不同的形式。为了使用这一公式，我们应当用算符 V 来代替 
其中的 A 和 U ,并令 C = A 。 这样就 得到： 

VX ( VXI «) = ▽(▽ • A )- fc(V - ▽)•••??? 

但请等 一等！ 有点不对了。前两项不错，那都是矢 ft (兑符被满足了），可是末项就不知会产 
生出什么东西来。它仍然是一个兑符。麻烦在于我们曾经不够小心，以致不能保持各项的 
前后次序。然而，若你再看一看式 (2. 55) ,就会见到我们同样可以把它 写成： 

A X (B X C ) = B(A ■ C ) - (A ■ B ) C . (2.56) 

这几项的次序看来要好些。现在在式 (2. 56) 中做代换， 便得： 

V X (V X /«) = V(V • h ) - (V • V ) ft . (2.57) 

这个形式看来不错。事实上，它是正确的，例如你可以通过计算分量给以证明。末项就是拉 
普拉斯算符，因而我们同样可以 写成： 

VX ( VX /|) = V(V - h )- V 2 h . (2.58) 

除了 （<:>▽(▽ • A ) 以外，我们对于表中的双▽的组合全都谈过一些了。它可能是一个矢 
最场，但却没有什么特殊情况可说的。那不过是偶尔会出现的一种矢置场罢了。 

把我们的结论列成一表将很 方便： 
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( a ) V - ( V：H = #7"= 标量 场； 

( b ) VX ( VT ) = 0； 

(<:)▽(▽•/«) =矢置场； 

( d ) V • ( VXfc ) = 0； (2.59) 

( e ) VX ( VXh ) = V(V - hJ - V 2 *； 

( f ) (▽-▽# = #* =矢班场 • 

你可能会注意到，我们从未试图发明一个新的矢量算符 (VXV )。 你看这是为什么？ 

§ 2-8 陷 阱 


我们正在把关于一般 矢最代 数的知识应用到算符 v 的代数上来，可是必须当心，因为有 
可能误入歧途。存在两个即将提到的陷阱，虽然它们并不会出现于本课程中。对于含有两 
个标 M 函数4和#的下列表 示式： 

(V^)X(W, 

你该说些什么呢？你也许 会说: 它必然等于零，因为它恰巧像 

(A0X(/IM ， 

而两个相同矢 tt 的叉积始终是零。但是在这个例子中两个兑符▽却不相同！前一个算符 
作用于函数^上；而另一个则作用于一个不同的函数#上。所以尽管所用的是同一个符 
号▽，但它们仍应被认为是不同的算符。很明显的方向取决于函数 v &, 因而它不大可 
能平行于势。因此， 

( V 0) X ( W ) ^ 0 (一般地〉. 

幸而，我们今后无需用到这些表示式(刚才所说的不会改变这么一个事实，即对于任一标 S 
场 AVX % = 0, 因为这里两个▽是对同一函数的作 用〉。 

第二号陷阱(在这门课程中我们没有必要去研究它） 如下： 当应用直角坐标系时这里提 
出的法则既简单而又美妙。比方，若有了 V 2 /!,而希望获得它的 X 分量，那便是 

(v2fc) * = = - (2 - 6o) 

但如果我们所要求的是 Vi 的^分量，则这同一个表式就$行了。 V 2 /!的径向分最并 
不等于 v 2 ~。 原因是，如果我们同矢量代数打交道，矢量的方向就都是十分确定的。但当 
我们与矢堡场打交道时，它们的方向则处处不同。如果我们试图用（比如说）极坐标来描 
述一个矢量场，则称为“径向"的那个方向便会逐点不同。因此，当我们开始对它的分 M 
进行微分时，就会陷入一大堆麻烦之中。例如，甚至对一恒定不变的矢量场，它的径向分 
董仍 然逐点变化。 

坚持只用直角坐标系往往是最保险和最简单的做法，而且避免了麻烦，但有一个例外值 
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得一提 ：由于 拉普拉斯算符 v 2 是一个 标量,所以我们就可能在我们想要的任意坐标系（例如 
在极坐标系）中把它写 出来; 但由于它是一个微分算符,所以只可以把它用到其分量各保持 
在固定方向上——即在直角坐标上——的那些矢量。因此，当我们用分量来写出矢量微分 
方程时，就必须把矢量场全部用它们的 x , y , z 分量来表达。 



第 3 章矢量积分运算 

§3-1 矢量 积分; 的线积分 

在第2章中，我们已找到对场进行微商的各种方法，结果有的得出矢》场，有的得出标 
量场。虽然我们曾导出许多不同公式,但从第2章所得的一切中可以归纳成一个法则 ：算符 
a / a x , 3沒; V 和 a / a z 就是一个矢量算符▽的三个分置。现在我们希望对场的微商的意义获 
得某种理解,然后才会对矢》场方程的含义有更深的体会。 

我们已讨论过梯度运算(▽作用于 一标* 上）的意义，现在将转到散度和旋度运算的 
怠义上来。对于这些最的解释 M 好用某些矢最积分及与这些积分有关的方程来进行。 
可惜这些方程并不能通过某种简单的代入法从矢最代数中求得，因而只得将其当作新的 
东西来学习。在这些积分公式中，有一个实际上是不重要的，但其他两个则不是这样，我 
们将导出它们并解释其 涵义。 下面将要研究的方程其实都是数学定理，它们不但对于解 
释敗度与旋度的意 义及其 内容将会有用，而且对从亊一般的物理理论工作也同样有用。 
这些数学定理对于场的理论的作用，正如能 tt 守恒定理对于质点力学的作用一样。像这 
类扦遍定理对更深刻地理解物理学是很重要的。然而，你将发现，它们对于求解问题—— 
除去那些 fi 简单悄况一用处并不很大。但令人高兴的是.在我们这一课程的开头，就有 
许多简单问题吋用我们即将处理的三个积分公式来求解。可是，我们也将荇到，当问题 
变得较困难时，就不能再用这些简申.方法 r 。 

首先着手处理涉及梯度的一个积分公式，这个关系式含有一个非常简单的概念。既然 
梯度代表一个场 m 的变化率，如果我们对这一变化率进行《分，则可能获得总的变化。假设 
有标 W 场 〆 L ； V , : E ), 在任意两点 （1) 和 (2) 处.函数4将分別取值 4(1) 和 4(2) [我们采用一 
种方便的符号，用 （2) 代表点%, A ), 而如2> 意味着和％, z z ) 相同]。如果 r 是 
连接 （1) 和 (2) 两点间的任意曲线，如图 3-1 所示，则下述关系就是正确的。 



图 3-1 式 (3.1) 中的各项 。矢蚩 是在 


线元 ds 处计算出来的 ® 3 ' 2 线积分是和的极限 
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4 ( 2 ) — 0(1) = J ^ (^») • ds. (3.1) 

ar 

这个积分是一 线积分 ，它是对矢量％和另一个代表沿曲线 r 的无限小线元的矢量 ds [从点 
(1>指向点 (2)] 点积的积分，积分沿着由点（1>至点 (2) 的曲线 r 进行。 

首先,我们应该复习一下线积分的含义是什么。试考虑一个标量函数 /( u , z ) 和一 
条连结 （1) 和 (2) 两点间的曲线 r 。 在曲线上划分出许多点，再用直线段连接这些点，如图 
3-2 所示。每段具有长度 As ,, 其中 i 是依次取1, 2, 3,…等值的下脚标。所谓线积分 

f («) 

fds , 

} ^r 

是指这么一个和的极限： 

其中/,是在第/段上的函数值。极限值就是当所分的段数越来越增加时（说得明显些，就 
是使最大的 △ A —0) 这个和所趋近的数值。 

在上述定理中的积分，即式 （3. 1), 也是指同样的事，虽然看起来稍有不同。我们不用 
/,而用另一个标量‘——％在 A * 方向上的分《。如果我们把这一分置写成(％),,则很清楚， 

( VV -). Aj = (. V /,) - As . (3.2) 

式 (3. 1) 中的积分就意味着对这种项求和。 

现在让我们看看为什么式 （3. 1) 是正确的。在第2章中，我们曾证明， V # 沿一小位移 
AK 的分 M 乃是^在 AR 方向上的变 化率。 考虑图 3-2 中由点 （1) 至点 ( a ) 间的线段 As , 按 
照我们的定义， 

A^i = < l >( a ) — 0(1) = ( V ^), - ASi . (3. 3) 

同样,我们有 

— < p ( a ) = ( Vip) z • As 2 . (3. 4) 

当然，上式中的 (％) i 是指在线段 As , 处计算出来的梯度，而 ( V 0> 2 则是在 As 2 上计算出来 
的梯度。如果我们把式 (3. 3) 和 (3.4) 相加, 便得： 

< p ( b 、— Ip ⑴= (^ r)i - As, 4 - ( W ) 2 . As 2 . (3. 5) 

你可以看到，若继续加进这样的项，就能获得 结果： 

^(2)-0(1) = - As ,- (3.6) 

左边并不与我们所选取的间隔有关——如果（1>和 (2) 两点始终保持固定不变的话——所以 
我们可以取右边的极限。这样,我们就已经证明了式(3.1)。 

你可从上述的证明中看到，正如该等式并不依赖于点 a , 6, c …如何选取，同样它也不 
依赖于我们所选取的用以连接 （1) 和 (2) 间的曲线 r 。 对于由点 （1) 至点 （2) 间的任何曲线， 
我们的定理都是正确的。 
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关于符号的一点说明 ：你将 会看到，如果为了方便而将上式写成 

(V^>) • ds = V/i • ds, (3. 7) 

将不致引起混乱。利用这一符号，上述定理为 
定理1: 

如 2)- 少 (1)= V^-ds. (3.8) 

从（1>至（2> 

的任 柯曲残 

§3-2 矢置场的通置 

在讨论下一个积分定理——关于散度方面的定理——之前，我们想学习一下物理意义 
较明显的关于热流的某种 概念。 我们曾定义过矢置 t 它代表单位时间内通过单位面积的热 
嫌。假设在一块材料内部，有一个包围着体积 V 的某闭合曲面 S (图3-3)。我们希望求出从这 
个体积里流出去的热置有多少。当然,我们可以通过 
计算流出 S 的总热量来求得它。 

我们用 da 记为一个面积元的面积，这符号代 
表一个二维微分，例如，若该面积碰巧处在 xjy 面 
上，则应有 

da = dxdy. 

由于以后还将对体积进行积分，所以，为方便起见， 

考虑一个小立方体的微分体积。这样，当我们写出 
dV 时，指的就是 

dV = dxdyAz. 

有些人不喜欢写成 da , 而宫欢写成 di 以提醒 
人们注意那是一个二级量。他们同样不想用 dV 而要用 d 3 v 。 我们则将采用那种较简单的 
符号，并假定你确能记住面积具有二维，而体积具有三维。 

通过面积元 d a 流出的热量等于该面积乘以垂直于 da 的 A 分最。我们已把 n 定义为与 
表面成直角而指向外的单位矢置（图3-3 )。 希望得到的/« 分 置为： 

h H = h • n. (3. 9) 

于是，通过 da 流出的热量为 

h . nda. (3. 10) 

为了得到通过任意表面的总热量，我们对来自所有面积元的贡献求和。换句话说，将在整个 
表面对式 (3. 10) 进行 积分： 

通过 S 向外流出的总热量= * . nda. (3.11) 



该面积元处的热流矢讎 


我们将把这个面积分称为1通过该表面的通量”。通量这个词的原有意义是流量，因 
而面积分恰好意味着 A 通过该表面的流量。可以 认为: fc 是热量流动的“流密度”，而它的面 
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积分则是指向表面外的总热量流,也就是单位时间流出的热能(每秒的焦耳数）。 

我们希望把这一概念推广到矢量并不代表任何流动的东西那种情况。例如，它或许是 
电场。如果我们乐意的话，肯定也能对电场的法向分量在一个面上积分。尽管这并不是什 
么东西的流动，但我们仍称之为“通量”。我们说， 

E 通过曲面 S 的通量 e . »如. (3.12) 

这就把“通置”这一词推广到指一矢置的“法向分量的面积分”了。即使所考虑的表面不是闭 
合的情况，我们也将使用同样的定义，就像这里讨论闭合面那样。 

回到热流的特殊情况，让我们以热晕守恒的情况为例。例如，设想有某件材料初始加热 
以后就不再有热量产生或吸收。于是，如有净热量从闭合表面流出去,则该体积内热的含量 
就一定会减少。所以,在这种情况下热量应该守恒，我 们说： 

J "/ . "da = -帶， （3. 13) 

式中 Q 是表面 s 内的热置。从 S 面出来的热通置等于 S 面内总热 SQ 对于时间变化率的 
负值。这种解释是可行的，因为我们正在谈论热流，而且已假定热量是守恒的。当然，假如 
那时热饿正在产生，则我们也许就不能谈论该体积内的总热撤了。 

现在我们要指出一个关于任意矢《的通置的有意义的事实。如果愿意，你可以认为这 
矢 tt 是热流矢 S , 但我们所要讲的内容对任一矢 M 场 c 都将是正确的。设想有一包围体积 
V 的闭合曲面 S , 现用如图 3-4 所示的某种“截面”将体积分成两部分，我们就有两个闭合曲 
面和体积。体积 V ,被曲面 S , 包围，由原来表面的一部分 S . 和截面 Ss 构成。体积 V 2 被曲 
面&包围，由原来表面的其余部分 S , 再加上截面构成。现在考虑下述问 题：假 设要计 
兑通过曲面的向外通揪，再加上通过曲面 S 2 的向外通*。这个总和是否会等于通过开 
始时那个完整表面的通《呢？答案是育定的。通过 S , 和&所共有的 S ** 面部分的通 M 恰 
好互相抵消。关于从 V ,出来的矢 SC 的通戤.我们可以 写成： 



截面 


图 3-4 包围在 S 面内的体积V被一 ••截面” 分成两半。现在就有了包围在 
S, = S. + 面内的体积V,和包围在 S： = + S - 面内的体积V, 
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通过 S , 的通量= J" s C ./» d a + J" s C . n , da . (3.14) 

而从 V 2 流出的通置， 则是： 

通过 S 2 的通最= j ". C • nda + J C • n 2 da. (3. 15) 

注意！在这两个积分中， 1 表示 Sd 属于 S , 时的外法线，而则表示 Si 属于 S 2 时的外法 
线，分别如图 3-4 所示。显然，11, =- n 2 , 因而 

C • fiida = 一 j C • n 2 da. (3. 16) 

现在若把式 (3.14) 和 (3. 15>相加，则通过 S , 和 S : 两通置之和恰好等于那两个积分之和，而 
把这两个积分合在一起，就给出通过原来的曲面 S = S .+ S t 的通 tt 。 

我们看到，通过整个外表面 S 的通量，总可以认为是该体积分成两部分后所得到的通 
盪之和。还可以照样再分割下去一例如把 W 再分成两块，你会看到同样的论证仍然适 
用。因此，不管将原来体积按何种方式分割,普遍正确的结果应该是 ：由原 来积分表示的、通 
过外表面的通 *, 等于出自内部所有各小块的通量之和。 

§3-3 来自小立方体的 通置； 高斯定理 

现在考虑一个小立方体"的特殊情况，并求出其通嫩的一个令人感兴趣的公式。设想 
各边与坐标轴平行而构成的一个立方体，如图 3-5 所示。假设 敁接近 于原点的那个角点的 
坐标为 : c , y , z 。 令 Ax 为该立方体在方向上的 
长度 ，△: y 为； y 方向的长度，而为在 z 方向的长 
度。希望求出矢置场 C 通过该立方体表面的通 ft , 

这将由算出通过小立方体每个面的通量之和而获得。 

首先，考虑图中标明为1的面。在这个面上,向外的 
通量等于 C 的 ： c 分通的负值对该面面积的积分。这 
个通鼠为 

— Jc^dydz. 

由于我们考虑的是一个企立方体，所以可用该 
面中心一我们称之为点 （ lP —的 G 值乘以该面面积 AyAz 作为这一积分的 近似： 

出自面1的通量 =— C ,(1) A 3> Az . 

同理，出自面2的通量，也可以表 达为： 

出自面2的通量= C ,(2) AyAz . 



囹 3- S 来自一小立方体的通*的计算 


• 下面的推导也同样适用于任何一个直角平行六面体。 
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以上两式中的一般说来，是有点差别的。如果 Ax 足够小，则可以 写成: 
C ,(2) = C ,( l ) + ^ Ax . 


当然，还有更多的项，不过它们将包含 （ Ax ) 2 和更高幂次的项，因而如果只考虑小量 Ax 的 
极限情况，则它们都可以被忽略。所以,通过面2的通量 就是： 

出自面2的通量= [ c ^ D +^- AxJa ^ A *. 

把通过面1和面2的通量相加 ，得： 

出自面1和2的通董= ^^ cA ： yAz . 

上式中的微商，实在应在面1的中心处、即在点 U , y +(^ y / Z ), s ：+( Az /2)] 处计算。但在 
—个无限小立方体的极限情况下，即使在角点 （A y , Z ) 处计算，所造成的误差也是可以忽 
略的。 

依此类推，对其他每一对面，我们也会 得到： 

出自面3与面4的通里= 

出自面5与面6的通# = ^ AxAyAz . 


通过所有面的总通*是这些项之和。我们 得出： 


W C . " da = ( 砮 + 尝 + 尝)& 


而式中微商之和恰好就是 C 。 并且，= AV , 即该立方体的体积。所以对于一 
个无限小立方体，可以讲 


J " •衝 C . "da = (▽ . C ) AV . 


(3.17) 


这就证明 ，一 无限小立方体表面向外的通 ft 等于该矢量的散度乘以该立方体的体积。现在 
我们看到了一个矢量的散度的“意义”。一个矢置在 P 点的散度就是 P 点附近单位体积的 
通置一 C 的向外“流量”。 

我们已把 C 的散度与每个无限小体积向外的 C 通量联系起来了。对于任何有限体积 
来说,我们可用上面证明过的事实——来 自一体 积的总通量等于从其中每一部分出来的通 
II 之和。这就是说，我们可遍及整个体积对散度进行积分。它向我们提供了这样一个 定理： 
任何矢量的法向分量对任何闭合曲面的积分，也可以写成该矢量的散度对该曲面所包围的 
体积的积分。这个定理以高斯命名。 

高斯 定理 ： 

f C - nda =L V . CdV , (3.18) 


式中 S 是任一闭合曲面，而 V 是这个曲面内的体积。 
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§3-4 热 传导； 扩散方程 

仅仅为了熟悉高斯定理，让我们考虑应用该定理的一个例子。仍然举金属中的热流为 
例，假定其中所有热量都已预先输入、而此刻正在冷却的那种简单情况。这里没有热源，所 
以热量是守恒的。那么，在任意时刻存在于某个特定体积里的热量到底有多少呢？它所瘦 
&的量必须恰好等于从该体积表面流出的置。如果我们的体积是一个小立方体，则根据^ 
(3. 17) 就应该 写成： 

流出的热量= [ A • nda = V ■ fcAV . (3.19) 

这必然要等于小立方体内部热量的损失率。设 g 为单位体积内的热量，则在该立方体内的 
热量为其损失率 则为： 

- £( gAV ) =-|® AV . (3. 20) 

比较式 (3. 19) 和 (3. 20) ,我们 见到： 

- |2 = V • fc . (3.21) 

仔细注意这个方程的形式，它是物理学中经常出现的形式，即表达了一个守恒定律一 
这里是热 ft 守恒。我们曾经在式 (3. 13) 中以另 一种方 式表示过相同的物理事实。这里是守 
恒方程的微分形式，而式 (3. 13) 则是一种积分形式。 

我们通过把式 (3. 13>应用于一无限小立方体而获得了式 (3. 21)。我们也可用别的方法 
去做。对于一个以 S 面为边界的大体积 V ,高斯定理表达为： 

h ■ nda = V - hdV . (3.22) 

应用式 (3. 21), 得出右边的积分恰是一 dQ / di , 因而我们又一次得到了式 (3. 13)。 

现在让我们考虑一个不同的情况。想象在一大块材料中有一个很小的洞，里面正在进 
行某种产生热量的化学反应。我们也可以这样设想，用导线连接一个小小的电阻器，然后通 
电使之发热。我们将假设热量实际上是在一点上产生的，并令 W 代表在该点每秒释放出来 
的能量。我们还假定在体积的其余部分热量始终守恒，而且该热量的产生也已持续了足够 
长的时间一使得现在任何一处的温度都不再发生变化了。问 题是： 金厲里各处的热流矢 
量 A 是什么样子？在每一点有多少热量流过？ 

我们知道，如果在包围着该热源的闭合曲面上对 A 的法向分量进行积分，则总会得到 
W 。 所有在该点源处陆续产生的所有热量都必定通过该表面流出，因为我们已假定其流动 
是稳定的。这里有一个困难问题，即要找出一个矢量场,在包围源的任意曲面上积分时该矢 
量场总给出 W 。 然而,我们可以取一个稍微有点特殊的曲面而使场相当容易地求出。比如 
取一个半径为 K 而其中心在源处的球面，并设想热流是沿着径向的（图3-6)。直觉告诉我 
们,如果该块材料足够大，而我们又不令所取的球面太接近边缘，则 A 应该是径向的，而且， 
在球面上所有点其值的大小均应相同。你看,我们正在加入一些猜测工作一常称为“物理 
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直觉”——于数学方面来说，是为了获得答案。 

当 fc 沿着径向而又具有球对称性时，/«的法向 
分量对整个球面的积分将会十分简单，因为法向分 
量恰好就是 fc 的大小而且是不变的。因积分时所取 
的面积为于是就有 



图 3-6 在临近一个点热®的区域中，热 
流沿径向軔外 

或 


| /« • nda = A • UR 2 (3.23) 

(式中 A 是 fc 的大小）。这积分应等于即为源处 
热置的产生率。因 而得： 


h = 


W 

4^' 


. W 

h = T^ e ' 


(3.24) 


式中 e , 照例代表沿径向的单位矢 tt 。 我们的结果说明, fc 与 W 成正比而与离源的距离的平 
方成反比。 

刚才所得到的结果，仅适用于点热源附近的热流。现在让我们尝试寻求那种仅在热 ft 
守 m 的条件下，对敁锌遍的热流类型也能适用的方程式。这样,我们将只与在任何热源或热 
吸收体之外的那些地方所发生的悄况打交逍。 

关于热传导的微分方程，曾在第2章中推导过了。根据式 (2. 44) 


h =- KVT . (3.25) 

应记住这一关系式是近似的，不过对于某些像金厲之类的材料该近似相当好。当然，它只在 
材料里那些没有热 M 产生或吸收的区域内才适用。我们已在上面导出了另一个关系，即式 
(3. 21), 它在热 S 守恒情况下成立。如果把该方程与式 (3. 25) 相结合，则 可得： 

= V - h =_▽ • ( kVT ). 

ot 


若 《 是一常数，则 


|2 = / cV-VT = * V * T . 

ot 


(3.26) 


你会记得， g 是单位体积内的热量，而 ▽ • V = V 2 是拉普拉斯算符 


V 2 = 


'V ^ <r- 

a? + ay + a?- 


如果我们另外做一个假定,便可得到一个十分有趣的方程式。假定材料中的温度与单位 
体积的热容成正比一即该材料有确定的比热。当这一假定有效时(往往如此），就可以 写成： 


或 


= CpAT, 
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dq dT 

aT = c -d7' 


(3.27) 


热量的变化率正比于温度的变化率。这里的比例常数^就是单位体积材料的比热。应用 
式(3_27)和 （3. 26> ，得: 


3 T 
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(3.28) 


我们已求得,每一点上丁的时间变化率与 T 的拉普拉斯算符成正比，即与 T 的空间关系的 
二阶微商成正比。这样,我彳?^有一个以: c , : y , 2 和《为变量的关于 温度了 的微分方程。 
微分方程式( 3 . 28 >称为热扩敢方程。它经常被 写成： 

^ = DV 1 T , (3.29) 


式中 D 叫常数，在这里等于 

这个方程在许多物理问题中都会出现——气体扩散、中子扩散以及其他各种扩散， 
我们曾在第1卷第43章中讨论过这类现象的物理性质。现在你们有了一个在敁筲遍合理 
的情况下描述扩散的完整方程。往后某个时候我们还将学习一些求解该微分方程的方法， 
以便找出在特定条件下温度是怎样变化的。现在我们回来考虑有关矢》场的其他一些定理。 


§3-5 矢置场的环流 


现在，我们想用某些考虑敗度的同样方法来看待旋度。通过考虑在一个曲面上的积 
分，我们得到了高斯定理，尽管当初我们打算处理散度时这书还不太明显。我们当时怎 
么会知道为了得到敗度必须在曲面上进行积分呢？根本不清楚会是这个结果。而现在 
由于显然同样缺乏正当的理由，所以我们还将对矢撤做某些计算并证明它与旋度有关。 


这次计算的将是所谓矢量场的环流。如果 c 是任意 矢揪场 ，取其沿一曲线的分 M , 并对这 
—分 M 自始至终绕整个回路进行积分。这一积分被称为该矢 M 场绕该回路的 在本章 
的开头，我们曾经讨论过^的线积分，现在我们 


将对任一种矢 ft 场 C 求线积分。 

设 r 为空间中的任意闭合回路——当然是 
在想象中的。有一个例子如图 3-7 所示。 c 的 
切向分置绕该回路的线积分可 写成： 

^ C,dj = ^ C • ds . (3. 30) 



m 


你应该注意，这积分是始终绕回路取的，并不像 
以前那样从一点至另一点。在积分符号上的那 
个小圈圈便是为了提醒人们，该积分是始终绕回 
路进行的。这一积分叫作该矢量场绕曲线 r 的 

环流。这个名称原本是从考虑液体的环流来的。但这一名字一正如通量一样一已被推 
广应用于即使没有物质做“环流”的任何场了。 


c 绕曲线 r 的环流为匸,<即 c 的切 
向 分最） 的线积分 
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围 3-8 绕整个回路的环流等于绕两个回路 
( r , = n + r ^ 和 r , = n + n .) 的环流之和 


用对待通量同样的手法,我们可以证明，绕一个回路的环流等于绕两个分回路的环流之 
和。假设我们在原来曲线上的 （1) 和 (2) 两点间用如图 3-8 所示的割线来连结，就可以将图 

3- 7 所示的曲线分成两个回路。现在存在两个回 
路 r , 和 A 。 r , 是由处在 （ 1 ) 和 （ 2 ) 左边部分的原 
有曲线 n 再加上“捷径”匕而构成的。 r 2 则是由 
原有曲线的其余部分加上该捷径而构成的。 

绕 r , 的环流等于沿 n 和沿厂。 4 两个积分之 
和。同理，绕 r 2 的环流也是两部分之和，其_沿 
n 而另一沿 ru 。 对于曲线 a 来说，沿匕的积分 
具有与对曲线 r , 中沿匕的积分相反的符号，因 
为它们的绕行方向相反——必须按相同的旋转 
“指向”来进行这两项线积分。 

按照我们以前使用过的同样类型的论据，你们可以看到，这两个环流之和将恰好给出绕 
原来曲线 r 的线积分。那来自的部分互相抵消了。绕其中一部分的环流再加上绕第二 
部分的环流等于绕整条外环线的环流。我们可以 
重复这一过程，把原有回路分割成任意数目的小 
回路。当将这些小回路的环流相加时，在它们的 
相邻部分总会互相抵消，从而使其总和相当于绕 
原来单个回路的环流。 

现在让我们假设该原有回路就是某一个曲面 
的边界。当然，会有无限多个曲面全都以该原有 
回路为边界。然而，我们的结果将与所选取的曲面 
无关。首先，将原有回路分割成若干条全都落在所 
选取的曲面上的小回线，如图 3-9 所示。不管该曲 
面形状如何，如果我们选取的小回路足够小，则可 



8 B 3-9 选取某一被回路 r 包围«的表面。 
这个面被分割成若干个小面积，每个近似于 
一正方形。绕行 r 的环流就等于绕行各 
小回路的环流之和 


以假定每一小回路包围的面基本上是平面。并且,我们也能选取那些小回路使得每个都非常 
接近正方形。现在就可以通过求绕所有小回路的环流，再取其和，从而算出绕回路 r 的环流。 


§3-6 围绕_正方形的 环流； 斯托克斯定理 


我们将怎样求得沿每一小正方形的环流呢？首先就要问，这一正方形在空间中的取向 
如何？要是它有一个特殊取向，那计算起来就会方便得多。例如，假使它位于一个坐标平面 
内。由于对坐标轴的取向我们还未做过任何假设，因此就可以这样选取坐标轴，使此刻我们 
正专注的那个小正方形正好落在: r：y 面内，如图 3-10 所示。若该结果用矢量符号来表示， 
那就可以说，不管该面的特殊取向如何，结果都是一样的。 

现在我们希望求出场 C 绕该小正方形的环流。如果令该正方形足够小，使得矢量 C 
沿它的任一边都不会改变很多，进行线积分就较容易（正方形越小，这个假定就越好，而 
实际所谈的正是无限小的正方 形〉。 从位于图的左下角那一点 U ， ： y ) 出发，按照箭头所指 
的方向绕行一周。沿标记为 （1) 的第一条边，其切向分量为匕（1)而长度为 Ax 。 该积分的 
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第一部分就是 C / DAx 。 沿第二条边，我们获 
得 C ,(2) Ay 。 沿第三条边得 一0(3)^, 而沿第 
四条边得 _ C ，（4) Ay 。 这些负号是需要的，因 
为这里要求的是沿绕行方向的切向分量。因 
此，整个线积分 就是： 

|c • ds = C i (1) Ajt + C ,(2) A 3> 

- C ,(3) Ax - C ,(4) Ay . 

(3.31) 

现在让我们注意第一和第三部分。它们合 
起来 就是： 

[ C , ⑴ - C ,(3)] Ax . (3. 32) 


你也许认为，对我们的近似程度来说这个差值 



BB 3-10 计算绕行一个小正方形的 C 的环流 


为零。这对于一级近似是对的。然而可以更精确一些，计及 G 的变化率。如果这样便 
可以 写出： 


C ,(3) = C ,(1) + ^ A >. 


(3.33) 


假如把次级近似也包括进去，则会涉及到 （ Ay ) 2 等项，但由于我们最终将取 △: y — 0时的极 
限，所以这样的项都可以忽略。将式 (3. 33) 和 (3. 32) 结合起来,会得出 


[ C ,( l )- C ,(3)] Ax =-^ AxA > . 


对于我们的近似,上式中的微商可以在 ( x , : y ) 处计算出来。 
同理，环流中的其他两项，也可以 写成： 

C ,(2) A >- C ,(4) A >- = 

于是，绕上述那个小正方形的环 流为： 

(尝 


(3.34) 


(3.35) 


(3.36) 


这很有趣，因为括号内两项恰好就是旋度的 z 分量。并且，我们还注意到，&么3«就是该正 
方形的面积。因此,可以将环流式 (3. 36) 写为： 

( VXC ). Aa . 


这个 * 分量实际上就是沿该表面元法向的分量。因此，还可以将绕一个微分正方形的环流 
写成一种不变的矢量 形式： 

• ds = (V X C).Aa = (V X C ) • nAa . (3.37) 

我们的结果 是:任一矢量 C 绕一个无限小正方形的环流，等于 C 的旋度垂直于表面的 
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分置乘以该正方形面积。 

现在，绕任一条回路 r 的环流，可以轻而易举地同矢量场的旋度联系起来了。用任 

意合适的曲面 S 将回路填满，如图 3-11 所示， 
并把绕这个面上一系列无限小正方形的环流加 
起来。这个和可以写成一个积分。其结果是以 
斯托克斯命名（为纪念斯托克斯 先生） 的一个十 
分有用的定理。 

斯 ft 哀斯定理： 

£c - d * = J s ( VXC ), da , (3.38) 

式中 s 是以 r 为边界的任意曲面。 

现在必须谈谈关于符号的一个惯例。在图 
3-10 中，采用“常用”的一也即“右手”的一坐 
标系统3轴将指向你们。当按照旋转的“正”指 
向进行线积分时，我们发现环流等于 VXC 的 Z 
分量。要是我们绕行的方向相反，即会获得一个相反的符号。那么，一般说来，我们怎么会 
知道应选取哪个方向作为 VXC 的法向分置的正向呢？正法线始终必须与旋转的指向联系 
起来，如图 3-10 所示的。对于普遍悄况，则如图 3-11 所示。 

“右手法则”是记住这个关系的一种办法。如果你用 g 手手指围绕曲线 r , 指尖指向 ds 
的正方向，那么你的大拇指就指向 S 面的 g 法线方向。' 

§3-7 无旋度场与无散度场 



图 3-11 c 绕 r 的环流等于 ▽><<： 的法向分 
聚的面积分 


现在我们要来讨论上述新定理的某些结果。首先，考虑一个矢 tt 其旋度处处为零的情况。 
这时斯托克斯定理说，绕任何回路的环流等于零。现在若在一闭合曲线上选^点 （1) 和 (2) 


(图 3-12), 则从(1>至(2>的切向分里的线积分将与这两条可能路线中选取哪一条无关。我们 
可以断定，从 (1) 至 (2) 的积分只取决于这两点的位 g ——也就是说，它仅是位0的函数。同样 


的推理方法也曾在第1卷第14章中使用过,在那里我们曾证明如果某量绕一闭合回路的积分 


总是零，则该量对任一曲线的积分可以表达为两端点位罝的 
某一函数之差。这一事实使我们创立了势的概念。而且，我们 
证明该矢量场就是这一势函数的梯度[见第1卷式 (14. 13>]。 

由此可见，任一旋度为零的矢量场等于某个标量函数的 
梯度。这就是说，如果处处 VXC =0, 则存在某个^使得 
C =%, 这是一个有用的概念。如果愿意，我们可以用一个 
标量场来描述这一特殊类型的矢量场。 


让我们再来证明另一件事。假设有任 意灼标量场允 



就必然为零。这矢量从点 （1) 至点 （2) 的线积分为[彡 (2) _ 
多(1)]。如果 （1) 和 (2) 是同一点，那么定理1、即式 (3.8) 告诉 


< 2 ) 



图 3-12 如果 VXC 为芩，则绕 
—闭 合曲线 r 的环流等于零。 
从 （1) 至 （2),0 山沿 0 的线积 
分与沿6的线积分必相同 
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我们，该线积分等 于零： 

| 坏 • d * = 0. 

应用斯托克斯定理,我们可以得出 结论: 在任何曲面上 

J VX ( W).da = 0. 

但如果在任何曲面上的积分都等于零，则该被积函数必定为零。所以，总有 

VX (W) = 0. 

这个结果与我们在§ 2-7 中应用矢量代数证明过的结果相同。 

现在让我们考虑一种特殊情况，即 用一个 友曲面 S 来填满一个企回路 r , 如图 3-13 所 
示。实际上我们希望看看，当该回路缩小至一1、使得曲面的边缘消¥不见而成为一闭合曲 
面时，究竟会发生什么情况。现在，如果矢量 C 处处 
有限，则当我们缩小该回路时，绕 r 的线积分应该趋 
于零一该积分大体上正比于 r 的周长，而周长趋于 
零。按照斯托克斯定理， （ vxc )« m 面积分也必为零:。 

不知为什么，当我们把曲面关闭时，就会加进一些页献 
将以前那里存在的东西抵消掉。因而我们得到一个新 
的 定理： 

C).da = 0. (3.39) 

这看来很有意思，因为我们已经有一个关于矢 tt 
场曲面积分的定理。按照高斯定理，即式 （3. 18>,这样的面积分等于该矢 M 的散度的体积 
分。当应用于 VXC 上时，高斯定理 表明： 

( VXC).da = f V - ( VXC ) dV . (3.40) 

含論 ft •/曲 a 内錄织 

所以我们得出结论，第二个积分也应等于零，即 

V - ( VXC)dV = 0, (3.41) 

这对于任何矢量场 C 都正确。由于式 (3. 41) 对于任何体积都正确，所以在空间每一点该被 
积函数为零就必然正确。因此，我们就恒有 

▽ . ( VXC ) = 0, 

但这是§ 2-7 中我们曾从矢 fi 代数方面得到过的相同结果。现在我们开始来看看如何把每 
样东西配合起来。 




图 3-13 在趋向于一个闭合曲面的 
极限上，我们发现 （ vxa . 的面积分 
必为； 


§3-8 总 结 


让我们把所得到的关于矢量微积分的结果做个总结。这些结果，实际上是第2章和 
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第3章的 要点： 

i . 算符 a / dy , a 沒 z 可以认为是矢量算符 v 的三个分量，而把这一算符 


V = 


(h' fy' h) 


作为矢置处理后，从矢量代数所获得的那些公式都是正 确的。 

2. 标量场在两点的差值等于该标量梯度的切向分量沿连接 （1) 和 （2) 这两点间任意曲 
线的线 积分： 

, fr (2)-0( l ) = [ ，Z， V0 - ds. (3.42) 

in “ 

3. 任意矢量的法向分量在一个闭合曲面上的面积分等于该矢量的散度对该闭合曲面 
内体积的 积分： 

[ C- nda = f V - CdV. (3.43) 

J 闭合 _■ J_IE 内体枳 

4. 任意矢置的切向分 》 绕一闭合回路的线积分，等于该矢设旋度的法 向分* 对以该回 
路为边界的任意曲面的面积分，即 


C • ds = 


J a(> (VXC) - nda. 


(3.44) 





第 4 章静电学 


§4-1 静 电 


现在我们开始对电磁学理论做详细的研究。全部电磁学都包含在麦克斯韦方程组中。 
麦克斯韦方 程组： 


V • E = £-； 

^0 

(4.1) 

割=-营； 

(4.2) 

八 XB =竽+ 丄； 

ot (o 

(4.3) 

V • B = 0. 

(4.4) 


由这些方程所描述的情况可能十分复杂。我们将首先考虑那些相对简单的情况，以便 
在研究更复杂的问题以前，学会如何去处理这些简单情况。其中 M 容易处理的是任何事物 
都与时间无关一叫作搜态——的情况。所有电荷都永远固定在空间里，即使它们确实在 
运动，也只是作为电路中的恒定电流而运动（使得/>和_/都不随时间而 变）。 在这种情况下， 
麦克斯韦方程组中所有场对时间微商的项都等于零。这样，麦克斯韦方程组 变成： 

静电学 


静磁学 


▽ •£=上 ； 

(4.5) 

V X £ = 0. 

(4.6) 


(4.7) 

V • B = 0. 

(4.8) 


关于这四个方程组，你将会注意到一个有趣情节。这组方程可以分成两对，电场 E 仅 
出现在前两个方程中，而磁场 B 仅出现在后两个方程中， E 场和 B 场并不互相关联。这意 
味着，只要电荷和电流是静止的，则电和磁就是两个性质不同的现象。直到诸如电容器充电 
或移动磁铁引起电荷或电流的变化, E 与 B 的相关性仍不会显露出来。只有变化足够迅 
速，使得麦克斯韦方程组中那些时间微商变得显著时,£与 B 才会相互关联起来。 

现在，如果你注意那些静止情况的方程，你将会看到，从弄清楚关于矢量场的数学特性 
的观点来看，学习这两门称为静电学与静磁学的学科是理想的。因为静电学是矢量场具有 
零旋度和某一给定散度的一个极佳 例子； 而静磁学则是矢量场具有苓戢度和 某一绮 定旋度 
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的极佳例子。更规范的——而你可能认为是更满意的一表达电磁学理论的方法是先从静 
电学出发，于是学习有关散度方面的 知识； 稍后再处理静磁学和 旋度； 最后，才把电学和磁学 
结合起来。我们已决意从矢量运算的完整理论开始。现在就把这种理论应用于静电学的特 
殊情况，场 E 由第一 对方程给出。 

我们将从最简单的情况一即所有各电荷的位置都已被规定的情况一开始。要是只 
需学这种水平的静电学(就像下面两章中所做的那样），那生活将显得多么简单，事实上，几 
乎毫无价值。正如你将会看到的，一切事情都可以从库仑定律和某个积分得出。但事实并 
非如此，在许多实际的静电学问题中，开始时我们并不知道电荷在哪里，只知道它是按照物 
性所规定的方式来分布的。电荷所占据的位置取决于场 E , 而这个场反过来又取决于电荷 
的位 H 。 于是，事情可能变得很复杂。例如，如果把一个带电物体移近导体或绝缘体，导体 
或绝缘体中的电子和质子就会到处运动。式 (4. 5) 中的电荷密度 p ，有一部分可能是我们原 
先就已知的带上去的电荷，另外一部分则是那些在导体中到处运动的电荷所引起的。要是 
所有这些电荷都必须考虑进去的话，将会把人们引入到一些相当微妙而又有趣的问题中去。 
所以尽管这一章是关于静电学方面的，但它仍将不会包括这一课题中的那些更瑰丽而微妙 
的部分，而只是处理我们能够假定一切电荷位 H 均已知的那种 情况。 自然，你应当在试图处 
理其他问题之前就能对付这一情况。 


§4-2 库仑 定律； 叠加原理 

把式 (4. 5) 和 (4. 6) 作为我们的起点，照理应该是合乎逻辑的。然而，如从另外的某处出 
发再回到这些方程式上来,将会容易一些，而所得的结果是相同的。我们就从已谈及的那个 
被称为库仑定律的定 律右手 ，它表明在两静止不动的电荷间有一个与这两个电荷之积成正 
比而与它们之间距离的平方成反比的力，这个力沿笤从一电荷至另一电荷的直线。 

库仑定律 



F , 是作用 f 电荷<?,上 的力; 〜是从奶至 <?■ 的方向上的单位矢置；而~则是与奶间的 
距离。作用于 <7 2 上的 力心与 而方向相反。 

基于历史原因，比例常数写成 l /4 ir <。。 在我们采用的单位制——米 • 千克 • 秒 （ mkg S > 
制一中，它被定义为精确地等于10 7 乘光速平方。光速近似地等于 3 x 101 ms 、因此这 
个常数近似地为9 X 10 9 ,而其单位则可证明为 Nm J C ! ，或者是 VintT 1 。 

+ = 10 7 C 2( 根据 定义〉 

4 7W 0 

= 9.0 X 10 S ( 通过实验）. (4.10) 

单位: Nm z C 2 或 VmC 

当存在两个以上的电荷时一唯一真正有意义的时候——我们就必须用自然界的另一 
事实来补充库仑定律。这个事实是 ：作用 于任一电荷上的力等于其他每一电荷对它所施库 
仑力的矢量和。这个事实叫做“叠加原理”。这就是静电学所包含的全部内容了。如果把库 
仑定律和叠加原理结合起来，就不再有别的东西了。式 (4. 5>和 （4. —静电学方程一 
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正好包含这些。 

应用库仑定律能很方便地引进电场的概念。我们说，场£(1)是作用于上单位电 
f 的力（由所有其他电荷所 施）。 对于除奶外存在另一个电荷的情况，我们对式 （HTi 
以，便得 

£(1) = T 1 - (4.11) 

4ir< 0 n 2 

此外我们还认为，即使仍不存在,£(1)仍描述了有关点 （1) 的某些情况——假设所有其他电 
荷都保持其原有位置。我 们讲: E ( l ) 是点 (1) 处的电场。 

电场£是一个矢量，因而式 (4.11) 实际指的是三个方程式一对于每一分量就是一个 
方程。把其中的 x 分量清楚地写出时，式 (4.11) 便意味着 

EAx , y . z ) = -^- r . - . Jl ~^, , ,- rriT «. (4.12) 

4jro [(x, — x 2 )* + (y, —y 2 ) + (z, — z z r ] 3n 

其他分量均与此相仿。 

如果有许多电荷，则在任意一点（1>处的场£就是其他每个电荷的贡献之和。这个总 
和中的每一项，看来都像式 (4. 11) 或 (4. 12)。令 9 , 为第 j 个电荷的大小，而 r ,, 为从 t 至点 
(1) 的位移，则可以写出 

= “. 13) 

当然，该式意味若 

EAx ， ”) = ?忐 [{XI - Xt y + ^~^ 1 ( ZI - Zi yy ^ “ •⑷ 

等等。 

不把电荷看作像电子和质子那样的组成单元，而把它们想象成是铺展开的连续涂片或 
连续“分布”，往往会很方便。只要不去关注在尺度过小的范围内所发生的事情，这是可行 
的。这样，我们便可通过“电荷密度 ”〆 H z ) 来描述电荷分布。如果在点 （2) 处一个小体 
积 AV 2 内含有电最 △仍 .则^便由下式定义 

Ag 2 =^>(2)AV 2 . (4.15) 

为了将这种描述方法用到库仑定律上去，我们将式 (4. 13)、 （4.14) 中的那些求和，用对 
包含电荷的全部体积的积分来代替。这样就得到 

E(l) = ji-J P^y dV \ (4.16) 

全*空闹 rf 2 

有些人却喜欢写成 

式中*~ 12 是从 (2) 至 （1) 的位 移矢置 ，如图 4-1 所示。因此，对于 E 的积分就可以写成 

E(l> = j^f p(2)r 3 l2dV； . (4.17) 

全*空《 rj 2 
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当我们要用这个积分进行具体计算时，通常还得详尽地把它写明白，对于式 (4. 16) 或 (4. 17) 
的 x 分量，该写成 


EAxi , yi, zi) 


(£i — Xt ) p(,xt , y It z ； )tLc ； dy i dz ； 
4Be»i4jt(o[(j：i — ^) z + (>i —> 2 )* + (*i — *2>*] S/J 


(4.18) 



0 H 4-1 分布电荷在点 （1) 处产生的电场 
£，可由对该分布的积分求得。点（1>也 
可以落在该分布区域之内 


这个公式我们不会常用。之所以把它写在这 
里,只是为了强调，电荷位罝都已知的所有静电学问 
题,我们已完全解决了。给定了电荷，场怎么样呢？ 
算出这一积分。因此，对于这一课题便再没有 
E 可说了，那只是一个复杂的三维积分工作一 
严格说来，是一项计算机的工作！ 

借助这些积分，我们就能够求出各种电荷产生 
的场: 面电荷、线电荷、球面电荷或任何特殊分布的 
电荷。重要的是要 知道： 当我们画场线、谈论电势或 
计算散度时，我们所有的答案都已在这里了。不过 
问题在于，有时某些聪明的猜测工作，比直接计算这 
个积分还要容易。这种猜测工作要求人们学习各种 


奇妙的东西。实践中，比较容易做的也许还是忘记追求聪明、总是直接而不是灵巧地把那些 


积分算出来。然而，我们打算尝试做得巧妙点。下面将继续讨论有关电场的某些其他特点。 


§4-3 电 势 

首先,我们讲讲电势的概念，它与电荷从一点移至另一点所做的功有关。设有某种电荷 
分布，产生了一电场。我们 要问： 如把一个小电荷从一处移至另一处需做多少功？沿某一路 
径移动电荷反坑电力所做的功，等于这电力在运动方向分 S 的角值沿该路径的积分。如果 
我们把一电荷从点 a 移至点<>,则 

w =-JV . ds , 

式中 F 是在每 一点& 电荷上的电力，而 ds 则是沿路径的微分位移矢 M (见图4-2>。 

对于我们来说移动一个单位电荷所做的功会更有意义。因此，作用于电荷上的力 
在数值上就等于电场。在这种情况下反抗电力所做的功称为 W (单位电荷我们写为 

W (单位电荷） =— J " 6 £ . ds . (4. 19) 

一般地说，用这类积分所得的结果与所取的路径有 
关。但是,假如式 (4. 19) 的积分与从《^至6的路径 
有关的话，那我们就可通过把电荷沿一条路径从 a 
移至6、然后又沿另一条路径返回到 a 而从场中获 
得功。这样,可以沿 W 较小的那条路线达到6,而 
沿另一条路线返囘来，这样我们所得到的功就会大 



-条路径 


另一条路径 


图 4-2 把电荷从《»移至6所做的功，等 
于 F • di 沿所取路径进行积分的负值 
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于所付出的功。 

原则上说，从场中得到能量并不是不可能的。事实上，我们将遇到有这种可能的场。有 
可能当你移动电荷时，你就对这部“机器”的另一部分施加了力。若这部机器抵抗此力而运 
动，则它会损失能量，从而保持世界上的总能置不变。然而，对于静电学来说,并没有这样一 
种“机器”存在，我们对反作用于场源上的力也很清楚，它们是作该场的那些电荷上 
的库仑力。如果其他电荷都固定在其位置上——这是静电学中我们所做的唯一假设——这 
些反作用力就不能对它们做功，因而无法从它们那里获得能量一当然，这是以能量守恒原 
理对静电学的情况有效为条件的。我们相信它是有效的，请让我们证明，从力的库仑定律必 
然可以得出它来。 

首先,考虑在一个起源于单个电荷9的场中所发生的情况。令点 a 与电荷 9 间的距离 
为而点6与</的距离为现在选择另一个大小为1个单位、称为“试验”电荷的电荷， 
从^移至6,我们开始用最简易的可能路径来计算。使试验电荷最初沿一圆弧、然后再沿某 
—半径移动，如图 4-3( a ) 所示。求在这一条特殊路径所做之功，和小孩玩游戏一样简单（否 
则我们就不会选择这条路线了）。首先，在从 a 至 ，的路 径上根本没有做功。场是沿径向 
的（根据库仑定律），因而它与移动的方向成直角。其次，在从 a '至6的路径上，场与移动方 
向相同，大小随 1/ r 2 变化。于是.把试验电荷从 a 移至 A 所做之功应为 

• d * = ~urS.$ 

=-* (士-士). （ 4 . 2 °) 


现在，再让我们取另一条简易路径。例如，取图 4-3( b ) 所示的那条路径。它一会儿沿一 


圆弧，一会儿沿某一半径，然后又沿一圆弧，又沿一半径，等等。每次当我们沿圆周部分移动 


时,并没有做功。而当沿径向部分移动时,就只需 
对1/ 〆 积分。沿第一径向线段,我们从 G 积至 rv , 
然后沿第二径向线段，又从~积至/ V ,如此等等。 
所有这些积分之和与直接从 G 至的单一积分 
相同。对于这一路径所得答案与上面对第一条路 
径所得的一样。很清楚，对于任一条由任意数目 
的同种线段构成的路径，我们将会得出相同答案。 

若是一条光滑路径又将如何呢？会得出相 
同的答案来吗？在第1卷第13章中，我们就曾 
经讨论过这一点。应用与那里所用的相同论据， 
可以得出结 论:把 一单位电荷从 a 移至6所做的 
功应与所经历的路径无关，即 





由于该功只与端点有关，所以它就可以表示 
为两个数值之差。我们可按下述办法看到这一 


图 4-3 把一试验电荷从移至6时，无论沿 
哪一条路径所做的功都相等 
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点。试选定一参考点 P 。 ，并约定用一条总会经过 P 。 点的路径来计算我们的积分。令 siU ) 
代表丛 P 。 至点 <2反抗场力所做的功,并令彡 ( ft ) 为丛 P 。 至点 6 所做的功（图 4 - 4 )。这样，从 



图 4-4 沿任意路径从《至6所做的功，等 
于从某点 P » 至 o 的功的负值加上从 P 。 点 


至6的功 


^点(在去6的路上）至 P 。 点所做的功就会等于 
5 KM 的负值，所以我们有 

—J E • ds = ^(6) — j>(a). (4.21) 

由于所涉及的仅是函数彡在两点之差，所以 
我们实在没有必要去规定 P 。 的位置。然而，一 
旦我们选定了某个参考点，则就已确定了空间 g 
一点的一个数目炎。于是，纟就是一个标 II 场 ， i 
是 x , ： y , 2 的函数。我们称这标量函数为在任 


—点的脖电势。 
静电势 




(4.22) 


为了方便，我们常把参考点选在无限远。于是，对于位于原点的单个电荷来说,应用式 
(4. 20), 任意点(: r , y , z ) 处的势♦为 


Hx, y, z) = -y. (4. 23) 

若干个电荷所产生的电场，可写为第一个、第二个、第三个等等电荷所产生的电场之和。 
当对和进行积分以求电势时，我们便得到一些积分之和。其中每个积分就是一个电荷所产 
生的势的负值。我们断定,许多电荷所产生的势4等于所有各个电荷所产生的势之和。这 
也就是 势的* 加原理，应用过去求一群电荷或分布电荷的电场的相同论据，就可得出称为点 
(1) 处电势的完整 公式： 

(4.24) 

^(D = ^-J (4.25) 

4tt€o J 全空《 r n 

记住势 # 的物理意 义：它 是单位电荷在空间从某个参考点被移至指定点时所具有 
的势能。 


§ 4-4 E =— ▽彡 

谁在乎 >呢？因为作用于电荷上的力都是由电场 E 提供的。关键在于， E 可以容易地 
由多求得——事实上，这如同取微商那样容易。试考虑两个点，一点在 z 处，另一点在 (.X + 
处，而这两点处于相同的 ; y * Z 。 试问把一单位电荷从一点移至另一点时做了多少功？ 
该路径是沿 J :至 : r + Ax 的一条水平线，所做之功等于这两点的电势 之差： 

AW — /(x + Ax, y, z) —4>(x, y, z) = |^Ax. 
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而对相同路径抵抗电场力所做的功为 

=— Je • ds =— 

可见 

E x =- 1^. (4.26) 

同理， E , =- di >/3 y , E , =-3^/3 z a 或者，用矢量分析的符号把它们综合起来，则 

E =- V ^ (4.27) 

这个方程是式 （4. 22) 的微分形式。任何具有确定电荷的问题，都可以通过式 （4. 24> 或 
(4. 25) 算出电势,再用式 (4. 27>求场加以解决。式 (4. 27) 与我们从矢量微积分学所求得的 
式子相符，即对于任一标置场多， 

J V ^ • ds = ^(6) — ^( a ). (4. 28) 

根据式 (4. 25) ,标量势#由一个三维积分给出，它同我们以往对 E 的积分相似。算多是 
否比算 E 有优点呢？有的！对于4来说，只用到一个积分，而对于£则有三个积分一因 
为它是一个矢置。而且，对1斤的积分往往比对 x / r 3 的积分稍微方便。在许多实际情况 
中，先算出 A 然后取其梯度以求得电场，比计算 E 的三个积分较为容易。当然这仅仅是 
个实际尚题。 

多这个势还有更深刻的物理意义。我们已经证明，当0由式 (4. 22) 给出时，库仑力中的 
E 可以由 E V # 获得。但如果£等于一个标置场的梯度，那么，我们从矢 ft 运算知道 E 
的旋度必定等 于零： 

V X E = 0. (4.29) 

这恰好就是静电学中第二个基本方程，即式 (4. 6)。我们已经证明，由库仑定律会给出一个 
满足该条件的£场。到目前为止，事事都很顺利。 

我们在定义电势之前，实际上已经证明 VX £ = 0。我们曾经指出，绕一闭合路径所做 
的功为零。这就是说，对于任何路径, 

• di = 0. 

在第3$中，我们曾见到对任何这类场， VX £ 必定处处为零。静电学中的电场是无旋场的 
—个例子。 

你可以用另一种方法——对于由式 （4. 11) 所给出的点电荷的场，计算 VXE 的分 
量一证明 VXE 等于零，借以练习你们的矢量运算。如果你得到零，则 叠加 原理告诉说， 

对于任何电荷分布的场，其旋度你也会得到零。 

应当指出一个重要事 实:对 于任何择向力，做的功与路径无关，因而存在着势。如果你 
想到这一点，上面为证明功的积分与路径无关的全部论据，仅有赖于来自单个电荷的力是径 

向和球对称的这个事实。它并不取决于与距离的关系为+的事实一很可能存在与 r 的 
任何依赖关系。势的存在以及 E 的旋度等于零的事实，实际上只是由于静电力具有方向及 
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对称性的缘故。基于此，式 (4. 28) 或式 (4. 29) 只可能包含了电学规律的一部分。 

§4-5 £： 的通量 

我们现在要来导出一个场方程式，它明确而又直接地与力的平方反比规律这个事实有 
关。场随距离的平方反比地变化，这对于某些人来说，似乎是“理所当然的”，因为“那是事情 
扩展的途径”。试考虑一个光源及正从它发射出的 光:通 过一个顶端位于源处的锥体所割出 
的面的光量,不管这个面所在处的半径大小如何，处处相等。只要光能守恒，这就是必然的。 
单位面积的光量——光强——必然与锥体所割出的面积成反比地变化，也就是与光源的距 
离的平方成反比。由于同样的理由，电场肯定会与距离的平方反比地变化！可是，这里并没 
有“同样的理由”这种东西。没有人能够讲，电场就像光那样，是某种守恒的东西流动的鼠 
度。假如有一个电场“模型”，其中电场矢置代表流或某种飞出去的小“子弹”的运动方向和 
速率，而旦如果模型要求这些子弹守恒，即一旦被射出去就没有一颗子弹会丢失，那么也许 
我们能够“看到”该平方反比定律是必需的。另一方面，要求有某种能够表达这一物理概念 
的数学方式。假如电场像发射出去的守恒的子弹，那么它就将随距离的平方成反比地变化, 
而我们也将可能用一个方程一那纯粹是一种数学形式——来描写那种行为了。现在不妨 
想想这个方法，只要我们不说电场是由子弹构成的，但要认识到，我们是在用一个模型协助 
求得正确的数学答案。 

甚至假定，我们想象一下电场确实代表某种守恒东西的流一在除了电荷所在处外的 
—切地方（电场总得从某处开始产生！）。我们设想，不管什么东西，都是从电荷流出进入周 
围空间的。如果 E 就是这种流的矢 *( 正如热流中的 A 〉， 那么在点源附近它将 有一个 1 〆 
的依赖关系。现在,我们要用这个模型找出如何用一种更深刻或更抽象的办法来陈述这一 
平方反比定律，而不仅仅是说“平方反比”(你也许觉得奇怪，我们为什么要避免对这么一个 
简单定律的直接陈述，而要用另一种方式隐蔽地暗示同样的事情。但请忍耐一点！它将会 
证明确实很有用）。 

我们要问 ：从点 电荷附近的任一个闭合曲面出来的流”是什么？首先，让我们取一 
个简易闭合面——如图 4-5 所示的一个。如果 E 场像流，则从这一个箱子里出来的净流 
应该等于零。只要从这一个面跑出去的所谓“流量”指的是 E 的法向分量的面积分一 
即£的通最，则我们就得到上述结果。在那些侧向面上，法向分量为零。而在那些球 
面上，法向分量£：„恰好就是£的大小——对于那个较小的面为负，而对于那个较大的 
面 为正。 E 的大小随 1/ r 2 而减少，但表面积却正比于 r 2 , 因而两者之积就与 r 无关了。 
进入 a 面的 E 的通量恰好被跑出6面的那个通量所抵消。从 S 出来的总流量为零，也 
就是说，对于这个曲面， 

[0 = 0. (4.30) 

其次,我们将证明两个端面可以相对于径线倾斜而不会改变该积分式 (4. 30)。尽管这 
是普遍正确的，但对于我们的目的来说，却只需证明当两个端面很小，以致它们对着来自源 
心的一个小角——实际上是一个无限小角一时，它是对的就行了。在图 4-6 中，我们画出 
了一个其“侧面”为径向而其“端面”傾斜着的曲面 S 。 在这图中的端面不小，但你仍想象端 
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点电荷 


图 4- S 从曲面 S 出来的£:的通置为芩 



点电荷 

田 4-6 从曲面 S 出来的£:的通最为零 


面非常小的情况。因此，在面上场 E 将足够均匀，以致我们可以只用它在曲面中心处的值。 
当我们把该面倾斜一个角度0时，它的面积会增大一个因子 1/ cos 心但 E 垂直于该面的分 
量 E„ 则减少一个因子 cos 乘积 E „ Aa 保持不变。 

这样，从整个曲面 S 出来的通置仍为零。 

到此不难看出，从任何曲面 S 包围着的体积中 
出来的通量必为零。任何一个体积都可认为是由 
如图 4-6 所示的单元构成的。整个体积的表面完 
全可分割成一对一对的端面，而由于进出这些端面 
的通量成对地互相抵消，所以从整个曲面 S 出来的 
总通置就等于零。这个意思由图 4-7 说明。这样， 

我们就有了一个普适的结果。那就是，在一个点电 
荷的场中，从任何闭合曲面 S 出来的通量均为零。 

可是要上述证明只是在曲面 S 不包围 
电荷时做出的。假如有一个点电荷位于该曲面之 
那将会怎样呢？我们仍可将该曲面分割成由通 



图 4-7 任一个体积都可想象成完全由无 
限多个削去两头的锥体构成。从每一锥 
体断面一端的 E 的通最与从另一端的通 
量相等而相反。因此，从曲面 S 出来的总 
通最就是零 
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过电荷9的各径向线所围成的各成对面积，如图 4-8 所示。通过这两个面的通量仍旧相 
等一用与上面同样的论证——只是现在这两个通量有了相同的符号，因此从包围一个电 
荷的曲面出来的通量并$等于零。那么，它等于什么呢？ 用一点小小技它求出 

来。假想一个完全在原 i 曲面 S 之内的小曲面 S ' 包围该电荷，如图 4-9 所示。这样，就将 
此电荷从“内部”“移出”，从而在由 S 和 S ' 两个曲面之间所包围的体积内就没有电荷了。应 
用与上面所给出的相同的论证，从这一个体积出来通置（包括通过 S ' 的）就是零。这些 
论证实际上告诉我们，通过 S ' 面而进入该体积的通量与通过 S 面跑出去的通量彼此相等。 




由于我们可以任意选取任何形状的 S ' 面,所以就让我们 
使它成为一个以该电荷为中心的、如图 4-10 所示的那种球 
面吧。这样，便可以很容易地算出通过这个面的通《。如果 
该小球面的半径为 r , 则在球面上的£值处处都是 



其方向始终垂直于球面。如果把 E 的法向分 ft 乘以该面面 
积，则可以求出通过 S ' 面的总通置： 

通过 S ' 面的通量=(士芳 )(47^) = (4.31) 


面出来的通置也为9入》— 
可以把此结论 写为: 


这是一个与球面半径无关的数值！因此，我们知道 ：通过 S 
个与 S 的形状无关的值，条件是电荷<?必须处在该面之内。 


f 0, 9在 S 之外； 

估， 9 在5之内. 


(4.32) 


让我们回到“子弹”的比拟上来，并看看它是否有意义。上述定理说 明：如 果闭合曲面内 
没有那支发射子弹的枪，则穿过该面的净子弹流 为零； 但若枪已包围在曲面之内，则无论该 
面的大小及形状如何，穿出去的子弹数目相同一它由枪的子弹产生率给出。对于守恒的 
子弹来说，所有这一切似乎很合理。这个模型告诉我们的东西，是否比仅仅由式 (4. 32) 得到 
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的东西要多呢？迄今还没有谁能成功地使这些“子弹”除了产生这一定律以外，还能完成其他 
任务。此后，它们就只会产生错误。这就是今天我们宁愿完全抽象地去表达电磁场的原因。 


§4-6 高斯 定理； E 的散度 


我们的优美结果一式 (4. 32), 是为单个点电荷而证明的。现在，假设存在两个电荷，电 
荷位于一点,而电荷 ft 位于另一点,问题看来比较困难。为了求得通量，我们要对电场的法 
向分置取积分，而这电场是由两个电荷产生。这就是说，如果 E , 代表由<?,单独产生的电场， 
而艮代表由仍单独产生的电场，则总电场为 E = E ,+£:。 通过任一闭合曲面 S 的通量为 


J s (E,,, + E t „)da = j^Euda + J s £ 2 „da. 


(4.33) 


两个电荷存在时的通 tt , 等于单个电荷的通置加上另一个电荷的通置。如果两个电荷都在 
S 面之外，则通过 S 面的通 ft 为零。如果9,在 S 面内而在 S 面外，则第一个积分为 9 ,/ <0 , 
而第二个积分为容。如果两电荷都包围在曲面内，则每一电荷都将做出自己的贡献，因而通 


tt 为（仍 +<? 2 ) A 。。 普遍的法则显然是，从一个闭合曲面出来的总通 M 等于在该曲面@的总 


电荷除以<。。 

我们的结果是静电场一条重要而普遍定律，称为高斯定律。 
高斯 定律： 


E da= 曲面内电荷的总和 


(4.34) 


或 

式中 


W E . nda= ^， 



(4.35) 

(4.36) 


如果我们用电荷密度 P 来描述电荷的位置，则可认为每个无限小体积 dV 内含有“点”电荷 
/ kIV 。 这样，对所有电荷的和，就是积分 


Q 内 


从上述的推导可以看出，高斯定律乃起因于库仑力中的幂指数精确地等于2这个事实。 
+或任何的 1/ r " 的场，不可能给出高斯定律。因此，高斯定律只不过是用一种不同形 

式来表述两电荷间力的库仑定律而已。事实上，如果倒过来，你将会从高斯定律导出库仑定 
律。这两定律完全等价，只要我们记住电荷之间的作用力是径向的。 

现在，我们想用微商来写出高斯定律。为此,把高斯定律应用于一个无限小的立方体表 
面。在第3章中，我们曾经证明过，从这样一个立方体表面出来的 E 的通最仍等于 ▽ • E 乘 
以该立方的体积 dV 。 按照 p 的定义，在 dV 内的电荷等于 pdV , 所以高斯定律给出 
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或 


V - E 6 V =化， 

^0 

V • E = -2-. (4. 38) 

(0 


高斯定律的这个微分形式,是静电学的四个基本场方程式中的第一个，即式 (4. 5)。现在我 
们已经证明，静电学的两个方程式 (4. 5) 和 (4. 6) 与库仑定律等价。下面将要讨论应用高斯 
定律的一个例子（以后我们将碰到更多的例子）。 


§4-7 带电球体的场 


过去我们学习引力吸引理论时，遇到的困难问题之一就是要 证明： 一个实心球体物体所 
产生的力，与所有物质都集中在其中心或位于球面所产生的力是相同的。牛顿经过了许多 
年都没有把他的引力理论公诸于世，就是因为他当时还不敢肯定这个定理是正确的。我们 
在第1卷第13章中，曾经通过算出关于势的积分，然后利用梯度求得引力来证明这个定理。 
现在，我们能够用最简单的方式来证明它，只是这次将证明关于一个均匀带电球体的相应定 
理（由于静电学定律与引力定律相同，所以同样的证法也可用于引力场）。 

我们要问,在一个充满均匀分布电荷的球体外 
面任一点 P 处的电场£是什么？既然不存在“特 
殊”的方向，我们便可以假定 E 处处都是从球心向 
外。考虑一个与该带电球体同心的、并通过 P 点的 
球面（图4-11)。对于这个面，向外通贵为 

^E„da = E • 4nJ? 2 . 

高斯定律告诉我们，这一通量等于该带电球体的总 
电荷 Q (除以^): 


或 

E = i#- ( 4 . 39 ) 

这与一个点电荷 Q 的公式相同。我们比求积分更容易地证明了牛顿的问题。当然，这种容易 
是不真实的一由于你已花了某些时间才能理解高斯定律，所以你也可以认为实际上没有节 
省时间。但是当你越来越多地应用这一定理以后，便会开始有所收获。这是一个效率问题。 

§4-8 场线； 等势面 

现在，我们想要给出静电场的一种几何描述。静电学的两定律，一个为通量正比于内部 
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电荷,另一个表明电场是势的梯度，它们也可以用几何方法来表示。下面用两个例子来说明。 

首先，我们取一个点电荷的场为例。在场方向画线——总是与场相切的线，如图 4-12 
所示。这些线称为场线，它们处处指明电矢置的方向。但我们还希望表达出该矢量的大小。 

为此，我们可以制定这样的规 则：电 场强度将由场线的“密度”表示。所谓场线的密度，是指 
通过与该线垂直的单位面积的线的数目。应用这两条规则就可以得出一幅电场图像。对于 
一个点电荷来说，场线的密度必须按1 〆 减少。但在任何半径 r 处与线垂直的球面面积却 
会随^而增大，所以如果对于离电荷的一切距离处我们都保持线的数目相同，则密享将保 
持与场的大小成正比。只要我们坚持所画出来的线是连缘的——即线已从出， 

它就永远不会停止，那么，我们就能保证在每个距离处^数目都相同。依赖场线，高斯定 
律说，这些线只应从正电荷出发而终止于负电荷。离开电荷的线的数目一定等于 9/ t 。。 



*4-12 一个正点电荷的场线和等势面 

现在,对于势多来说，我们也能找到一个相似的几何图像。表达势最方便的方法是画出 
多为常数的那些面。这种面称为等势面——势相等的面。那么，等势面与场线间的几何关 
系又是如何呢？电场是势的梯度。梯度是在势变化最迅速的那个方向，所以它垂直于等势 
面。假如 E 并不垂直于这种面,那么它会有一个沿面分量。此时，势会在面上发生变化，于 
是该面就不会是等势的了。因此，等势面必然会处处与电场线成直角。 

对于一个孤立的点电荷来说，等势面是以该电荷为中心的球面。我们已在图 4-12 中显 
示出这些球面与一个通过该电荷的平面的交线。 

作为第二个例子,我们考虑在两个大小相等而符号相反的电荷附近的场。要获得这个 
场挺容易。总场由该两电荷各自的场叠加而成。因此，我们可以取两幅如 4-12 那样的图并 
把它们叠加起来——不可能！这样我们会有彼此相交的场线，而这是不可能的，因为 E 不能 
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在同一点上有两个方向。场线图的缺点现在就显而易见了。根据几何论证不可能用十分简单 
的方法去分析那些新场线的去向。从两个独立图像我们不能获得一个综合的图像。叠加原理 
固然是关于静电场的一个简单而又深刻的原则,但在场线的图像方面，还没有一个容易的表达 
方式。 


S 


关于单位的备忘录 

i 

me 

F 

N 

iAo-fu/ct 

Nm 2 C _ 2 

Q 

C 

E-F/Q 

NC _, 

L 

m 

*-W/Q 

JC -1 =V 

W 

J 

E 〜 ./L 

Vm-' 

P-Q/V 

Cm * 1 

\/u,^EL z /Q 

VmC ' 1 


然而，场线图形毕竟有它的用途，所以对于一对相等（而相反的）电荷我们也许仍乐于去 
画出其图像来。若我们由式 (4. 13) 算出场，又由式 (4. 24) 算出势，那么，便可描绘出场线和 
等势面。图 4-13 显示这个结果。但我们得先在数学上解决这个问题！ 


第 5 章高斯定律的应用 


§5-1 静电学就是高斯定律加…… 

静电学有两个定律:从某一体积出来的通置正比于其中的电荷——高斯 定律； 电场的环 
流等于零—— E 是一种梯度。所有静电学的预言都可以从这两个定律推出。但这些事情从 
数学上来说是一 回事； 而熟练地、巧妙地应用这些定律，却是另一回事。在本章中，我们将完 
成若干项可以直接由高斯定律进行的计算。我们将证明一些定理，并描述一些效应,特别是 
在导体中，这些可以很容易从高斯定律得到理解。高斯定律本身不能对任何一个问题提供 
答案，因为还有另一条定律必须遵守。因此，当我们应用高斯定律解决某些特定问题时，还 
得对它加点东西。例如，将必须假定场看来会怎样的某些槪念一基于诸如对称性的论据。 
不然的话,我们可能就不得不明确地引入场是势的梯度这么一个概念了。 

§5-2 静电场中的平衡 


首先，考虑下述问 题：一 个处于其他电荷的电场中的点电荷何时才能处于稳定的力学平 
衡状态呢？作为一个例子，试设想在一水平面 上有一 个等边三角形，在每个角上各放罝一负 
电荷。一个 a 于该三角形中心处的正电荷是否会保持在那里（如果暂时略去重力，问题就会 
简单些，尽管把它包括进去也不会改变所得结果）？作用于该正电荷上的力为零，但这个平 
衡稳定吗？要是稍微移动一下电荷,它会回到平衡位罝上来吗？答案是否定的。 

在任何静电场中都不佘有稳定的平衡点—除非这一点恰好叠在一个电荷上。应用 
高斯定容易看出其 ii 7 首先，要使电荷在任一特定点上处于平衡，场就必须等 
于零。其次，如果平衡是一稳定平衡，则还要求若把电荷沿任一方向移离 p 。 点，便应有 
一个与位移反向的恢复力。在一切邻近点的电场都必须指向内—即指向 p 。 点。但如 
果在 p 。 点没有电荷存在，那就¥5反高斯定律，这点我们可以很容易看出来。 

考虑一个包围着 P 。 点的小想象面，如图 5-1 所示。若在 P 。 点 
附近的电场处处都指向它，则对场的法向分量的面积分就肯定不会 d 、、 

等于零。在上图所示的情况中，通过该面的通童必然是一负值。但 / ^ 

高斯定律说明，通过任何曲面的电场通最正比于在该面内的总电 

. v 的想象面 

荷。如果 在&点 处没有电荷,则我们想象出来的场便违反了高斯 、、、】_ 一、 


定律。在一个空的空间里,在那里的某一点不存在一些负电荷，使 
位于该点的一个正电荷处于平衡是不可能的。如果一个正电荷 
处于某一分布的负电荷中间，则它可以达到平衡。当然，那些负 
电荷的分布就必须由电力以外的力们固定在适当的位置上！ 


图 S-1 如 P。 对于一个正 
电荷来说是一个稳定平衡 
点，那么在其附近每一处的 
电场就都应指向 P。 点 
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对于一个点电荷我们得到了上述结果。这同一结论是否也适用于被固定——比如用棍 
子来固定一在相对位置上分布复杂的电荷呢？我们考虑关于固定在一条棍子上的两个相 
等电荷的问题。这个组合在某个静电场中能否处于平衡呢？答案再次是否定的。因为作用 
于棍子上的甚力不可能对于每一方向上的位移都具有恢复作用。 

设作用¥棍子上任意位置的总力为 F ——因此， F 就是一个矢量场。根据上面所用的 
论据，我们 断定: 在一个稳定平衡的位置上， F 的散度必定是一个负值。但作用于棍子上的 
总力则等于第一个电荷乘以在其位置上的电场,加上第二个电荷乘以在其位置上的 电场： 

F = q,E, +q t E z . ( 5 . 1 ) 

F 之散度为 ^' = 9 l (▽• E ,)+ (72 (▽• E 2 )• 

倘若9, 和 ft 两电荷中每一个都处在自由空间里，则 ▽ • £,和 ▽ ■ 佐均等于零，因而 ▽ • F 也 
就等于零一不是负值，而负值是对于平衡所要求的。可以看到，这论证的引申 表明: 在自由 
空间的静电场中，由任意数目电荷的刚性组合都不可能有一个稳定的平衡位 M 。 

我们至今没有证明，即使有一些支点或其他机械约束，平衡仍然是不可能的。作为一个 
例子，考虑一根空心管，其中有一电荷可以自由往复运动，但却不能向旁移动。现在,不难设 
计出这么一个电 场:在 管两端处场都指向内，而容许在管中心附近场可以从管侧面指向外。 
我们只要将正电荷置于管的两端，如图 5-2 所示。眼下虽然 E 的散度仍等于零，但可能有 
一个平衡点。当然，假如不是由于从管壁所加的“非电”力，则该电荷对于侧向运动来说还是 
不会处于稳定平衡的。 



§5-3 有导体时的平衡 

在固定电荷系统所产生的场中不存在稳定点。那么，对于带电导体的系统会怎样呢？ 
由各带电导体组成的系统，能否产生 对于一 个点电荷来说会有稳定平衡点的那种场呢（当 
然,我们所指的不是在导体上的点)？你知道，导体具有其中电荷能够自由活动的那种性质。 
也许当该点电荷稍微移动一下时，导体上其他的电荷就会以一种将给予该点电荷一恢复力 
的方式移动？答案仍然是否定的一尽管刚才所给出的那种证法仍未对此有所证明。在这 
种情况下证明比较困难，我们将仅仅指出证明的方法。 

首先，我们注 意到： 当电荷在导体上重新分布时，只有在电荷的运动会减少其总势能的 
情况下才能进行（当电荷在导体中移动时，有些能量损失于发热）。现在我们已经证明 了：如 
果那些产生场的电荷都是固定不动的，则在场中任一个零点 Po 附近，就会有某一方向，沿 
该方向要把一个点电荷移^ X 会降低系统的能量（因为力从 Po 指向外)。导体上任何 
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电荷的调整都只能更多地降低势能，从而（按照虚功原理）它们的运动就只能在离开 n 点 
的特定方向上增大该力，而不是相反。 

我们的结论并非意味着，不可能用电力来平衡一个电荷。只要人们愿意采取适当措施， 

控制那些支承电荷的位置或大小，那便是可能的。你知道，竖立在引力场中的一根棍子是不 
会稳定的，但这并未证明它就不能在手指尖上达到平衡。同理,一个电荷可能会被一些电场 
固定在一点上，只要那些场是^的。但电荷决不会为一个被动的——也即是静止不动 
的——系统所固定。 


§5-4 原子的稳定性 


如果电荷不能够稳定地保持在它们的位 H 上，那么把物质想象成由受静电学定律支配 
的静止 g 电荷（电子和质子)所构成，肯定是不合适的。诸如这样的静止组态不可能存在，它 
是会坍塌的！ 

有人曾经建议过，原子的正电荷可以均匀地分布在一个球体中，而负电荷（各电子）则可 
静止地处于该正电荷之中，如图 5-3 所示。这是第一个原子模型，由汤姆孙所倡议。但卢瑟 
福却从盖革和马斯登的实验中得出结论 :正电 荷是很集中的，集中于他所称之为核的地方。 
汤姆孙的静止模型就不得不放弃了。于是卢瑟福和玻尔建议平衡可能是动力学的，电子在 
轨道上环行,就像图 5-4 所示的那种情况。通过轨道运动，电子将避免跌落到核里去。对于 
这样一种图像我们已知道至少有一点困难。电子这样运动就会有加速度（由于圆周运动）， 
从而会辐射能 S 。 它们将丧失待在轨道上所需要的动能，从而会螺旋式地趋向核，再度出现 
不稳定！ 




原子的稳定性现在可由 a 子力学给予解释。静电力把电子尽可能拉近核，但电子却被 
迫持续在空间中扩展一定距离，那是由不确定性原理规定的。假如它被禁锢在一个太小的 
空间里，它便有一个大的动 址不确 定性。但这意味着它会拥有高的期待能量一将被用来 
摆脱电的引力的影响，净结果是与汤姆孙想法没有太大差别的电的平衡——只是现在扩展 
开来的是 g 电荷（因为电子质量比质子质 置小得 多）。 


§5-5 线电荷的场 


高斯定律可以用来解决许多其中包括某种特殊对称性一通常是球形、圆柱形或平 



58 I 费恩曼物理学讲义（第 2 卷> 

面形的对称性一的静电场问题。在本章的剩下部分，我们将用高斯定律来处理几个这 
样的问题。应用高斯定律很容易解决这些问题，这可能会引起一种错误印象，以为这种 
方法非常有效，人们将能够继续用它去对付其他许多问题。可惜情况并非如此。人们很 
快就搜索尽能够用高斯定律容易加以解决的问题。在以后几章中，我们将发展一些研究 
静电场的更强有力的方法。 

作为第一个例子，我们考虑一个具有圆柱形对称性的系统。假设有一根十分长而均匀 
带电的棒，电荷沿一无限长直线均匀地分布着，单位长度所带的电荷为 A , 我们希望知道电 
场。当然，问题可以通过对来自线的每一部分对场的贡献进行积分而加以解决。但我们准 
备不用积分，而通过应用高斯定律以及某种推测来求解。首先,推测该电场会从直线径向地 
向外。这是因为，从线中一边的电荷所产生的场的任何轴向分量，将伴随着从线的另一边电 

荷产生的场的相等的轴向分量，结果就只能为径向场。 
在与直线等距离的所有各点上，场应有相同大小，这似 
乎也是合理的，而且很明显(这一点可能不容易证明，但 
如果空间是对称的——正如我们所确信的那样一则 
它便是正确的）。 

我们可按下述方式来应用高斯定律。考虑一个与 
该线同轴的圆柱形假想曲面，如图 5-5 所示。按照高斯 
定律，从这一个面出来的 E 的总通嫌等于其内部电荷 
除以<。。由于场假定是垂直于该面的，所以其法向分《 
就是场的大小，叫作 E 。 令该柱面的半径为为了方 
便起见其长度取为一个单位。通过该柱面的通》等于£乘以该面面积（即 2 rtr )。 因为电场 
与之相切，通过两个端面的通 M 等于零.因为在其中的线长为一单位，在该曲面之内总电荷 
恰好是 A . 于是高斯定律给出 



围 S-S 与线电荷同轴的一个圓柱形 
高斯面 


E • 2 nr = A / 0 , 

E = 〆 一. (5.2) 

线电荷的电场与从线至该处的距离的 ：：：& 幂成反比。 

§5-6 面 电荷； 平行板 


作为另一个例子,我们现在来计算均匀面电荷所产生的场。假设该面延伸至无限远，而 
且单位面积的电荷为 < T 。 我们要做一种 推测： 考虑到对称性，我们相信场的方向处处与该平 
面垂直，而倘若没有来自世界上任何其他电荷的场，则两边的场(大小)应相等。这次我们选 
取的高斯面是一个穿过该平面的四方盒子，如图 5-6 所示。平行于该平面的两个表面面积 
相等，比如说 A 。 场垂直于此两面，而与其他的四个面 平行。 总通量等于 E 乘以第一个面 
的面积，加上 E 乘以其对面的面积一其他四个面都没有做任何贡献。包含在该盒子里的 
总电荷为 < rA 。 使通量与其内部电荷相等，我们便有 

EA+EA = 也、 

<0 
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由此得 



这是一个简单而又重要的结果。 

你或许记得,这同样的结果曾在前面一章中通过对整个面进行积分而获得。在这个例 
子中，高斯定律更迅速地给出了答案（虽则它并不如以前的方法那么普遍适用）。 

必须强调，这一结果这适用于面电荷的场。如果在面电荷附近还有别的电荷，则靠近该 
面的总场就应等于式 (5. 3) 与其他电荷的场之和。此时，高斯定律只会告诉 我们： 

E .+ E ： = (5.4) 

fo 

式中£,和 E 2 分别代表从该面毎側指向外之场。 



围 S -6 在一均匀带电面附近的电场，可通 围 S -7 两块带电板之间的场为》/<, 

过应用高斯定律于一个想象的盒子而求得 


只要我们再次假定其外部世界是对称的，带有相等相反电荷（密度分别为 +< T 和一 < T ) 的 
两平行板问题也同样简单.通过对由单块板所得的两 结果* 加,或者通过构成一个包括两板 
在内的高斯盒，都不难见到，在该两板之社的电场为零[图 5-7( a )] o 由考虑一个只包括这 
块或那块板在内的盒，如图 5-7( b ) 或 ( c ) 所示的那样，则能看出两板间的场应两倍于单独一 
块板的场。结 果是： 


E (在两板之间）= <7 厶; 


(5.5) 
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£( 在两板之外 ）= 0. 


(5.6) 


§5-7 带电 球体; 球壳 


我们曾（在第4章中〉应用高斯定律求得一个均匀带电球体外的场。用同一方法也能给 
出球 过各点 的场。例如，这种计算方法可用来得到对原子核内部场的良好近似。尽管核里 
的质子互相排斥，但由于强大核力的作用，它们还是几乎均匀地分布在核体内的。 

假设有一个半径为并均匀地充满着电荷的 




ffl 5-8 ffl 斯定律可用来求一个均匀带 
电球体内的场 


球，令^为单位体积的电荷。再利用对称性的论证， 
假定场是径向的，并且在与球心等距离的一切点上这 
个场的大小都相等。要求与球心的距离为 r 处的场， 
我们取一个半径为 r ( r < K ) 的球形髙斯面，如图 5-8 
所示。从这个面出来的通量为 

在我们的高斯面内的电荷等于其内部体积乘+或 



应用高斯定律，可以推得场的大小由下式 给出： 

E = g ( r < R ). (5.7) 

你可以看到，这一公式对于 r = i ? 也会给出恰当的结 
果。电场与半径成正比，并沿径向指向外。 


刚才对于一个均匀带电球体所提供的论证，也可应用于一个带电薄球壳。假定场是处 
处径向的并且具有球对称性，那便可以立即从高斯定律获得在球壳外的场与一个点电荷的 
场相似，而球壳内的场则处处为零(在球壳内的高斯面将不会包含电荷）。 


§5-8 点电荷的场是否精确为 1/ r 2 


如果对球壳内的场为何会等于零这一点更详细地査看一下,我们就能更加清楚地看出， 
高斯定律之所以成立只是由于库仑力精确地依赖于距离的平方。考虑一个均匀带电球壳里 
面的任一点想象出一个以 P 为顶点的小锥形伸展至球壳表面，在那里它割出一个小面 
积，如图 5-9 所示。一个从 P 的相对一边发散出去的完全对称锥形，将会从球面割出一 
个面积 Aa 2 。 如果从 P 至这两个小面积元的距离分别为 n 和^，那么它们的面积比为 

Aflz = r| 

Aai rf # 

对于在球面内的任一点可以用几何学来证明这一点。 

如果球面是均匀带电的，则在每一面积元上的电荷 △«? 就正比于各面积，因而 




第 5 章高斯定律的应用 61 


△92 _ Aa2 
A^i Aai" 

于是库仑定律讲，由这两面积元在 p 点上所产生 
的场其大小之比为 

Ei = = , 

Ei ~ A 9l /rf _ 

这两个场恰好互相抵消。由于面上所有各部分都 
可按此办法配成对，因此，在 P 点的总场就应等于 
零。但你还可以看出，假如在库仑定律中 r 的幂数 
不精确等于2,那就不会这样了。 

高斯定律的正确性取决于平方反比的库仑定 
律。若该力的定律不精确是平方反比，则在一个均 * 5 ' 9 在带电球壳内的任—点 P 处•场 

匀带电球面内部的场严格为零这一说法就不正确 

了。例如，要是力变化得更快一些，比如与 r 的立方成反比，那么较接近于球内某一点的那 
部分面积产生的场将比较远部分面积所产生的场更大,对于正的面电荷结果会形成一个径 
向的、指向内的场。这些结论提示了一个检验平方反比定律是否完全正确的优越办法，我们 
只需确定在一个均匀带电球壳里的场是否精确为零。 

很幸运存在这样一种方法。通常要高精度测 M —个物理》是很困难的一要求梢度 
达百分之一可能不太困难，但比如要测 S 库仑定律达到十亿分之一的精度，那该怎么着 
手呢？用目前所能达到的 ft 优良技术测 M 两带电物体间的库仑要达到这样的稍度几 
乎肯定是不可能的。但是只要确定在一个带电球面内部的电场小 f 某个数值，我们就能 
对高斯定律的正确性做出一个高楮度的测置，因而这也是对库仑定律平方反比关系的高 
精度测 M 。 实际上，人们所做的就是将具体力的定律与一标准的平方反比定律做 fc 较。 

相等或几乎相等的事件的这种比较，往往是最精密 
的物理测量的基础。 

我们将怎样来观察一个带电球面内的场呢？ 
一种 方法是，拿一物体与一球形导体的内部接触而 
试图使之带电。你知道，如果使一个小金属球接触 
到一个带电物体，然后将它同一静电计接触，则静 
电计就会带电，其指针将离开零点，如图 5-10( a ) 
所示。小球采得一些电荷是由于在该带电球壳外 
面存在电场，而这电场又会驱使电荷跑至（或跑出） 
小球。你如果将小球接触该带电球壳内部来做这 
同样的实验，则发现并没有什么电荷会至静电 
计上。用这样一个实验，你就可容易地证明 ：在内 
部的场至多是外场的百分之几，因而高斯定律至少 
是近似正确的。 

似乎是富兰克林最早注意到导体壳内的场为零 



( b ) 


图 S -10 在一个闭合的导体壳内电场为零 
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的。这一结果似乎令他奇怪。当他把观察结果报告给普里斯特利时，后者提出可能与平方 
反比定律有关，因为当时已知道一个物质球壳在其内部不产生引力场。但一直到了 18年 
后，库仑才测量出那个平方反比关系，而高斯定律的出现就更晚了。 

高斯定律曾被仔细地加以检査，即把一静电计放在一个大球壳中，观察当用高压使球壳 
带电时静电计是否会发生偏转,但结果总是否定的。知道了仪器的几何尺寸以及静电计的 
灵敏度，便有可能算出被观察到的最小的场。从这个数值就可以对幂指数与2的歧离设 a 
—个上限。如果把静电力写成与厂 2+ ‘有关，则我们便能把上限放在 < 上。通过这个办法，麦 
克斯韦曾测定了<小于1/10 000。这个实验于1936年由普林顿和劳顿两人重新做过并加 
以改进。他们发现库仑幂数与2的差小于十亿分之一。 

现在，由此可提出一个有趣问题 :在各 种不同情况下，我们是否知道这库仑定律有多准 
确呢？刚才所描述的实验测量了在几十厘米的距离上场与距离的关系，但对于原子内部的 
距离——比如在氢原子中，我们相信那里的电子受核的吸引也是按相同的平方反比定律发 
生的——又究竟如何呢？诚然，关于电子行为的力学部分必须运用量子力学，但力依然是寻 
常的静电力。在对此问题用公式来表示时，电子的势能必须被认为是与核距离的函数，而库 
仑定律给出随距离的一次幕成反比变化的势能。对于这么小的距离来说，这幂指数会准确 
到什么程度呢？由于在1947年兰姆和莱索福对氢的能级的相对位 g 进行了极为仔细的测 
S , 所以我们知道，在这种原子尺度上——也即在1人 （10 8 cin ) 数景级的距离上一该幂指 
数也准确到十亿分之一。 

兰姆-莱索福这一测里的准确性所以成为可能,又是由于一次物理“偶发単件"。氢原子 
的两个态被预期具有几乎相等的能 ft , 只要势能是严格随 1 A 变化。这个十分微小的能 M 
差别是通过测 M 从一态至另一态的跃迁时所发射或吸收的光子的频率 a 应用能差 △£： = 
hu , 测出来的。计算的结果表明，假如在力的定律 1/ r 2 中的幂指数与2会有十亿分之一那 
么大的误差，则 △£： 会显著地与观察到的结果不同。 

这同一幂指数对更短的距离是否仍然正确？从核物理中的测遣 发现： 在典型的核距 
离——约 10- , s cm —处静电力仍然存在，而且它们仍近似地与距离的平方成反比。在以 
后一章中将有一些例证。我们知道，在 lCTUcm 量级距离内，库仑定律至少在某种程度上仍 
然是有效的。 

对于 l < T “ C m 的距离又如何呢？这一范围可以通过质子与很高能 ft 电子的碰撞及观察 
它们如何被散射来加以研究。迄今所得到的结果似乎指出，该定律在这种距离上失败了。 
电力在小于 10_“ C m 的距离上，似乎显得比预期的要弱十倍。现在有两种可能的解 释：其 
一，是库仑定律在这样小的距离上已 失效； 另一种可能解释，则是我们的客体一电子和质 
子——并不是点电荷。也许电子或质子，或两者，都是某种涂抹物。大多数物理学家倾向于 
认为质子的电荷是涂抹上去的。质子与介子反应十分激烈，这暗示一个质子时时会作为被 
一个介子所包围的一个中子而存在。像这样一个组态就该——在平均上——表现得如 
同一个带正电的小球。起因于一个荷电球体之场并非按 1/ r 2 —直变化至球心的，质子的电 
荷很可能是涂抹物。但关于介子的理论仍然很不完整，所以库仑定律在极小距离上失效也 
有可能。这一问题仍然未确定。 • 

还有一点 :平方 反比定律在像1 m 和10 10 m 的距离上都 有效； 但系数 1/( 4®。）是否也 
都相同呢？答案是肯定的，至少达到兆分之十五的精度。 
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现在，我们回到在上面谈及对高斯定律的实验验证时曾被忽视的一件重要事情上来。 
你可能还不知道麦克斯韦或普林顿和劳顿的实验怎么会得到那么精确的结果，除非他们所 
用的球形导体是一个十分完美的球壳。十亿分之一精度确实是个辉煌成就，而你也许要问 
他们能否做成那么精密的一个球壳。任何一个实际球体都肯定会有一些微小的不规则性， 
而如果有了不规则性，还不会在球内产生出一些场来吗？现在我们想要证明，并不需要有一 
个完美的球壳。事实上也能够证明，在任何形状的一个闭合导体壳中都不会有场存在。换 
句话说，实验与1/ 〆 有关，而与面是否是球面却没有什么关系（用球面的原因是，假如库仑 
定律有错，用球面容易算出场舍是怎么样）。所以我们现在就来处理这一课题。要证明这一 
点，必须知道导电体的某些性质。 

§5-9 孤立导体的场 

导电体是含有许多“自由”电子的固体。电子能够 g 材料中各处自由地运动，但却不 
能离开其表面。在一块金 M 中存在那么多的自由电子，以致任何电场都能使它们大量地 
进行运动。这样所建立的电子电流必须由外界能源不断来维持运动，或者会由于这些电 
子对那个曾产生初始电场之源放电而停止运动。在“静电”情况下，我们并不考虑连续性 
电流源（以后学习静磁学时才将考虑到），所以电子仅运动到它们自己被安排得在导体内 
部处处都产生零场为止（这通常是在远小于1 s 的时间里发生的）。假如还有任何场存在 
的话，这个场则应该会推动更多的电子运动，唯一的静电态答案就是场在导体内部处 
处为零。 

现在考虑带电导体的 g 悄况（所谓“内部”我们指的就是^本 身）。 由于金厲是导 
体，其内部的场必然为零，的梯度为零。这意思是说，纟点变化。每个导体是 
—个等势 g , 而它的表面是一个等势面。由于在导电性材料中电场处处为零，所以 E 的散 
度也为零，而根据高斯定律在导体内部的电荷密度一定等 于零。 

如果在导体中不可能有电荷，那它怎么还能够带电呢？当我们说某一导体“带电”时，其 
意思到底是指什么呢？电荷在哪里？答 案是： 它们会存在于导体的表面上，那里有强大的力 
把它们保持住而不致离开——它们并非完全“自由” 

的。今后，当我们学习固体物理时将发现，在任何导体 
上的附加电荷平均来说都位于表面的一两个原子层 
内。对于我们眼前的目的来说，这样说就已经足够准 
确，即如果任何电荷被放上或放 g 导体之内，它将聚集 
在表面上，在导体内部没有电荷。 

我们也注意到，正好在导体表面外的电场必定与 
表面垂直,不可能有切向分量。假如有切向分最，电子 
就会@表面运动，没有任何力来阻止它们。按另一种 
方式 i , 我们知道，电场线必须始终与等势面成直角。 

利用高斯定律，我们又可把刚好在导体外面的场强 
同表面的局部电荷密度联系起来。作为高斯面，我们取 gg 5-11 紧貼 导体表面的电场与局 
一半在面内、一半在面外的一个小柱形盒，如图 5-11 所 部面电荷密度成正比 
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示。对于 E 的总通量的贡献就只有来自导体外的盒子的一边.于是，贴近导体外表面的场为 
在导体外 



(5.8) 


式中 g 是周郎面电荷密度。 

为什&导体表面上的一片电荷所产生的场会不同于仅仅一片电荷所产生的场呢？ 
换句话说，为什么式 （5. 8) 是式 （5. 3>的两 倍呢？ 原因当然是，对于该导体我们并 g 说 
过附近没有“其他”电荷。事实上，必然存在一些电荷使得导体里面的£= 0. 在表面 P 
点附近的电荷的确给出表面内外两边的场 E mm = 必。。但在导体表面上的所有其他 
电荷“策划”在 P 点产生 一个大 小等于的附加场。使得在内部的总场变成零而外部 
的场变成 2 £ wb = ff / o . 


§5-10 导体空腔内的场 

现在，我们转到一个中空容器一导体内留有空腔——的问题。虽然在金厲中不 
存在场，但在其空腔里怎样呢?我们将证明 ：如果 空腔是空的，则 不管导体或 fi 的形 
状如何—比方图 5-12 所示的那种形状一在其中¥存在 
iiT - 12 中的 s , 它包围着该空腔，但还处处落在导电材料之内。由于在 s 上的任何地方 
场均为零,所以并没有通《通过 s 面，因而在 s 面内的甚电荷等于零。对于一个球壳来说， 
人们可以从对称性论证其内部没有电荷。但在一般情况下，我们只能说在导体的内表面上 

存在等置的正电荷与负电荷。即可能其中一部分内 
表面存在正的面电荷而另一部分存在负的面电荷， 
如图 5-12 所指出的那样。高斯定律并不能排除这种 
情况。 

当然，实际发生的情形是，任何在内表面上出现 
的等置异号电荷都会向四周滑动而彼此相遇，从而 
完全抵消掉。我们可通过应用 E 之环流始终等于零 
这个（静电学）定律来证明，它们必定完全抵消掉。 
假定在内表面的某些部分上存在电荷，则我们知道， 
在其他地方也得有与之数目相等而符号相反的电 
荷。那么任何 E 线就必须从那些正电荷出发而终止 
于那些负电荷上（因为我们所考虑的只是在空腔里 
并没有自由电荷的那种情况）。现在设想有这么一 
条回路 r , 它沿一条从某一正电荷至某一负电荷的力 
线穿过空腔，并经由导体回到原来的出发点（如图 5-12 所示）。沿这条力线从正电荷至负电 
荷所取的积分不会等于零。而经过金属里的积分则为零，因为 £ = 0. 因此,我们就应该有 


但在静电场中 ， E 绕任一闭合回路的线积分总是为零。因此，在空腔里不可能存在任何场, 




图 S -12 在一个任意形状的导体空腔里 
其电场如何 
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而在内表面上也不会有任何电荷。 

应当仔细地注意我们所做出的一个重要限制条件。上面我们总是说在一个 “ g 的腔 
里”,但如果有某些电荷被置于腔里的某些固定位置上—诸如被罝在一个绝缘体上$—个 
与该主导体绝缘的小导—那么腔里就可以有场，但此时这个腔已经不是“空”的了。 

我们已经证 明：如 果一个空腔给导体完 Sjja 住，则任何外部静止的电荷分布都不可能 
在其内部产生出任何场。这说明了通过将电学设备放在一个盒内就能把它们“屏蔽”起 
来的原理。同样某些论证也可用来证明，在一导体闭合面内郎的任何静电荷分布不可能在 

其外部产生出任何场。屏蔽对双方都有效！在静电学中一但不是在变化着的场中- 

个闭合导体壳两边的场是完全独立的。 

现在你明白，为什么以往在核对库仑定律时能够达到那么高的精度。所用空壳的形状 
是无关重要的，并不一定是球形，立方的也可以！如果高斯定律严格正确，则里面的场始终 
为零。现在你也懂得，为什么坐在那百万伏范德格拉夫起电机的高压套管内可以安然无恙， 
并不必担心会受到电击——这是由于髙斯定律的缘故。 



第 6 章在各种情况下的电场 


§6-1 静电势的方程组 

本章将描述在几种不同情况下电场的行为。它将向我们提供有关电场表现方式的一些 
经验,并将描述求解这种电场的某些数学方法。 

首先我们要指出，全部数学问题在于解静电学的两个麦克斯韦 方程： 

▽ •£= 上； (6.1) 

«0 

V X E = 0. (6.2) 

实际上，上述两方程也可合并成一个方程。从第二个方程我们立即知道可以把场描述为标 
ft 的梯度（见 §3-7): 

E =-V^. (6.3) 

如果我们乐意，就可以用势^完整地描写任一个特定电场。将式 (6. 3〉代入式 (6.1) 中， 
便可得到 >所应服从的微分方程 

▽.坏 =-A (6.4) 

<0 

今 梯度的散度与用对 > 进行运算的结果相同，即 

= + g + (6.5) 

因此,我们便可将式 (6. 4) 写成 

( 6 . 6 ) 

€0 

算符V 2 称为拉普拉斯算符，而式 (6. 6) 则称为泊松方程。从数学的观点看，静电学整个课题只 
不过是学习这一方程式 (6. 6>的解。一旦#由解方程式 (6. 6) 得出,便可立即由式 (6. 3) 求得 E。 

我们将首先提出其中^作为 x, ：y, z 的函数是已知的那种特殊类型的问题。在这种情 
况下问题几乎是琐碎肤浅的，因为我们已知道式 (6. 6) 的一般解了。以前就曾证明 过：若 p 
在每点均为已知，则在点 （1) 处的势就是 

= (6 . 7) 

式中 〆 2) 和 dV 2 分别代表点 (2) 处的电荷密度和体积元，而 r 12 则为 （1) 与 （2) 两点间的距离。 
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微分方程式 (6. 6) 的解已简化成对整个空间的积分。式 (6. 7) 这种解应加以特别注意，因为 
物理学中就有许多情况都会引导到如 

V 2 (某件东西 > =(另一件 东西〉 

这样一种方程，而式 (6. 7) 便是任何这类问题解的典型。 

这样，当所有电荷的位置都已知时，静电场问题的解就完全是直截了当的。让我们在下 
述几个例子中看看这是怎么回事吧！ 

§6-2 电偶极子 


首先，取相距为 d 的两个点电荷+ 9和一<7。令 z 轴沿这两电荷的连线，并选取原点在 
其中间，如图 6-1 所示。于是,应用式 (4. 24), 则来自这两电荷的势就是 


• Kx , y , z ) = 


1 

4 ir<o W[z — 


( d / 2 ) Y + x l + y l V \ 7 + Jd 72 )Y 


( 6 . 8 ) 


我们不打算把电场的公式写出，因一旦已有了势，就总可以把场算出来。因此，我们已解决 
了两电荷的问题。 


存在两电荷靠得非常近的一种重要特殊情况—— 
即是说，我们所感兴趣的仅仅是在与这两电荷的距离 
远比它们的间距为大的那些地方的场。我们称这样 
靠近的 一对电 荷为 偶极子 。偶极子是十分常见的。 

例如，“偶极”天线常用互相分开一小段距离的 
两电荷来做近似——如果我们不去过问太接近于天 
线地方的场的话（我们经常对带有运动电荷的天线 
感兴趣，但这里静电学方程组实际上已不适用了。 
对于某些目的来说，那还是足够近似的）。 

也许更重要的还是原子偶极子。在任何材料中， 
如果有一电场存在，则电子和质子将感受到方向相反 



的力并做相对移动。你会记起,导体中有些电子会移 
向表面，俾内部的场变为零。在绝缘体中，电子不能 


BB 6-1 偶 极子： 相距为的两个电荷 
+ 9和一 



够移得很远，它们将被核 

吸引回来。然而，它们的确会移动一点点。因此，尽管一个原子或 
分子在一外加电场中仍然保持中性，但它的正电荷和负电荷间会 
出现一个十分微小的间隔，从而成为一个微观的电偶极子。如果 
我们所感兴趣的是这些原子偶极子在普通大小物体附近的场，那 
么,我们正在与比这些电荷对的间隔大得多的距离正常地打交道。 


图 6-2 水分子 H :0。 两 
个里原子各拥有稍微少于 
其份额的电子云；氧原子 
则稍微多些 


在某些分子中，即使没有外电场存在，电荷也还是有点分开， 
这是由于分子的形状所致。例如，在一水分子中，氧原子附近有 
净负电荷，而两个氢原子附近则都有净正电荷，它们并非对称地 
排列着，而是如图 6-2 所示。尽管整个分子的电荷为零，但却形 
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成这样一种分布 :在一 方有稍微多一点的负电荷而在另一方则有稍微多一点的正电荷。这 
种排列肯定不会像两个点电荷那么简单，但从远处看时，这个系统的作用就像一个偶极子一 
样。正如稍后我们便将见到的，在远距离处场对于这种细节并不敏感。 

那么，就让我们来看看，具有小间距 d 的两个异号电荷所产生的场。如果 d 变为零，两 
电荷互相重叠，两势则互相抵消，因而也就没有场了。但如果它们并不严格互相重叠，那就 
可通过将式 (6.8) 中各项(应用二项式展开法）展开成小量 d 的幂级数，从而可以得到势的 
—个优良近似。若仅仅保留 d 的一级项，便可以写成 


( z -±^^- zd . 

按如下写法很方便，即 

p + y + s 1 =〆. 

[ z ~y) + y 1 ^ ^ ~ = — ^r). 

_1_^_1_ = 丄， i — 

V[z-(,d^)Y +x 2 +y 2 〜） r*[l _ 71 r 2 ) ■ 

对于 [1 —( zd / r 1 )]- 1 ' 可再应用二项式展开一并丢掉 d 的平方及更高幂次的项一我 
们便得 

7( 1 + 1 ^)- 


因此 

和 


同理， - / 厂 -V , T 勿丄 t 1 •- 去与). 

y[z + (j/2)] z +x , + y m 2 r ' 

这两项之差就给出了势 

* {x ' y ' z) = ^k (6 . 9) 

得到这个势，也就有了电场(那是势的微商），它们都会正比于即电荷与间距的乘积。这 
个积被定义为这两个电荷的偁槔矩，我们用符号/ ■(切 匇与动量混淆！）表示，即 

p = qd. (6. 10) 


式 (6. 9) 也可写成 

= (6.1D 


函为 z/r= cosd, 其中是偶极子轴与指向点（ X ， ； y , z ) 的径向矢量之间的夹角一见 
图 6-1 。 在对轴给定的方向上，偶极子的 g 按 1/r 1 下降(但对于一个点电荷，则按 1/r 下 降〉。 
于是偶极子的电场 E 便会按 1 A 3 减弱。 

如果定义一个大小为/>、方向沿偶极子轴从_9指向+9的矢量 f >, 则我们可把上式写 
成矢量形式。这样， 


pcos 0 = p ■ e r . 


(6.12) 
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式中&为单位径向矢量（图6-3)。我们也可用 r 代表点 
( x , y , z )。 于是 
偶极子势 


Hr ) = 


P - 


4 n < 0 


(6.13) 


这一公式对于具有任何指向和位置的偶极子都适用，只要 r 代表 
从偶极子至所关注之点的矢量。 



若想要得到电偶极子的电场，便可通过取#的梯度获得。例 * 6 ' 3 

如，场的 z 分量为一邛 々 z 。 对于一个沿 z ： 轴指向的电偶极子，我 
们可以应用式 (6. 9>: 


吐 = -上 

dz in ( 0 




或 


E = p 3 cos 2 l 


工分最和 y 分量则分 别为： 

•- 杰学 ■ 


(6.14) 


这两个分置还可合成一个垂直于 * 轴的分置，我们将称其为横向分 S E ± : 



或 

Ei = _ A _3 co ^ sin ^ (6.15) 

这横向分量 Ei 处在 xy 平面内，而且从偶极子挂 
直指向外。总场当然是 


E=^P.+P l . 

偶极子场与距离的立方成反比。在轴上，即 
当0 = 0时，它比在0=90°处要强两倍。在这两 
个特殊角度上电场仅有 z 分量，但在这两处场的 
符号却相反(图 6-4). 


§6-3 矢置方 程述评 


69 


到此我们对矢量分析做个一般性评述挺合适。那些基本证明，可用一些具有普遍形式 
的优美方程式来表达。但在进行各种计算和分析时，以某种便当方式去选择坐标轴,总是个 
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好主意。这里要注意，刚才在求偶极子的势时，我们曾选取 z 轴沿着偶极子方向，而不是在 
某个任意角度上,这使工作容易得多。可是后来我们却又把方程写成矢量形式，以便使其不 
再依赖于任何一个特定的坐标系。此后，就可以选择我们所要的任何坐标系了，因为已知道 
该关系式是普遍正确的。对于某一特定问题一假如结果最后能表达成一个矢量方程，当 
能够选取一个简洁的坐标系时却还去费神用一个在某一复杂角度上的任意坐标系，显然毫 
无意义。因此，务必利用矢量方程式与任一坐标系无关的这一事实。 

另一方面，如果你不是仅对 V •£ 望一望和仅想知道它是什么（而是正在试图算出一个 
矢置的散度），那便不要忘记它总是可以展开成下 式的： 

a_E L + 3E^ + 3E ± 

dx dy 3z 

这时，你若能算出电场的 X , >«和 2 各分置并对它们微商，那你就会得到一个散度了。往往 
似乎有这样一种感 觉：若 将各分量写出，就会存在某种不太优美的一牵涉到某种失败 
的—— 东西; 不管怎样，总会有办法用矢量算符去做每件事情。但这种想法往往没有什么好 
处。当初次碰到一个特殊问题时，诚然，我们熟悉将发生什么，它有助于我们写出分遺.把数 
字代入方程之内并不见得不优美，而用微商代替某些悦目符号也未必不文雅。实际上，具体 
写出分垃这一件事情就往往是一种智慧。当然，当你在专业杂志上刊登文章时，如果你能把 
—切东西都写成矢量形式,那将会美观些——而也更易于理解。此外,还节省篇幅。 

§6-4 偶极子势的梯度表示 

关于偶极子公式 (6.13), 我们愿意指出一件相当愉快的事悄。该势也可写成 

卜-心0 (6 - 16) 

如果你算出 1/ r 的梯度，你便可以得到 

而式 (6.16) 与 (6.13) 就彼此相同了。 

怎么会想到这一点呢？我们刚好记得 / r 2 曾出现在有关点电荷的§公式中，而场又 
是那具有1 / r 依赖关系的爱的梯度。 

之所以能够将偶极子势写成式 (6. 16) 的形式，有其物理原因。假设有一个位于原点的 
点电荷9,则在点 PU , ; y , z ) 处的势为 

^0 = - 2 -. 
r 

让我们在做这些论证时先丢下 l /(4> t <。）， 最后可以把它插进去。现在若把电荷 + g 向上移 
动距离 Az , 那么在 P 点的势就将改变一点点，比如说 At 。 这 At 有多大呢？唉呀！这恰 
好就是一假如让电荷留在原点上不动，而将 P M 移过同样鉅离 匕 z —电势将要改变 
的数量（图6-5)。也就是说， 
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式中 Az 指的是与 d /2 相同的间距。因此，引用 
k = q / r , 我们就有该正电荷的势 

(6 ' 17) 

对于该负电荷的势，应用同样的道理可写出 

卜〒+制香.（ 6 . 18 ) 

总电势等于式 (6.17) 与 （6. 18) 两者 之和： 

^^ + * = -fz{f) d = -fz(-7) qd - 

(6.19) 



图 6- S 来自原点顶上 Az 处一个点电荷 
在 P 点上的势，等于来自原点处同一电荷 
在 P ' 点（比 P 点低下上的势 


对于其他指向的偶极子,可以将正电荷的位移表示为 AIV 。 然后,我们应该把式 (6. 17) 

写成 


A^+ =— Wo • Ar+ , 

式中以后被 d /2 代替。和上面一样，在完成了推导过程之后，式 (6. 19) 就会变成 


♦ =_ V(+). g<f. 


如果我们代入扣= P , 并插进 1/(4 TO 。）， 则上式与式 (6. 16) 正好相同。按另一种方式来看， 
我们见到偶极子势，即式 (6. 13)，可以解释为 

♦ =— p • V « I > o . (6. 20) 

其中办= l /(4 W or ) 仍是一单位点电荷的势。 

尽管对一已知的电荷分布，我们总能够通过积分求得其势,但有时却可能运用一点聪明 
手法来获得答案，以便节省时间。例如,我们经常可利用叠加原理。如果有这样一个电荷分 
布，它是由两个电势已知的电荷分布构成的，那么只要将所知的两个势相加起来就能很容易 
地求得所需的电势。这方面的一个例子是关于式 (6. 20) 的推导，另一个例子如下所述。 

假定有一个球面,其表面电荷的分布随极角的余弦而变化。对这么一个分布积分是相 
当麻烦的。可是令人惊奇，这样的一个分布却可通过叠加原理来加以分析。试设想有一个 
带着均匀正电荷 g 密度的球体,而另一个球体则带有相等的、均匀的负电荷体密度，它们原 
来就是互相叠合^成一个中性一也就是不带电一的球体。然后,若该带正电荷球体相 
对那个带负电荷的球体稍微移动，则不带电的那部分球体仍将保持中性，但有少量正电荷会 
出现在一边，而少量负电荷则出现在相反的一边，如图 6-6 所示。若两球的相对位移很小， 
则净电荷相当于(在球面上的）面电荷，而该面电荷密度将与极角的余弦成正比。 

现在，如果我们要得到来自这种分布的势，则不必再去做积分。因为我们知道来自每一 
个荷电_势——对于在球外的点一与来自一个点电荷之势相同。这两个移动过的球与 
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9 6-6 彼此间有一微小位移的两个均匀带电球体互相叠加，相当于表面 
电荷的非均匀分布 


两个点电荷相似,其势恰好就是一个电偶极子的势。 

用这样的方法，你可以 证明： 在一个半径为 a 的球面上面电荷密度的分布为 


a = txocos d . 


在球外产生的场恰好就是偶极矩为 


P = 


47T(Toa 3 

3 


的偶极子产生的场。也能够证明，在该球内的电场是常数,其值为 


E =S- 

若为相对正2轴的角，则在球内的电场在方向。我们刚才考虑的例子并不像它表面 
看来那么带有人为性，以后将在电介质理论¥再次碰到它。 

§6-5 任意电荷分布的偶极子近似 


偶极子场还出现在另一个既有趣而又重要的场合中。假设有一个具有复杂电荷分布的 
物体——像水分子(图 6-2) 那样——而我们仅仅对远处的场感兴趣。我们将证明，对于距 
离比物体尺寸要大的情况有可能找到关于场的一个恰当而相对简单的表示式。 



图 6-7 —群点电荷在一遥远点 P 处产生的势的计算 
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我们可将该物体设想成在某一有限区域里的一群点电荷9.，如图 6-7 所示（以后若我们 
愿意，可以用 〆V 来代替 《?,). 令每一电荷 9. 被置于距原点(选取在该群电荷中间的某处）的 
位移为的地方。在 R ( R 远大于最大的 d , 值〉 处的 P 点，势究竟如何呢？来自整个电荷群 
的势由下式 给出： 

卜忐 ft (6 - 21) 

式中 r , 是从 P 点至电荷9,的距离（即矢 MU — d , 的长度）。现在，如果这些电荷至观察点 P 
的距离巨大，则每个 r , 都可以用 K 来作近似。每一项就都变成 9./ R , 从而可将 1/ R 取出作 
为在求和符号前的一个因子。这将向我们提供一个简便的结果 

卜忐 去孕. =為. （6.22) 

式中,0恰好就是整个物体的总电荷。这样我们发 现:从 距离任意一堆电荷足够远的各点上 
来看，该堆电荷就像一个点电荷似的。这一结果并不太令人惊异。 

但若有等置的正电荷和负电荷又该怎么样呢？此时物体的总电荷 Q 为零。这并不是 
—种罕见的情况。事实上，正如你们所知道的，物体往往具有电中性。水分子就是电中性 
的，但其中诸电荷并非完全位于同一点，因而若站得足够近，就应能见到那些分开着的电荷 
的某些效应。对于来自电中性物体中一个任意电荷分布的势，我们需要一个比式 (6. 22) 更 
好的近似式。式 (6. 21) 仍然是准确的，不过不能再只是令 r .= i ?, 我们需要一个更准确的 r . 
表达式。如果 P 点位于遥远距离处, r , 与 R 的差异可以通过 d 在 R 上的投影而得到一个良 
好近似，正如从图 6-7 就可以看得出来的那样(你应该设想，实际上 P 比图上所示的还要遥 
远得多）。换句话说，若〜是在 K 方向上的单位矢置，则我们对于 n 的二级近似为 

r , ^ R — d , • e R . . (6. 23) 

我们所真正需要的乃是 1/ r ,， 由于对我们的近似程度来说 ,1/ r . 就可写成 

(6 . 24) 

以此代入式 (6. 21) 中，便可得到势 

卜点 ( f +? 9 . S ^ + ."). (6 . 25) 

上式中最后三点代表已略去的有关4所的较高次项。这些项，再加上已获得的那些，就是 
1/ r , 在 1/ R 附近以 A / R 为幂进行的泰勒展开中的相继的项。 

式 (6. 25) 中的第一项，就是在上面获得的，如果物体具有电中性，这一项则取消。第二 
项依赖于 1/ R 2 , 正如偶极子那种情况。事实上，如果定义 


P = ^ q . d , (6. 26) 

为该电荷分布的一种特性，那么势式 (6. 25) 的第二项便是 
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恰好就是一个偶极子势。 P 这个量称为该分布的电偶极矩。它是对以前的定义的推广， 
而在两个点电荷的特殊情况下，它才简化成以前那样。 

上述结果是••若距离整体是电中性的任一团电荷足够远，势就是一偶极子势。它按 
1/ i ? 2 递降，并随 co S 0 变化一而其强度与荷分布的偶极矩有关。正是由于这些缘故， 
偶极子场才那么重要。因为一对点电荷的那种简单情况是极为罕见的。 

例如,水分子就有相当强的偶极矩，由于这偶极矩而产生的电场导致了水的某些重要性 
质。在许多种分子，诸如 co 2 中，由于分子结构的对称性使得其偶极矩为零。因此，对于这 
些分子我们理应展开得更为准确些，得到势中随 1/ R 3 递降之项，而这称为四极子势。对于 
这些情况我们将在以后讨论。 


§6-6 带电导体的场 


现在已完成了我们希望涉及的一些例子，它们是从一开始就知道了电荷分布的那些情 
况。那是一种不太复杂的问题，至多只牵涉到某些积分。现在，我们将转到一类全新的问 
题，即对带电导体附近的场的确定。 

假设总电荷 Q 被 S 于一任意导体之上，在这种情况下，我们将不可能确切地说出电荷 
的位置，它们将以某种方式分散在该导体表面上。我们怎能知道电荷在表面上是如何分布 
的呢？它们必须把自己分布得使该表面之 势是一 常数。假如该面不是一个等势面，则在导 
体内便会有电场，而电荷就会继续运动直到电场变为零。这一类普遍问题可以按下述的方 
法得到解决。我们先猜测有某一电荷分布而算出了势。若所算出的势在该表面上处处是常 
数，则问题便算了结。如果该表面不是一个等势面，那就说明我们对电荷分布所做的猜测有 
误。应该再进行猜测一希望得到一个有所改善的猜测！如果我们对逐步猜测不明智，则 
这一过程可以不断地继续下去。 

如何猜测分布的问题在数学上相当困难。当然，自然界自有其完成此事的时间，电荷推 
来挽去直到它们互相平衡为止。然而，当我们试图求解该问题时，要做出一次尝试就得花很 
长的时间。这办法十分繁冗,对于任意一群导体和任意电荷来说，这一问题可能变得十分复 
杂。一般说来，如果没有相当复杂的数值计算方法就无从加以解决。目前，这一类的数值计 
算是由计算机完成的，它能为我们代劳，只要先告诉它怎样去进行计算就行。 

另一方面，有许多细小的实用情况，如果通过某种更直接的方法——不必为计算机编制 
程序——就能够找到答案，那该多么好。幸而，有若干种场合，其答案可以利用某些巧计或 
其他办法把它从自然界挤出来。我们将要描述的第一个巧计就涉及对已知解的应用，这些 
解是我们以前在各电荷的位置都已被规定的情况下获得的。 

§6-7 镜像法 


比方说，我们以前就曾经解出过两个点电荷的场。图 6-8 表示第 4 章中通过计算而获 
得的某些场线和等势面。现在考虑标明为 A 的那个等势面。假设我们造成一个其形状恰 
巧与这个面吻合的金属薄片。若把它准确地安放在该面上并调整其势至恰当数值，那就没 
有谁能够知道它是放在哪里了，因 为一切 都不会改变。 
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可是要注意！实际上我们已经解决了一个费的问题。我们有这么一种情 况:一 块具有 
给定势的弯曲导体面被放在一个点电荷附近。€果被放 S 在该等势面上的金属片最终能自 
行闭合(或实际上伸展得足够远），那么就有一种在§ 5-10 中曾考虑过的那样情况，其中空 
间被分隔成两个区域，其一是在闭合导体壳之内，另一则在其外。我们在那里已经知道这两 
个区域里的场是互相独立的。因而不管里面怎么样，在导体外面我们应该有担同的场。我 
们甚至可以用导电材料来填充整个内部。因此，就已找到了图 6-9 那种结构$场。在导体 
外部的空间里，场同图 6-8 中所示的两个点电荷之场一样。在导体内部，场等于零。并且—— 
正应该如此一刚好在导体外面的电场会与该面正交。 



图 6-9 在一个形状像图 6-8 中的等势 


围 6-8 两个点电荷的场线和等势面 面 A 的导体之外的电场 

这样，我们便能通过计兑 <7以及在适当位 H 上一个想象的点电荷一<7所产生的场来算 
出图 6-9 中的场了。那个我们“想象”其存在于导体表面背后的点电荷称为镜像电荷。 

从书本中你可以找到有关双曲面形状的导体以及其他形状 M 杂的导体的各种解的长长 
名单，因而会觉得奇怪，怎么有人竟解决了这些可怕形状的导体问题。原来他们是倒过来求 
解的！有人解决了给定电荷的一个简单问题。然后，他#到有某一个等势面表现出新的形 
状，于是就写出一篇论文，指明在这种特定形状的导体外的场可以用某种方法来描述。 

§6-8 导电平面附近的点电荷 

作为这种方法最简单的应用之一,让我们利用图 6-8 中的等势面 B 。 有了它，便能求解 
在一块导电板面前放 罝一个 电荷的问题。我们只需勾消该图左边的一半。有关这一解答的 
场线如图 6-10 所示。注意该平面，由于在两电荷的正中间，所以具有零势。这样，我们就解 
决了在一接地的导电板附近有一个正电荷的问题。 

对于整个电场至今我们已告解决，但造成这场的离寒电荷究竟怎样呢?除了这个正点电 
荷之外，由于受到该正电荷(从老远处起)所吸引，所以在导电板上出现一些感生负电荷。现 
在，假定由于某种技术原因——或出自好奇心——你想知道那些负电荷在该表面上是怎样分 
布的。那你可以利用我们在 §5-9 中由高斯定律所算出的结果求出面电荷密度，贴近导体 
外面的电场法向分量就等于面电荷密度除以 <。。从表面处电场的法向分量倒过来计算， 
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我们可以获得表面上任一点的电荷密度。因为我们已知道各处的场，所以就知道面电荷 
密度。 

考虑板面 上一点 ，它与正对着正电荷的那一点距离为 〆 图6-10)。在这一点的电场垂 
直指向该表面。来自该 g 电荷的场其法向分量为 

(6 . 28) 

对此还必须加上由那个负的镜像电荷产生的电场。这不过使该法向分量加倍（并抵消了所 
有其他之场），因而在该表面任一点的电荷密度就是 

々)= , 0 E(p) =- ( 6 - 29 ) 



对上述结果的一种有趣核对，仍是在整个面上对 a 进行积分。我们求得总感生电荷为 


理应如此。 

还有另一个 问题: 是否有力作用在点电荷上？有的，因为有来自板上的感生负面电荷的 
吸引力。现在我们已知道面电荷的分布（式 6. 29)，本来可通过积分算出对该正点电荷的作 
用力。但我们也知道，作用于该正电荷上的力庳该与用一负的镜像电荷来代替那块平板所 
产生的力完全相同，因为在正电荷附近的场在这两种情况下都相同。该点电荷会感到一个 


指向板面的力而其大小为 





这样，比对所有负电荷取积分而求得力要容易得多。 


(6. 30) 
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§6-9 导电球体附近的点电荷 


除了平面以外，还有哪些面具有简单解呢？第二种最简单的形状是球。如图 6-11 所 
示，在一金属球附近有一个点电荷9,让我们求出该球体周围的场。现在，我们必须寻找给 
出的等势面为球面的那种简单物理情况。如果我们事前仔细考虑人们已经解决的那些问 
题，就会发现，已有人注意到两个 不相等 的点电荷的场会有一个球形的等势面。啊哈！如果 
选择那个镜像电荷的位 S —并选出适置的电荷 ft —那么也许就能使一个等势面符合我 
们的球面。事实上，的确可以用下述方法做到这一点。 

假设你希望有这样一个等 势面： 半径为 a 而其中心与电荷9相距为6的球面。试放置 
—个大小为 〆 =~ q ( a / b ) 的镜像电荷于该真实电荷与球心的连线上，与球心的距离为 V 洚。 
这样,球面就将处于零势。 

数学方面的理由来源于这样的 事实: 球面是与两固定点的距离之比始终保持常数的所 
有各点的轨迹。参考图 6-11, 在 P 点由 9 与 〆 所 
产生之势正比于 




5L 

rt' 


因此，势就将在下述一切点上 为零： 


rt r , 


Q 



如果我们把 9' H 于距离球心为 洚的一点，那么 
tb r 2 / r , 就有常数值 a /6。 因此，若 

c/ a 

h 


上感生了电荷，这些电荷的场就是被 a 在图 
中所示那一点上的一个镜像电荷 9' 所产生的 

(6.31) 


则球面便是一等势面了。亊实上，它的势为零。 

如果我们感兴趣的是一个不处于零势的球，情况又会怎么样呢？原来只有在其总电荷 
碰巧等于 〆 时才会有零势。当然，如果球是接地的，则在其上面所感生的电荷就恰好是那 
些。但如果它是被绝缘的，并且不带电荷，那又会怎么样呢？或者已知它带有总电荷 Q 呢？ 
或者它具有的给定的势正好$等于零呢？所有这些问题都不难回答。我们总可以加一个点 
电荷 9" 于球心上，通过传加, i 球面就仍保持为一等势面,只是势的大小将改变罢了。 

例如，若有一个原来并没有带电而且与其他任何东西都绝缘的导电球，并将一个正的点 
电荷9带至其附近，那么球带的总电荷将保持为零。和以前一样通过用一个镜像电荷9 ,但 
除此之外在球心再加上一个电荷^而找到解。选取 


” f a 

q =_q = 


(6.32) 


在球外每一处的场由 <7, (/与/的场叠加而成。问题就这样解决了。 

现在我们能够看到，将有一吸引力存在于球与点电荷 <7之间。尽管在中性球上没有电 
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荷，力仍不会等于零的。这吸引力来自何处呢？当你把一正电荷带到一导电球外面时，该正 
电荷会把负电荷吸引到靠近它自己的一边而把正电荷留在较远的另一边的面上。受负电荷 
的吸引作用大于受正电荷的排斥作用，因而就有一净的吸引作用。可以通过计算算出在 9 ' 
和 <?" 所产生的场中作用在9上的力，而找出该吸引作用有多大。总力等于这两者之和:<?与 
置在 b — ( a 2 / b ) 距离上的电荷 g ' =— ( a / b ) q 之间的吸引力，以及与置在6距离上的电荷 
9 " = + ( a /6) 9 之间的排斥力。 

那些曾在童年时代对一个发酵粉盒上的商标里画上一个发酵粉盒，而在此盒的商标里 
又画上另一个发酵粉盒……感到赏心悦目的人可能对下述问题感兴趣。两个相等的球，一 
个带有总电荷 + Q , 而另一个带有总 电荷一 Q , 被置在某一距离上。它们间的互作用力有多 
大呢？这问题可以用无限个镜像电荷来解决。最初人们用球心上的电荷对每个球做近似， 
这些电荷将在另一个球中有其镜像电荷，这些镜像电荷又有其镜像电荷，如此等等。这个解 
就很像那发醉粉盒上的图画似的——收敛得相当快。 

§6-10 电容器与平行极板 

现在，我们提出另一类与导体有关的问题。考虑两块大的金属板，彼此互相平行并相隔 
一个比它们的宽度小得多的距离。而且,假定它们分别带有等 量异号 电荷。这样，每一板上 
的电荷将被另一板上的电荷所吸引，而这些电荷都将均匀地散布于板内侧表面上。两板将 

分別具有电荷密度 "hr 和一<»,如图 6-12 所示。从第5 
章我们 知道： 两板之间的场为〃/。，而在两板外面的场 
则为；。两板将有不同的势大和 A 。 为了方便起见， 
我们将称这差为 V ,它常叫作“电压” 

♦ 、一 h=v. 

你将发现，有时人们把 V 当作电势用，但我们却选用#作为电势。 

势差 V 是单位电荷从一板移至另一板所需的功，因而 

V = Ed = —d = -^ rQ , (6.33) 

<0 (0 A 

式中士 Q 为每板上的总电荷, A 为板的面积，而 d 为两板间距。 

我们发现电压与电荷成正比。对于在空间中的任何两个导体，只要一个带正电而另一 
个带等量负电, V 与 Q 之间的这种正比性都能找到。它们间的势差——也就是电压一将 
与电荷成正比（我们假定在其周围没有其他电荷）。 

为什么会有这一种正比性呢？这只不过是叠加原理在起作用。假定我们已知道关于一 
组电荷的解，然后把两个这样的解 ft 加起来。电荷加倍，场也加倍，因此，将单位电荷从一点 
移至另一点所做的功也加倍。因此，在任何两点之间的势差就正比于电荷。特别是，两导体 
之间的势差正比于它们上面的电荷。当初有人把这个正比的式子写成了另一种形式。也就 
是说，他们写成 


图 6-12 平行板电容器 


Q = CV , 
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式中 C 是一常数。这个比例常数叫做电容，而这样一种两个导体的系统则叫作电容器》。 

对于我们的平行板电容器来说， 

C =¥ (平行板). (6.34) 

这个公式并非严格准确，因为在两板之间场并不像我们设想的那样真正处处均匀。在 
边缘处场并非刚好突然消失，而实际上更像图 6-13 所示的那种情形。总电荷不像我们所假 
定的为——对于边缘效应有一个小的修正。为了求得这个修正，我们得更准确地算出场 
并找出在边缘处究竟发生了什么。然而，这是一个复杂的数学问题，它可以用技巧解决，我 
们现在就不加以描述了。这种计算的结果表明，接近两极板边缘处电荷密度会比中间稍微 
高些。（这意味着平板电容器的电容比我们计算 
的稍大。） 

我们仅仅谈及了关于两导体的电容。有时人 
们会谈到单个物体的电容。例如，他们会说，一个 
半径为 a 的球体有彳取^的电容。他们把另一端 
设想为是一个半径无限大的球一即当有一电荷 
+ CJ 放在球面上时，相反的电荷一 Q 则在一个无 
限大的球面上。人们也可以谈论当有三个或更 
多个导体时的电容，然而关于这方面的讨论我 
们将要推迟。 

假设我们希望有一个电容很大的电容器，那 
就可以通过取极大面积但间距极小而获得。我们 

可以将浸过蜡的纸片夹在铝质薄膜之间而卷起来 BB 6-13 在两平行板边缘附近的电场 

(如果把它密封在一个塑料盒中，那就会形成一个 

典型的无线电方面用的电容器了）。它有什么好处呢？好处在于能贮存电荷。比如，若我们 
试图把电荷贮存在一个球上，则当它充电时电势会很快升高.甚至可能高到电荷开始通过火 
花逃逸到空气中去。可是，若我们把等《电荷放在一个电容十分大的电容器上，则电容器间 
所形成的电压会很小。 

在电子线路的许多种应用中，凡能吸收或释放大量电荷而又不大会怎样改变其电势的 
东西都是有用的，而这就是电容器。在电子仪器以及计算机中，电容器还有许多种应用。其 
中，有的被用来随着电荷的某一特定变化，从而相应地得到电压的一种特殊变化。在第1卷 
第23章中我们曾在描述共振电路特性的地方见到一种相似应用。 

我们从 C 的定义可以看出，它的单位是 CV ^ 1 。 这个单位也叫 g ( F )。 考察式 （6. 34), 

我们见到~的单位可表达为 FnT 1 , 这是最常用的单位。电容器的典型容 S 约在1 pF 至 
1 mF 之间。几皮法的那种小电容器常用于高 频调进 电路中，而高达成百上千个微法的电容器 


• 有人认为电容 “ capacitance ” 和电容器 “ capacitor " 这两个较新名词应分别代替电容 “ capacity ” 和电容 
器 “ condensor " 那两个词。我们决定采用那较古老的一套名称，因为在物理实验室中一即使不是在书本 
里——这套旧名称仍会普遍用到。 
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则在能源滤波器中可以找到。面积为1 dm 2 而间距为1 mm 的一对平行板约有1 pF 的电容。 


36 tc X 10 9 


Fm 


§6-11 高（电）压击穿 


现在，我们想定性地讨论导体周围场的某些特性。若我们对之充电的导体不是一个 
球，而是在其上面有一针尖或尖端，如图 6-14 所示，那么尖端周围的场比起其他区域的 

场就会高出许多。从定性方面讲，原因是电荷 



企图尽可能广阔地铺开在导体表面，而尖端上 
的尖顶就是与大部分表面离得尽可能远的地 
方。板面上有些电荷被一直推至尖顶，尖顶上 
相对小董的电荷仍能提供一个大的面密庳，而 
—个高€电荷密度也就意味着刚好在外部的一 
个强电场。 

要荇出 导体上那些曲率半径 W 小的地方场 
高的一种办法，是考虑一个大球与一个小球 
被导线连接在一起的那种组合，如图 6-15 所 
示。它多少是如图 6-14 所示的那个导体的某 
种理想模型。导线对于处在球外的场影响甚 
小，它在这里的作用只是维持两球处在相同的 
电势。现在，究竟哪一个球在其表面上会有较 
大的场呢？如果左边的球半径为 a 并带有电 
荷 Q, 则它的势约为 


“士？ • 


(当然一个球的存在总会改变另一个球上的电荷分布，因而无论哪个球上的电荷都不是真正 
球对称的。但若我们感兴趣的只是对场的一种估计，那就可采用一个球形电荷的势。）若那 


个半径为6的小球带有电荷9,则它的势约等于 


♦2 = 


丄！, 

47c<o b 


但 A = #2，因而 

Q = iL 
a b ' 

另一方面,在表面上的场与面电荷密度成正比（见 
式 5. 8), 而电荷密度又正比于电荷除以半径平 
方。因而我们得 



m 6-15 一个尖锐物体的场可以由处于相 
同电势的球来近似 
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(6 . 35) 

所以，在小球表面处的场较高，场与半径成反比。 

这一结果在技术上很重要，因为若电场太大，空气会被击穿。所发生的情 况是： 一个在 
空气中某处的游离电荷（电子或离子)被场所加速，倘若场很大，则该电荷会在打击另一个原 
子之前就获得了足够高的速率以致能够从该原子中打出一个电子来。结果，越来越多的离 
子产生了，它们的运动构成放电或火花。如果你要对一物体充电至一高电压而又不让它通 
过空气中的火花而使它本身放电，那你就必须保证该表面是平滑的，从而不会在任何一处出 
现异常强的电场。 

§6-12 场致发射显微镜 

在一带电导体上任何尖锐突出部分的周围那种非常高的电场,有很有意义的应用。场软 
发射显撖镜的操作就有赖于在一金属尖端上所产生的高场 * ，它是按如下方式制成的 : 一根非 
常细小的针，其尖端的直径约为1 000人，被安 H 在一个抽成真空的玻璃球泡的中心(图6-16)。 
球的内表面涂上薄层荧光材料导电膜，而在这荧光涂层与针之间加上一个非常高的电压。 

让我们首先考虑，当针相对于荧光涂层是负时所 
发生的情况。场线在尖端处高度集中。电场可以高达 
4 GVm \在这样强的场中，电子会从针的表面被拉出 
去并在针和荧光涂层之间的势差中被 加速。 当电子到达 
涂层时就会引起发光，正如电视显像管中的悄况一样。 

那些到达荧光面给定点上的电子，在很高的近似程 
度上，可以看作是发源于径向场线的另一端，因为电子 
将沿着场线从该点跑至面上来。这样，我们在荧光面上 
就看到了针的尖端的某种像。更正确地说，是看到了针 
表面的发射率图像—也就是电子离开金厲尖端表面 
的难易程度。如分辨率足够高，人们还可以指望能够分 
辨出在针的尖端处个别原子的位置。利用电子，由于下 
述一些原因，这样的分辨率无法达到。首先，电子波存 
在一种量子力学效应的衍射，它能使像模糊。其次，由 
于电子在金属中的内在运动，它们在离开针面时会有一 
个小小的侧向初速,而这一种速度的无规横向分虽就会 
引起像的某种模糊不清。这两种效应合在一起迫使分辨率限于25 人 左右。 

然而，如果我们颠倒电极方向，并在玻泡中引进少量氦气，那就可能得到高得多的分辨 
率。当一个氦原子与针尖碰撞时，那里的强电场会把一个电子从该氦原子中剥离出来，剩下 
的原子就带上了正电。然后，这个氦离子就会沿着场线向外加速直至荧光屏。由于氦离 
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围 6-17 由一架场致发射 E 微镜所产生的 
像[宾夕法尼亚州州立大学物理学研究教授 
埃尔温 W •穆勒提供] 


子比电子重得多，其量子力学波长就小得多。如 
果温度不太高，则热速度效应也比电子的情况 
小。所以像就有了较少的模糊程度，一个清楚得 
多的有关尖端的图像就可以得到。用这种正离 
子的场致发射显微镜，有可能获得高达二百万倍 
的放大率一放大率比最佳的电子显微镜要高 
出十倍。 

图 6-17 是由一台利用钨针的场致发射显微 
镜所得结果的一个例子。一个钨原子中心对氦原 
子的离化，比钨原子间的空隙有稍微不同的比率。 
在荧光屏上的斑点图样就 会显示 出钨针尖端的 g 
个原子的 排列。 斑点之所以表现为环形，可以@ 
过观察一个大箱子里用以代表金 M 里原子的、被 
堆积成矩形阵列的小球而得到理解。如果你从该 
箱子里划出一个粗略的球形的部分，便可以看到 
原子结构的环状图样特性。场致发射显微镜第一 
次为人类提供了观察原子的工具。鉴于该仪器的 
简单性，这是一项了不起的成就。 
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§7-1 求静电场的各种方法 

本章将继续讨论各种特殊情况下电场的特性。首先，要来描述一些求解导体问题的更 
精确的方法。并不期望读者对这些较高级的方法能够在这个时候就熟练掌握，虽然有些问 
题可能利用在较卨级课程中学到的技巧就能解决，但从这类问题得到某种概念仍然可能是 
有意义的。然后;我们还将提出两个例子，其中电荷分布既非固定、也非由导体所携带，而是 
要由其他某种物理规律来确定的。 

正如在第6章我们所发现的，当电荷分布已确定后，静电场问题基本上就很简单，只要 
求算出一个积分。然而，当有导体存在时，由于导体上的电荷分布原先不知道，复杂性便产 
生了.电荷必须这样分布于导体表面上，使得该导体能成为一个等势体。对于这种问题的解 
法既非直接也不简单。 

我们曾看到过一个解决这类问题的间接方法，在此方法中我们找到了关于某种特定的 
电荷分布的一些等势面，并用一个导电面去代替其中的一个。按这种办法我们就能制成一 
份关于球面、平面等形状导体的特殊解的目录。在第6章中所描述的有关镜像法的应用，就 
是间接法的一个例子，我们将在本章中描述另一个例子。 

如果所要求解的问题并不诚于能够用间接法构造解的那一类问题，则我们不得不采用 
较直接的方法来解决。直接方法的数学问题是在服从某些边界一各导体表面——上多分 
别为一些恰当常数的条件下，求拉普拉斯方程 

■ V ^ = 0 (7. 1) 

的解。凡属牵涉到求解一个微分方程并受某些边界条件所支配的问题，都叫作 a 偉问题。 
这种问题已成为很多数学研究的对象。在具有复杂形状的导体的情况下，并没有普遍的解 
析方法，甚至像一个带电的两端都封闭着的金厲柱体罐一比如啤酒罐一这种简单的问 
题都会遇到可怕的数学困难，它只能用数值计算法近似地给予解决。唯一普遍的求解方法 
就是数值计算法。 

方程式 (7. 1) 对于若干问题是可直接求解的。例如,具有旋转椭球面形状的带电导体问 
题，可以用已知的特殊函数严格解出。对于一个薄盘的解，可通过一个无限扁平的椭球来得 
出。同样，关于一根针的解，则可用一个无限长的椭球而获得。然而必须强调，唯一具有普 
遍适用性的直接方法乃是数值计算技术。 

边值问题也可通过对一个物理类似体的测 s 来解决。拉普拉斯方程产生于许多不同的 
物理情况 中：稳 定热流、无旋液流、搀杂媒质中的电流以及弹性膜的挠曲。这些经常能够用 
来建立一个模拟所要求解的电学问题的物理模型。通过对在该模型上适当模拟量的测量， 
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有关问题的解就可以确定了。模拟技术的一个例子是用电解槽来解二维的静电学问题，这 
个办法所以有效，乃是由于均匀导电媒质中势的微分方程与在真空中的相同。 

有许多物理情况，在一个方向上物理场的变化为零，或者是与另外两个方向上的变化比 
较，这个变化可以忽略，这样的问题叫作二维问题，其场仅取决于两个坐标。例如，若沿 z 轴放 
H —根长直带电导线,则在离导线不太远处的一点，其电场只与 工 Ry 有关，而与 Z 无关。这 
就是一个二维问题。由于在一个二维问题中 3/3*： = 0,所以在自由空间里关于#的方程为 



由于这个二维方程相对简单，所以就会有一个宽广的条件范围，在这范围内它可以解析 
地求解。事实上 ，一 个强有力的间接数学技巧依赖于复变函数的一个数学定理。现在， 
我 d 就将予以描述。 


§7-2 二维场 ，•复 变函数 

复变数 z 被定 义为 

z = x - hiy . 

(切莫把这里的 z 与 2 坐标混淆，在下面的讨论中我们将不涉及坐标，因为已假定场与 z 
没有依存关系了。)于是以 X 和: V 表示的每一点就对应于一个复数 Z ，可以把*:当成一个单 
独的（复）变数，并用它来写出通常类型的数学函数 F ( z ) 0 例如， 

F ( z ) = z l , 

或 F ( z ) = l / z \ 

或 F ( z ) —zlog z , 

等等。 

给出任意特定函数 FU ), 便可以代入 Z = a : + i ： y , 这就可得到一个 I 和: y 的函数一 
包括实的和虚的两部分。例如 

z 2 = (x + iy )» = x * - y + 2\ xy . (7.3) 

任意函数 FU ) 都可以写成纯粹实部与纯粹虚部之和，而每一部分都是: r 和3/的函数 
F ( z ) = U ( x , y ) + iV ( x , y ), (7.4) 

式中 U ( x , ; y > 和 V ( x , j ) 都是实函数。于是，从任意复变函数 F ( z ) 可以导出两个新的函数 
U ( x , : y ) 和 V ( x , y ) 0 例如， F ( z ) = s : 1 给出的两个函数为 

U ( x , y ) = x z - y \ (7.5) 

和 

V ( x , y ) = 2 xy . (7. 6) 

现在我们来谈一个不可思议的数学定理，它是那么令人喜悦，所以我们将把它的证明留 
给你们数学中一门课程去做(不应将所有的数学奥妙都透露出来，否则题材就未免太枯燥无 
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味了）。这个定 理是: 对于任一“普通复变函数”（数学家将把它定义得更好些），上述1/和 V 
两函数会满足下列关系： 


3 x 3 y ' 


(7.8) 


由此可立即推出，每一个[/和 V 函数都各满足拉普拉斯 方程: 


a 2 u 

3 x z 



a 2 v , a l v 
a? + d7 


= 0 . 


(7.9) 

(7.10) 


这两方程对于式 (7. 5) 和 (7. 6) 那种函数显然是正确的。 

这样，从任意普通的函数出发，我们便能得到两个函数 L / U , >0和 VU , : y ), 它们都是 
二维的拉普拉斯方程之解，并各代表一种可能的静电势。我们可以捡起_函数 F ( z ), 它 
就代表某个电场问题—事实上是两个，因为 U 和 V 每个都代表一个解。我们可以随心所 
欲地写出尽可能多的解答一只要编造出各种函数一然后又只要找出与每一解答相符合 
的@1。这听起来似乎有点本末倒 S , 但毕竟是一种可能方法。 

作为—个例子，让我们看一看函数 F ( r ) = z 2 会提供什么样的物理内容。从这一函数 
我们获得了两个势函数式 (7. 5) 和 (7. 6)。要看出函数 U 属于哪一种问题，可令 I ； = A , 即 
一常数，而解出一组等势 面来： 


x 1 — y 2 = A . 

这是一个直角双曲线方程。对各 
种不同 A 值，我们会得到如图 7-1 
所示的那些双曲线。当 A = 0 时， 
所得到的是通过原点的两条交叉 
直线的特殊情况。 

像这样的一组等势面相当于 
几种可能的物理情况。首先，它代 
表两个相等点电荷间其中点附近 
场的详细情况。其次，它代表导体 
内一个直角角隅内的场。如果我 
们有两个形状做得像图 7-2 所示 
的、各保持不同电势的电极，那么 
标明为 C 的那个角附近的场看来 
就像图 7-1 所示的原点处那种场。 
图中实线组是等势面，而与之成直 
角的虚线组则相当于 E 线。在尖 
端或突出部分处电场趋向增强，而 



图 7-1 两组正交曲线，它们各可代表一个二维静电场中的 
等势面 
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m 7-2 在 C 点附近的场与在图7-丨所示的相同 


在凹陷处或坑谷里的场则会趋向减弱。 

我们所找到的解也相当于一%曲线形电极放在一个直角角隅附近或两个各具有适 
当电势的双曲线形电极的解。图 7-1 所示的场具有重要的性质。电场的 _ r 分蚩&为 



即电场与离轴的距离成正比。利用这一亊实，可制 
成一种(称为四极透镜的） 装汽 ，它对于使粒子束聚 
焦很有用（参阅 §29-7), 所需的场往往通过使用四 
个如图 7-3 所示的那种双曲线形电极而获得。对于 
图 7-3 中的电场线，我们只要把照图 7-1 中那一组 
代表7=常数的虚线复制下来。我们有一意外收 
获！由于式 （7.7) 和 （7. 8>,所以 V = 常数的那些曲 
线会与1/=常数的那些曲线正交。每当我们选取一 
个函数 F ( z ) 时，就从 I ；和 V 分别得到等势面和场 
线。我们已解决了两问题中的任一个，到底是哪一 
个，则取决于哪一组曲线将被称为等势面。 


作为第二个例子，考虑函数 


F ( Z ) = Vz . 


若我们写出 

其中 

而 


z = x + i> = joe"®, 

p = Vx 2 + y 2 , 
tan 0 = y / x . 


(7.11) 
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那么 F ( z )= p ' / i e - >/! = p t/2 (cos | + isin |)， 

由此可得 F ( z ) = [ (j2 +yt 2 )，n + y z )' n ~ x Y m (.7. 12) 

利用来自式 (7.12) 的 I ； 和 V , 对于 U ( x , : y )= A * VU , : y ) = B 的两组曲线被画在图 
7-4 上。另一方面，有许多可能情况也可用这些场来描述，其中最有趣的一种是靠近一张薄 
板边缘的场。如果 B = 0的线一 在 y 轴右側的那条线一代表一块带电薄板，那么在它 
附近的场线就是由 A 等于各种不同值的一组曲线给出的。物理情况如图 7-5 所示。 



田 7-4 由式 (7. 12) 中 UU , 和 V ( x , jO 等于常数的两组曲线 


其他的例子 还有： 

F ( z ) = 2 2/j , (7.13) 

这给出一个直角角隅&面 的场； 

F ( z ) = log z , (7. 14) 

给出一根线电荷 的场； 

而 F ( z ) = 1 / z , (7.15) 

则会给出电偶极子的二维模拟物的场，也就是两 
条互相靠近而带有异号电荷的平行线的场。 

本课程中对上述课题将不再追寻下去，但仍 
必须强调，虽然复变函数技巧常常很有效，但它局 图 7- S 在一块接地薄板的边缘附近的场 
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限于二维问题，而且还是一种间接方法。 

§7-3 等离子体振荡 


现在我们考虑某些物理情况，其中的电场，既不是由固定电荷也不是由导体表面上的电 
荷所确定，而是由两种物理现象的组合所确定。换句话说，场将同时由两组方程决定 ： U ) 来 
自静电学的方程组，把电场与电荷的分布联系 起来； 以及 （2) 来自物理学另一分支的一个方 
程,确定场存在时电荷的位罝或运动。 

我们将要考虑的第一个例子是动力学的例子，其中电荷的运动由牛顿定律所支配。这 
种情况的一个简单例子发生在等离子体中，这是一种分布于某一空间区域内由离子和自由 
电子组成的电离气体。电离层——大气的较高一层一就是这种等离子体的一个例子。来 
自太阳的紫外线把空气分子内的一些电子撞击出来，从而产生了电子和离子。在这样的等 
离子体中，正离子比电子重得多，因而同电子的运动相比，离子的运动可以略去。 

假定分子是被单一电离的，并令〜为在不受干扰的平衡状态下电子的密度，则这也必 
然是正离子的密度，因为等离子体(在不受干扰时）是电中性的。现在假定不知什么缘故电 
子离开了平衡状态而运动，试问将会发生什么情况？如果在一个区域里，电子的密度增大， 
它们便将互相排斥而趋向于返回其平衡位罝。当电子朝着原来位 H 运动时，它们将会获得 
动能，但不会在其平衡位 H 上静止下来,而是过了头。它们将来回振动。与在声波中发生的 
情况相似，那里的恢复力是气体的压强。在等离子体中，恢复力则是作用于电子上的电力。 

为了使讨论简单化，我们将只关心一维（例 
如沿: r 轴）运动。让我们假定原来位于: r 处的诸 
电子，在/时刻从它们的平衡位 H 上移动了一小 
段距离 s (; r , /)。由于电子巳移了位，它们的密 
度一般将改变。密度的改变是容易算出的。参 
照图 7-6, 最初包含在 a 与6两平面间的电子，已 
经移动，现在则包含在 a ' 与 6' 两个平面之间了。 
位于 a 与6间的电子数目正比于 hAx ; 这相 g 
数目的电子现在位于宽度为 Ax + 心 的空间€ 
因此密度已经变成 

= i + (7 - 16) 



图 7-6 等离子体中波的运动。在 a 平面处 
的电子移动至 o ', 而在6处的电子则移动至 6' 


如果密度的变化很小，便可以写成[利用对（1+^广 1 的二项展开式] 


n = n 0 ( l - 豈). (7. 17) 

假定正离子不发生显著移动（由于其大得多的 惯性） ，因而它们的密度仍保持为"0。每一电 
子所带的电荷为一 9,，因而在任一点的平均电荷密度就由下式给出： 


p ―― (n — n a ) q ,. 



或 
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_ ds 
p = n 0 q f 石 . 

式中，我们已把 As/Ax 写成微分形式。 

电荷密度与电场的关系是通过麦克斯韦方程组,特别是 

V • E = -£- 


(7.18) 


(7.19) 


这个方程确定下来的。如果问题是属于一维的（并且倘若除来自电子位移的场外别无其他 
场），那么电场 E 只有一个分置式 (7. 19) 同 （7.18) —起给出 


对式 (7. 20) 积分得 


dE: _ n Q q, ds 
(o 


E 2 = ^S + K. 


由于当 s = 0 时 & = 0, 所以积分常数 K 为零。 

作用于移了位的电子上的力为 

F, =- ^-s 


(7.20) 


(7.21) 


(7.22) 


这是一个正比于电子位移 s 的恢复力。它将会导致电子做谐振动。一个移了位的电子其运 
动方程为 




(7.23) 


我们发现 S 将做谐变化。 S 随时间的变化将按照 COS a*〆， 或一应用第1卷的指数函数符 
号——按照 

(7.24) 


振动频率％由方程式(7.23>确定，为 


e'V. 


= ^ 


(7.25) 


~称为等离子体频率。它是等离子体的一个特征数值。 

在同电子的电荷打交道时，许多人喜欢用一个量/来表示他们的答案，该量定义为 


f 2 = ^ = 2. 306 8 X 10- 1 ' Nm z . 
4tc<o 

应用这一惯例，式 (7. 25) 变成 


4ice 2 no 


(7.26) 


(7. 27) 


这是你们将在大多数书中见到的一种形式。 
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这样，我们就发现，等离子体的扰动会引起电子在其平衡位置附近、固有频率为„，的自 
由振荡。这固有频率与电子密度的平方根成正比。等离子体中电子的行为很像一个诸如在 
第1卷第23章中所描述过的那种共振系统。 

等离子体的这种固有共振具有某些重要的效应。例如，如果有人试图把无线电波通 
过电离层传播出去，则他会发现只有当其频率高于等离子体频率时才能穿透，否则信号 
将被反射 回来。 要是我们希望同空间的人造卫星通信，就必须采用高频。反之，若想同 
地平线上远处的一个无线电台通信，则必须利用比等离子体频率低的频率，以便信号被 
反射回地面。 

等离子体振荡的另一个有趣例子发生于金属内。金属里含有正离子的等离子体及自由 
电子。这里密度叫十分高，因而％也是这样,但仍应能观察到其中电子的振动。原来，按 
照最子力学,凡具有固有频 率为叫 的谐振子，都具有能量间隔为的能级。因此，如果把 
—束电子射进比如一张铝箔，而在箔的另一面十分仔细地对电子能量进行测道，那么可以预 
料发现电子有时把能最； iw , 传给等离子体振荡。这件事情的确发生过。1936年第一次从 
实验上观测 到：拥 有几百至几千电子伏能置的电子从一薄金 M 膜敗射或穿透出来时，会以跳 
跃的方式损失能 ft 。 这一效应从未弄明白，直到1953年博姆和派因斯《才证明这些观测结 
果可用金厲中等离子体振荡的爾子激发来解释。 

§7-4 电解质内的胶态粒子 


现在，我们转到各电荷的位 H 受这些电荷的一部分产生的势所控制着的另一种现象。 
这样产生的效应对于胶体的行为有若 ffi 要影响。胶体由水中的带 电悬浮 物构成，这些带电 
微粒尽管微小，但从原子的观点看却已十分巨大。要是这些微粒不带电，它们将有凝聚成一 
大块的倾向。但由于带电，就将互相排斥，并保持袪浮状态。 

现在，如果有某种盐也溶解于水中，则它将分解成正负离子（像这样的离子溶液称为电 
解质）。那些负离子会被胶体微粒所吸引（假定微粒带的是正电），而正离子则被推开。我们 
要确定围绕着胶体微粒的那些离子在空间足怎样分布的。 

为保持概念简单，我们还是仅仅求解一维情况。如果把一胶体微粒看成一个具有巨大 
半径的球一在原子尺度上！一那么，便可以把它表面的一小部分看成平面（每当试图理 
解一个新现象时，取一个有些过于简化的模型总是一个好主意。于是,用这个模型弄通了这 
个问题之后，才能更好地进行较精确的计 算〉。 

假定那些离子的分布会产生一个电荷密度 / >(： T ) 和一个电势彡，这两者的关系遵守静电 
学定律 V 2 # 或者，对于仅在一维情况下变化着的场，则遵守 



现在假定已有这么 一个势 那么离子将怎样分布在其中呢？这可以通过统计力学 
的原理来确定。于是.我们的问题就是要确定彡，使得从统计力学所获得的电荷密度;^能满 


«关于这方面的新近工作和文献摘要可参考 Powell CJ and SwamiJ B . Phys . Rev . , 1959, 115:869. 
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足式 (7. 28)。 

按照统计力学(参阅第1卷第40章），在一个力场中处于热平衡的粒子是这样分布的, 
即在位置 x 处的粒子密度 n 由下式给出 


n ( x ) = n 0 e- uu,/ * r I (7.29) 

式中 U (: r ) 为势能 J 为玻尔兹曼常量，而了为绝对温度。 

假定每一离子带有正的或负的一个电子的电荷。在离胶体微粒的表面为 I 的地方 ，一 
个正离子将有势能因而 

U ( i ) = q . Hx ). 


这样，在该处的正离子密度就是 

«+(:) = n „ e _< -* u)/ * T . 

同理，负离子密度则为 

n -( x ) = 


总的电荷密度为 

p = 一 q . n - , 


即 


p= 9.no(e _, - #AT -e + ^ AT ). 

把上式与式 (7. 28) 相结合，我们发现势 > 必须满足 


(7.30) 



(7.31) 


这个微分方程可立即得到一个通解[两边各乘以 2( 拍 / Ar ), 并对: c 积分]，但为了尽可能保 
持问题简单，我们在这里仅考虑电势多很小或温 度了很 高的那种极限情况。#小的情况相 
当于稀溶液。在这些情况下，该指数很小，因而可做如下 近似： 

e *，. u T = l 士 (7.32) 

于是，式(7.31>给出 

（7 . 33 〉 


注意！这时上式右边的符号已经是正的了。 纟的 解就不再是振动式的，而是指数式的。 


方程式 (7. 33) 的通解为 



(7.34) 


式中 

° 2 = ^- 


(7.35) 


常数 A 和 B 必须■由问题的条件确定。在上述情况下， B 应为零，否则对于大的 x 值电势将 
趋于无限大。因此,我们有 
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^ = Ae - i/D , 


(7.36) 


式中 A 是在 x = 0处，也即在胶体微粒表面处的电势。 

每当距离增大 D 时，势就降低一个因子1 /*, 如图 7-7 的曲线所示。数值 D 称为傅拜长 
度，它是对电解质中包围一个巨大带电粒子的离子层厚度的一种量度。式 (7. 35) 表 
子浓度 n 。 增加或当温度降低时，这离子层就变薄。 



如果已知胶体微粒的表面电荷密度 a , 那么式 （7. 36) 中的常数 A 就可以容易获得。 
我们知道 

£. = £“0) = 1. (7.37) 

€0 

但 E 也是#的梯度 

E ^ o)= -Hl =+ u' (7 . 38) 

由此得出 

A = a —. (7.39) 

泛0 

把这一结果应用于式 (7. 36) 中，便得到（通过取 x = 0 >该胶体微粒的电势为 

^(0) = • (7.40) 

to 

你会注意到，这一个势与面电荷密度为而两板间距为 D 的电容器的电势差相同。 

我们已经讲过，胶体微粒受它们之间电的排斥作用而得以保持分离。但现在我们见到， 
稍微离开胶体微粒表面的场会由于聚集在微粒周围的离子层而被削弱。如果这些离子层变 
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得相当薄，则这些微粒便有较大机会互相对撞。于是它们会粘住，而胶体便会凝聚在一起并 
从液体中淀积出来。从上面的分析我们明白，为何对一胶体加进足够的盐类就会使它沉淀 
出来。这一过程称为“胶体的加盐萃取”。 

另一个有趣例子则是盐溶液对于蛋白质分子的影响。一个蛋白质分子乃是一条既长而 
又可挠曲的复杂的氨基酸链。在这种分子上面存在各种电荷，而有时碰巧有一些净电 
荷一比如说负电荷一会沿该链分布着。由于各负电荷的相互排斥，所以蛋白质链便会 
保持拉长的姿态。并且，若溶液中还有其他相似的链存在，则由于同样的排斥效应，它们会 
保持彼此分开。因此，在一液体中可以有链状分子的悬浮物。但如果我们加盐于该液体中， 

则会改变悬浮物的特性。当盐加进溶液中时，德拜长度会缩短，链状分子能够互相靠近，并 
蜷缩起来。如果加进溶液中的盐足够多，链状分子便可以从溶液中淀积出来。有许多这类 
化学效应都可以用电力来加以理解。 

§7-5 栅极的静电场 


作为嵌后一个例子，我们想要描述电场的另一个重要特性。它是制造出来应用于电 
学仪器设计、真空管构造以及其他许多目的的一种特性。这就是带电导线栅附近电场的 
特性。为了使问题尽可能简单，让我们考虑一个由无限长导线间隔均匀地平行排列在一 
平面上的阵列。 

若我们从在导线平面上方远处俯视电场，则见到一个恒定的电场,正如电荷被均匀地分 
布在平面上一样。当接近导线栅时，场开 
始与从远处见到的均匀场有所不同。我们 
想要估计靠栅多近才能见到势的明显变 
化。图 7-8 表示距栅不同距离处等势面的 
粗略草图。越接近栅，变化就越大。当我 
们平行于栅运动时，会观察到一种周期性 
起伏的场。 

现在我们已（由第1卷第50章）知道 
任何周期性最都可以表示成正弦波之和 
(傅里叶定理）。让我们来看看能否找到一 
种满足场方程的适当简谐函数。 

如果导线都处在: r ; y 平面内，并且平 
行于: y 轴排列着，则我们可以试试下列这样的项 

4>(x, z) = F.(z)cos^^, (7. 41) 

a 

其中 a 为导线间距，而 n 为简谐数(我们已假定各导线很长，从而不会随着: y 变化）。一个通 
解应该由 n = 1, 2, 3…这样一些项之和构成。 

如果这是一个正确的势，则它应在导线上面的空间（那里没有电荷）内满足拉普拉斯方 
程，即 


_零丨 丨響 • 

t.4 


田 7-8 在带电导线构成的均匀栅上面的 
等势面 
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0 


0 = 0 . 


用式 (7. 41) 中的#对上式进行尝试，我们得出 

=^^F.(z)cos 2^ + ^cos^ = 0, 
或者说 , F » U ) 必须满足 




因此,我们就必然有 
式中 


F. = A〆 ，、 ， 



(7.42) 

(7.43) 

(7.44) 

(7.45) 


我们已找到 ：如果 存在简谐数为 n 的场的傅里叶分 M , 则^分置将按照特征距离 20 = 
a /2» rn 指数式地下降。对于第一谐波 （ n = 1>来说，每当 z 增大一个栅间隔< 2 时，波幅将下 
降—个因子 •(是 —个大的 降落） ，其他的谐波在离开檐时将下降得更快。我们看到，如果 
仅仅离开栅几个 a 的距离，场就十分接近于均匀场。也就是说，那些振荡的项都是小项。当 
然，为了给出在大 * 处的那个均匀场，就始终应该保留“零级简谐”场 

分 0 =— E„Z. 

对于通解来说，我们应当把这一项与由诸如式 （7. 41) [其中 F . 由式 （7. 44) 给出]那些项之 
和组合起来。系数 A , 应当这样调整，使得整个总和在经过了微分之后，会给出与栅格导线 
上的电荷密度 A 相符合的电场。 

我们刚才所发展的方法可以用来说明，为什么采用一个屏栅作为静电屏蔽物往往会与 
用一块坚实金属板同样优良。除非在与屏栅相距仅几倍于屏栅导线间隔的距离以内，在一 
闭合屏栅内的电场等于零。我们见到，为什么一个铜屏栅一比铜片既轻又便宜——常被 
用来保护灵敏的电学设备不受外面干扰电场的影响。 



第 8 章静电能 

§8-1 电荷的静 电能； 均匀带电球 


在力学的研究中，最有意义而又最有用的发现之一是能置守恒定律。有了力学系统的 
动能和势能表达式，我们无需考察两个不同时刻系统状态间发生的细节，而能发现两态间的 
关系。现在我们要来考虑静电系统的能量。在电学中，能置守恒原理也将为发现一系列有 
意义的事情而发挥它的作用。 

在静电学中，相互作用的能量定律十分简单。实际上，这个问题我们已经讨论过。假设 
两个电荷91和相 距〜。 在这个系统中，就存在一定能置；因为要把两电荷移到一起需 
要做出一定量的功。我们已计算过将远离的两个电荷移到一起所做的功，它为 


4lt<o>'l2 


( 8 . 1 ) 


从 ft 加原理我们也知道,如果存在许多个电荷，则作用于任一电荷上的总力，等于其他各电 


荷作用于它的力的总和。因此，可以断 定：由 多个电荷构成的系统的总能 M , 等于每一对电 
荷间的相互作用的各项之和。若 9. 和9,是任一对相距为％的电荷（图 8-1), 则这一特定电 
荷对的能 M 为： 


4兀<0〜 


(8.2) 


总静电能 U 等于所有可能的电荷对之间的能 ft 的和: 


u= 2 T^-- (8.3) 

« 有的对 4 lt < 0 r 0 

如果有一个密度为 p 的电荷分布，式 (8. 3) 的求和当然要 
用积分来代替。 

我们应关注能獄的两个方 面：一 是把能量概念 g 
-于静电学 问题； 二是运用各种不同的方法，计算能 



*8-1 一个粒子系统的静电能等 
于毎对粒子静电能的总和 


量。对某些特殊情况，有时计算所做的功比按式 （8.3) 

求和或计算相应的积分要容易。作为一个例子，让我们来计算把电荷集中到一个球体中，并 
具有均匀的电荷密度所需的能景。这一能量恰好等于把那些电荷从无限远处聚集起来所做 
的功。 

设想该球体是由一层层无限薄的球壳构成的，在过程的毎一阶段，我们聚集小量电荷并 
把它置于从 r 至 r + dr 的薄层中。继续这一过程，一直达到最后的半径<2为止(图8-2)。设 
Q , 为已建立至半径为 r 的球体上的电荷，那么把电荷 dQ 移到这个球体上面所做的功为 
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图 8-2 —个均匀带电球体的能量，可以通 
过将它设想为由一层层球壳组合成的而 
计算出来 


47c< 0 r 

若球体中的电荷密度为 …则 电荷 a 为 

Qr = p • ywr 3 , 

而电荷 dQ 为 

dQ = p • inr^dr. 

因此，式 (8.4) 变成： 

^izp 2 r A dr 


(8.4) 


dU = 


3 <0 


要把电荷聚集成整个球体，所需的总能量则等于从 r = 0至 r = a 对 dU 的积分，即 

iizp 2 a s 


U = 


15(o 


(8.5) 


( 8 . 6 ). 


(8.7) 


若希望把结果用球体的总电荷 Q 来表示，则 为： 

u = l w 

可见，能 M 与总电荷的平方成正比而与球的半径成反比。我们也可以将式 (8. 7) 理解 为：对 
球体里的所有各对点来说这个*的平均值为 6/5 a 0 

§8-2 电容器的 能置； 作用于带电导体上的力 

现在我们来考虑电容器充电时所需的能《。如果电荷 <3已从电容器的一个导体移至 
另一导体，则它们之间的势 差为： 

(8.8) 




式中 C 为该电容器的电容。电容器充电时需做多少功呢？按照上面对球体的做法，我们设 
想电容器是逐步把小的电荷增量 dQ 从它的一板移至另一板而进行充电的。转移电荷 dQ 
所需的 功为： 

dU = VdQ . 

将式 (8.8) 中的 V 代入，则可以 写成： 


dU 


= QdQ 


或者，从零电荷到最后电荷量 Q 进行积分， 则有： 



这个能量也可 写成： 


l /= - i - CV 2 . (8.10) 

若回忆起一个导电球体(相对于无限远处）的电容为 

= Aiz< 0 a , 

则可立即由式 (8. 9) 得到一个带电球的 能量： 

u = \£- a - (8 - n > 

当然这也是一个带有总电荷 Q 的薄_的能量，而且恰好就是式 (8. 7) 所给出的一个均勾 
带电球体能量的5/6。 

现在，我们讨论静电能概念的应用。试考虑下述问 题:施 于电容器两板间的力多大？或 
者.当存在另一异号电荷的导体时,绕带电导体某个轴的力矩是多少？这些问题，应用上述电 
容器的静电能式 (8. 9), 再加上虚功原理(第1卷第4、13和14章）,就不难回答。 

让我们运用这一方法来求平行板电容器两板间的作用力。若我们设想两板的间距增加 
—小 M Az , 那么外界对于移动这两板所做的机械功应为 

AW = FAz, (8.12) 

式中 F 为两板间的力。这功必定等于电容器的静电能的变化。 

根据式 (8. 9), 电容器原来的能* 为： 

[；= 丄空 
2 C . 

这能 M 的变化（如果不让电景变化的话） 为： 

使式 (8. 12> 和 (8. 13) 两者相等，则有 

FAz = 

这也可以 写成： 

FAz =- 暮厶 C. 

当然，该力是由两极板上电荷的吸引造成的。但我们不必为电荷如何分布的具体细节而操 
心,我们所需要的一切都由电容 C 来对付。 

不难看到，如何将这个概念推广到任意形状的导体以及关于力的其他分量上去。在式 
(8.14) 中，我们可用所要寻求的力的分量代替 F , 并用在相应方向上的小位移来代替 
或者，若有一个带轴的电极，而希望知道该力矩 r , 则可将虚功 写成： 


(8.13) 

(8.14) 

(8.15) 


AW = tM, 
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式中加是小角位移。当然, M 1/ C ) 必须是与相对应的 1/ C 的变化。按照这一办法，我 
们能够求得如图 8-3 所示的那种可变电容器中作用于可动片上的力矩。 

再回到平行板电容器的特殊情况，我们可应用第6 
/X 章中已导出的关于电容的 公式： 

^ XX ) D 式中 A 是每块板的面积。如果两板间距增大则 


△(士 )=5 


图 8-3 作用于一可变电容器上的 由式 (8. I 4 )可以得到作用于两板间的力为： 

力矩有多大 


= £ a - 


让我们对式 (8.17) 更仔细地考察一下，并看看能否说出力是怎样来的。若把其中一板 
上的电荷写成 

Q=aA, 


式 (8.17) 则可以重新写成 


F = ^-Q-. 


或者，由于两板间的电场为 


E 。 = !, 


于是 

F= \QEo. 

人们会立即猜想到，作用于板上的力，应等于 
板上的电荷 Q 乘以作用于该电荷的场。但我们却 

有一个令人惊奇的因子原因是， E 。 并非作用 

无电荷的场。如果设想在板表面上的电荷占据一 
薄层，如图 8-4 所示，则场将 从这一 层的内边界上 
的零变化至在板外空间里的 E 。。 作用于面电荷上 
的平均场乃是£：。/2。这就是式 (8.18) 中为什么出 

现因子 | 的原因。 

你应注意，在计算虚功时，我们曾假定在电容 
器上的电荷保持不变——即在电的方面电容器不 
与其他东西连接，从而总电荷不能改变。 

要是设想当电容器做虚位移时，其电势差保持 


(8.18) 



團 8-4 导体表面上的电场，当穿过该表面 
的电荷层时，由零变至 Eo = 




不变。那么就应当取 
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而且代替式 (8. 15) ,我们现在应有 

faz = 

它给出一个大小等于式 (8. 15) 的力（因为 Q / C ), 但却带有相反的符号！很遗憾，当我 
们把电容器和它的充电源断开时，电容器两板间的作用力肯定不会改变符号。并且,我们还 
知道，带有异号电荷的两板一定互相吸引。在这第二种情况下，虚功原理已被误用——我们 
未把充电时对电源所做的虚功计算在内。这就是说，当电容变化时，要保持电势 V 为常数， 
电荷 VAC 就必然要由电荷源来提供。但这一电荷是在势为 V 时提供的，因而保持电势不 
变的那个电力系统所做的功就是 V 2 AC 。 机械功 FAz 加上这个电功 V ^ AC 共同构成电容器 

总能量的变化 + V 2 AC 。 因此，如同上面一样, FAz 仍然是 一+ V ^ C 。 


§8-3 离子晶体的静电能 


现在，我们来考虑静电能概念在原子物理中的一种应用。原子间的作用力，一般不易测 


S , 但人们对原子的两种不同排列之间的能 S 差一比如说，化学反应 的能簠 ——却经常感 


兴趣。由于原子力基本上是电力，所以化学能大部分都是静电能。_ 


例如,让我们考虑一离子晶格的静电能。 
像 NaCl 那种离子晶体，组成它的正离子和负 
离子都可以设想成刚性球体。它们由于电的 
作用而吸引，直至开始接触，然后出现一种排 
斥力。这时，若是试图将它们推得更加接近， 
则这种排斥力就会很快增大。 

因此，作为我们的第一级近似，设想用 
一组刚 性球体来代表食盐晶体里的 原子。 
其晶格结构，已用 X 射线衍射法确定。它是 
一个立方晶格，像一个三维棋盘。图 8-5 所 
示为其一个截面图像。离子间的间隔为 
2.81 A (= 2.81 X 10-" cm )。 



图 8 -S 在原子尺度上的食盐晶体的截面 。 Na 
和 Cl 两种离子眺棋盘式的排列着，与此垂直的 
两个横截面上情况也一样(参考第1卷，图1-7> 


这一系统的图像如果是正确的，那我们就 
可以通过提出如下问题而加以核 对:把 这些离 
子完全拉开一也就是，把晶体完全拆开成各离子——将需要多少能量？这一能量应等于 
NaCl 的汽化热加上使分子分解成离子所需的能量。这个把 NaCl 分解成离子的总能量，在 
实验上已经确定为每个分子需 7.92 eV 。 通过换算 


1 eV = 1.602 X 10 - ,S J , 
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以及1 mol 的分子数，即阿伏伽德罗常量 

No = 6. 02 X 10 23 , 

也可以给出汽化能为 

W = 7. 64 X 10 s J mol 1 . 

物理化学家喜欢用 kcal 作为能量单位，每 kcal 等于 4190 J , 所以1 eV / 分子就是 
23 kcal mor 1 . 于是，化学家会说 NaCl 的离解能为 

W = 183 kcal mol -1 . 

我们能否通过计算将晶体拉开所需的功,从而在理论上得到这个化学能呢？按照我们 
的理论，这个功就是所有离子对的势能和。计算这个和的最容易的办法，是先挑选一个特定 
离子，再算出它与其他每个离子之间的势能。这将给予每个离子两倍的能置，因为这能量是 
属 一 g 电荷的。而我们所要的乃是属于某一特定离子的能量，所以应取这个和的一半。但 
我们真正要的却是每个分子的能置，而每一分子含有两个离子，因而这样算出来的和就将直 
接给出每个分子的能 ft 。 

—个离子与它最近邻的离子的能 置为* 其中 〆 =9〗/(4 t «。）， 而《2为两近邻离子的 
中心间距（这里所考虑的是单价离子）。这个能量为 5.12 eV 。 我们已看到，它为我们提供 
了一个具有正确 数世级 的结果，但距我们所需的无限多项之和，还有一段很长的距离。 

开始,我们对那些在直线上的离子的所有项求和。图 8-5 中标明为 Na 的那个离子是 
我们考虑的特定离子。现在将首先注意与它同在一条水平直线的那些离子，有两个带负电 
荷的 C 1 离子靠 它嵌近 ，每个距离均为 <2;随后有两个在 2 a 距离处的正 离子； 依此类推。把 
这个和的能 M 叫做，就可以 写出： 


U, •(—+ + 吾一音 + | 平 ...)=_¥(1-| + 士 …). (8.19) 

这一级数收敛缓慢，因而难于用数字算出，可是已经知道它等于 In 2。因此， 

Ut =-?£,„ 2 =- 1. 386 f (8-20) 

现在再来考虑位于上面的那条次近邻离子线，最靠近它的一个是负离子，距离为 a ; 随 
后又有两个正离子位于距_ 处； 下一对位于距离力 a 处，再下一对则是位于#处， 
依此类推。所以，对于这整条线就得到一个 级数： 




( 8 . 21 ) 


这样的线总共有_:在上面、下面、前面和后面。然后，又有四条在对角线上的最靠近的 
线，如此等等。' 

如果你耐心地算出所有这些线的值，然后取其和，则将求得总 和为： 

U =- 1.747 — , 
a 
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这比起在式 (8. 20) 中对第一条线所得的结果仅稍微大一点。利用/厶= 5. 12 eV , 我们 得到： 

U =- 8. 94 eV . 

这答案比实验上观察到的能量要高10%。这表明关于整个晶格是由电的库仑力维持在一 
起的观点基本上是正确的。这是我们第一次从原子物理的知识中获得有关宏观物质的一种 
特殊性质,往后还要处理更多的问题。利用原子行为的定律来理解大块物质行为的学科叫 
做固体物理学。 

计算上的误差怎么会出现的呢？为什么它不是完全正确的呢？那是由于在近距离处离 
子间的排斥作用造成的。它们并不是理想的刚球，因而当互相靠近时，将部分地被压缩。它 
们也并非很柔软，因而仅被压缩了一点点。可是，有些能置是用于使离子变形的，而当离子 
被拉开时,这能量被释放出来。拉开离子所需要的实际能量比我们算出的要稍微少一点。 

这种排斥作用有助于克服静电的吸引作用。 

有没有办法对这一项贡献做出估计呢？只要我们知道有关排斥力的定律，就可能做到 
这一点。虽然目前我们不准备对这种排斥机制的细节进行分析，但可以从某些宏观测量结 
果获得有关它的特性的某种概念。对整块晶体压缩率的测 a 结果，就有可能得到有关离子 
间排斥定律的定》概念,从而获得它对能量的贡献。用这种方法已经求得这项贡献应等于 
来自静电吸引的贡献的 1/9.4, 当然符号相反。如果从纯粹的静电能 M 减掉这一贡献，便可 
得出每个分子的离解能为 7. 99 eV 。 这与 7. 92 eV 的观测结果已较接近了，但仍未完全相 
符。还有另一件我们没有算进去的东西，那就是对于晶体振动的动能还未作出估计。若对 
这一效应也做出修正，就可获得与实验值符合得很好的结果。因此，上述概念是正确的，对 
于像 NaCl 这种类晶体的能 M 的主要贡献是静电方面的贡献。 


§8-4 核内的静电能 


现在我们将考虑原子物理中另一个有关静电能的例子，也就是原子核的电能。但在此 
之前，还得对核中把质子与中子维持在一起的主要力（叫核力）的某些性质加以讨论。在发 
现核一以及构成核的中子和质子一的初期，人们曾希望，对于比如质子与质子间的非电 
部分的强作用力，会有某个简单的定律，如电的平方反比定律。因为一旦人们确定了这个力 
学定律，以及相应的有关质子与中子、中子与中子间的力学定律，对这些粒子在核中的全部 
行为就应该能在理论上给予描述了。因此，关于研究质子散射的宏大计划启动了，希望借此 
找到质子之间作用力的定律，但经过了 30年的努力，完全没有任何结果。有关质子与质子 
间作用力的知识已经积累了相当多，但却发现，这种力可能要多么复杂就有多么复杂。 

所谓“可能要多么复杂就有多么复杂”，我们指的是该力取决于应有尽有的许多东西。 

首先，核力并非两质子间距离的简单函数。在距离大时它是吸引力，而在距离较小时则 
是排斥力。这种与距离的依赖关系，仍然未能完全搞清楚。 

其次，核力依赖于质子自旋的指向。凡是质子都有自旋，而任何两个相互作用着的质子 
都可能以同向或反向的角动置自旋着。当两自旋平行与反平行时，如图 8-6( a ) 和 （ b ) 所示， 
两者的作用力是不同的。这差别很大，并不是一个微小效应。 

第三，当两质子间的间隔在平行于它们的自旋方向上，如图 8-6( c > 和 （ d ) 时，与当间隔 
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在垂直于自旋方向上，如图中的 U ) 和 （ b ) 时，力 
的差别也相当大。 

第四，如同磁现象一样，核力依赖于质子的 
速度，只是这依存关系比起磁的情况来要强得 
多。而且,这个与速度有关的力并不是一种相 
对论效应。即使在速率远小于光速时，它仍然 
相当强。此外，这一部分力除了与速度大小有 
关外还依赖于其他东西。例如，当一质子在另 
一质子附近运动时，其轨道运动与自旋的转动 
方向同向，如图 8-6( e ) 所示，与其轨道运动和自 
旋转动反向的如图 8-6( f 〉 所示，这力是不同的。 
这叫作核力的“自旋-轨道”部分。 

在质子与中子间、中子与中子间作用力也同 
样地复杂。迄今为止，我们还不知道这些力后面 
的机制——也就是任何理解它们的简单途径。 
可是，存在一个重要方面，核力比其可能有的性质较为简单。这就是，两个中子间的接 
力与质子与中子间的核力彼此相同，与两质子间的核力任何核作用的悄况中，如 i 
我们用一个中子去代替质子（或者相反），核的相互作用不会 改变。 这种相等性的“基本原 
因”还不清楚，但它是也可以推广到其他强相互作用 
粒子一诸如 it 介子及“奇异”粒子一的相互作用 
定律去的重要原理的一个例子。 

这一事实可用相似的核中各能级的位 H 漂充地 
显示出来。考虑一个像 " B (硼 11) 的核，它是由5个 
质子和6个中子构成的。在这个核中这11个粒子 
以 M 复杂的舞蹈方式互相作用。现在，在所有可能 
的相互作用中存在一种具有 fi 低可能能置的组态， 

那就是核的正常态，称为基态。如果核被扰动（比方 
说受一高能质子或其他^撞击），它将跃迁到称 
为 激发态 的其他任何一个组态上去，每一激发态都 
将高于基态的特征能量。在核物理研究中， 

像在利用范德格拉夫起电机[例如在加州工学院的 
凯洛格 ( Kellogg ) 和斯隆 ( Sloan ) 两实验室]所做的研 
究中，这些激发态的能量以及其他性质都可以由实 
验加以测定。关于的15个已知的最低激态的能 
量表示在图 8-7 左边的一维图表上，那根最低的水 
平线代表基态。第一激发态拥有高于基态 2. 14 
MeV 的能量，第二激态则有比基态高出 4.46 MeV 
的能量，如此等等。核物理的研究试图对这一相当 
复杂的能置图案找到解释，然而直到如今，关于这种 



K 8-7 n B 和 " C 的能级（以兆电子伏 
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图 8-6 作用于两质子间的力取决于每一个 
可能参数 
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核能级的完整而普遍的理论却还未找到。 

如果把 " B 中的一个中子换成质子，则会得到一个碳的同位素 UC 的核。这 1 iC 的最低 
16个激态的能董也已测量出来，它们被描画于图 8-7 中的右边（虚线表示那些实验结果尚 
属可疑的能级）。 

看看图 8-7, 我们便知道，在这两种核的能级图案之间存在着惊人的相似性。第一激态 
位于基态之上约2 MeV 处。从第一激发态到达第二个激发态有一个大小约为 2. 3 MeV 的 
能隙，然后仅以一个大小为 0.5 MeV 的小跳跃就到达第三激发态。在第四至第五个能级间 
又再有一个大的 跳跃； 可是在第五与第六两能级之间则只有0: 1 MeV 的小间隔了，如此等 
等。在约第十个能级之后，这种对应性似乎消失，但若用其他的规定特性——诸如角动量以 
及凡足以使其额外能《遭到损失的东西一来标明能级的话，则这种对应性就仍可以见到。 

在 " B 和 " C 的能级图案间的惊人相似性肯定不仅仅是个巧合，它必然揭蕗了某个物理 
定律。事实上，它显示出 ：即使 在核内的复杂情况下，用质子代替中子仅造成十分微小的变 
化。这只能意味着中子与中子、质子与质子之间的力必定几乎全同。只有这样，我们才会期 
望，拥有 5 个质子与 6 个中子的核的组态同拥有 6 个质子与 5 个中子的核的组态彼此相同。 

注意，这两种核的性质还未告诉我们有关中子与质子间作用力的情况.这两种核中的中 
子与质子的组合数目相同，但若比较另外两个核，比如拥有6个质子与8个中子的 “ C , 同拥 
有7个质子与7个中子的 “N, 我们又会找到能级相似的对应性。因此，可以 断定： ^ 
与 M 这三种力在它们所有的复杂性上都相同。关于核力定律竟存在这么一个意想不到的 
原理。尽管每对核粒子间的力十分复杂，但这三种可能不同的对之间的力却是相同的。 

但某种小的差别仍然存在，能级并不严格对应.并且， n C 基态的绝对能 ft (它的质 M ) 
比 "B 的基态绝对能 a 高 1.982 MeV, 所有其他能级在绝对能慑上也高出这么多。因此，这 
些力并不完全相等。可是我们知道得很清楚，整个力并不严格相等.由于每个质子都带正电 
荷，所以两质子之间就存在着曳力，而在两个中子之间就不存在这种电力。我们或许能够通 
过 11 B 和 U C 这两种情况中质子间电相互作用不同这一事实来解释它们间的差别？或许甚 
至能级上其余的小差别也是由这 一电效 应所引起的？既然核力比电力强得那么多，电效应 
对于各能级上的能量就只应该有小的微扰影响。 

为了核对这个概念，或毋宁说是要找出这一概念的后果如何，我们首先考虑这两种核 
的基态 能量的 差别。为选取一个十分简单的模型.我们假定核是含有 Z 个质子、半径为 r 
(待定）的球体。如果认为核像一个具有均匀电荷密度的球体，那么会预料到[由式 
(8.7)] 其静电能为 

u = ( 8 . 22 ) 

5 An< 0 r 

式中 9, 为质子的基本电荷。由于在 "B 中 Z 为 5, 而在 1 iC 中 Z 为 6, 所以它们的电能将是 
不同的。 

然而，就具有这种小数目的质子来说，式 (8. 22) 并不十分正确。如果假定各质子是几乎 
均匀地分布在球体中的各点，并计算所有这些质子对间的电能，则将发现，式 (8. 22) 中 Z 2 那 
个置应由 Z(Z-l) 代替，因而能量为 

立 Z(.z-l)ql = 2 Z(Z-\)e l 
5 5 r 


(8. 23) 
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若已知半径 G 就可以利用式 (8. 23) 求出 11 B 与 HC 之间静电能的差。但我们却要倒过来计 
算，即利用所观测到的能量差来算出半径，假定这能量差全都起源于静电方面。 

可是，这并不完全正确。 U B 与 U C 基态间的能量差 1. 982 MeV 还包括所有各粒子的静 
能——即能量在从 " B 变成的过程中，我们是用一个质量较小的质子和一个电子 
来代替一个中子的。因而部分能量差就是一个中子与一个质子加一个电子的静能之差，它 
等于 0. 784 MeV 。 为了用静电能来说明能量差，因而这能量差应比 1. 982 MeV 还要多，即 

1. 982 + 0. 784 = 2. 766 MeV . 

把这一能置数值代入式 (8. 23) 中，便可找出 U B 或的半径为 

r = 3. 12 X 10 -3 cm . (8. 24) 

这个数值到底是否具有任何意义？要弄清楚这一点，我们应拿它同这些核半径的某些 
其他测量结果做比较。例如，可以通过观察核是如何散射快速粒子而对它的半径做另一种 
测量。事实上，从这样的测置已经发现所有各种核中的物质密度都几乎相同，也就是说，它 
们的体积与其所含有的粒子数成正比。若令 A 为核中质子^^?¥的总数（这是一个与其质 
量非常接近成正比的数目），那么已经找出半径可由下式 给出： 

r = A 1/3 r 0 , 

其中 

r 0 = 1. 2 X 10-' 3 cm . 

从这些测 S 结果我们发现一个 " B (或一个 " C ) 核的半径预期为 
r= (1.2X 10- ,5 )(11) ,/5 cm = 2. 7 X 1(T U cm. 

把这一结果与式 (8. 24) 做比较，就可见 " B 与 " C 的能 ft 差乃起因于静电方面的假设是 
相当良好的，差异只有约15%(作为我们的第一次核计算来说，这结果并不算坏！）。 

产生差异的原因可能是这样，按照对核的现代理解，偶数的核粒子——在 " B 中是5个 
中子与5个质子一会形成一个核心，当另外一个粒子加入到这个核心时，它会在该核心外 
面绕行以形成一个新的球形核，而不是被吸收到里面去。如果是这样,对于加入质子情况我 

们应取不同的静电能。对于 " C 比 " B 超过的能置，我们应该仅仅取这是在该核心之 

外再添加一个质子所需的能量。这个数值只不过是式 (8. 23) 所预期的数值的5/6,所以对 
半径的新的预期值就只有式 (8. 24) 的数值的5/6,该值就更接近于直接测量的值。 

从结果彼此相符这一事实就可以得出两个结论。其一是，电的定律在小至 ltr 13 C m 的 
范围内看来仍然 适用； 另一是，我们已经证实了质子与质子、中子与中子以及质子与中子之 
间力的非电部分全都相等这一引人注目的巧合。 


(8. 25) 

(8.26) 


§8-5 静电场中的能置 


现在来考虑计算静电能的其他方法。这些方法全都可以从基本关系式 (8. 3) 推导出来， 
该式将每个电荷对的相互作用能对所有电荷对求和。首先，我们希望写出有关电荷分布的 
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能量表达式。按照常规，认为每个体积元 dV 含有电荷元 p dV。 于是式 (8. 3) 将写成 



户(1)〆 2 ) 

47r<on2 


dV,dV 2 . 


(8. 27) 


注意 :之所 以要引入因子•，是因为在对 dV, 和 dV 2 的双重积分中，我们已把所有电荷元 

对都计算了两遍（没有任何方便的办法可以写出一个能跟踪电荷对，以使每对仅算一次的积 
分式）。其次,我们也注意到，式 (8. 27) 中对 dV 2 的积分恰好是点 （1) 处的势，即是 



因而，式 (8. 27) 便可以写成 

1/ = 1)^(1 )dV,. 

或者，由于点 (2) 已不再出现了，便可以简单地写成 

u= \\pi>AV. 


(8.28) 


这一方程可做如下说明。电荷〆V的势能等于这电荷与其所在处势的乘积，因此，总 
能 M 就是对知 dV 的积分。但又有因子这仍然是需要的，因为我们把能量计算了两遍。 

两个电荷间的相互作用能等于其中一个电荷乘以其所在点由另一电荷产生的势。或考，这也 
可认为是第二个电荷乘以该点由第一个电荷产生的势。于是对于两个点电荷来说，我们写成 


或 


U = qiH^) = q\ 


4iu 0 r 12 ’ 


U = q 2 H2) = q 2 


4m 0 n2. 


注意，我们也能写成 


l/= j[ 9i ^(1)+<7^(2)]. 


(8.29) 


式 (8. 28) 中的积分部分对应于 （8. 29) 中括弧内的两项。这就是为什么我们需要那个因子 
■的原因。 

—个有趣的问题 :这静 电能究竟位于何处？或许我们也会问 :谁在 乎呢？提出这样一个 
问题有什么意义？如果有一对相互作用着的电荷，则该组合就有某个能置。我们是否有必 
要说出该能量定位于其中某一电荷处、或另一电荷处、或两个电荷处、或两个电荷之间？这 
些问题可能不具有任何意义，因为我们实在只知道总能量是守恒的。能量定位在某处的概 
念并非必要。 

然而 ，一 般说来，假定能说出能量位于某处，确实具有意义，如同热能那样，那么，我们就 
应该对能置守恒原理用如下的概念加以推广，即如果在一个给定体积内的能置变化了，我们 
应该能够通过流进或流出该体积的能量来说明这种变化。你认识到，如果某些能量从一处 
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消失而在另一遥远处出现，在其间并没有任何东西正在通过（也就是说，没有任何特殊的现 
象发生），则我们先前关于能量守恒原理的提法仍然完全正确。因此，目前我们正在讨论关 
于能量守恒这一概念的推广，也许可以称为局域性能量守恒原理。这样的一个原理会 说:在 
任何给定体积内能量只能依据流进或流出量来变化。能量确实有可能是按这一方 
式局域守恒的。如果事情果然是这样，我们应有一个比起总能量守恒那种简单提法详细得 
多的定律。实际情况是，在自然界中能量是局域守恒的。我们能够找到关于能量在哪里以 
及它如何从一处跑到另一处的公式。 

能够说出能量在哪里是重要的事情，还有 一个物 理上的原因。按照引力理论，所有质量 
都是引力之源。我们也知道，根据式£= me 2 , 质置与能量彼此等价。因此，所有能量就都 
是引力之源。要是我们不能够指明能量的位置，也就不能够指明质 M 的位置。我们将不可 
能说出引力场的源究竟位于何处。因而引力理论将是不完整的。 

若把我们限制在静电学的范围里,确实无法说出能量的位置在哪里。电动力学完整的 
麦克斯韦方程会向我们提供多得多的知识(尽管此时答案严格说来仍不是唯一的），因此，我 
们将在后面一章中再详细讨论这个问题，现在仅仅给出在静电学的特殊情况下的那种结果。 
能量在电场所在的空间里，这似乎很合理，因为我们知道，当电荷加速时它们会辐射出电场 
来。我们愿意这么说，即当光或无线电波从一点传播至另一点时，它们随身带着能量，但是 
在这些波中却没有电荷。因此喜欢把能 摄定域 在电磁场所在的地方，而不是在其发出来的 
电荷那里。于是我们不用电荷而是用由电荷所产生的场来描述能置。事实上，能够证明式 
(8. 28) 在数值上等于 

U = -|-|e - EAV. (8.30) 

于是,可把此式解释 为:当 电场存在时，在该空间里就定域了能 S ,其密度(单位体积能 ft ) 为: 

“=专£.£ =手 (8.31) 

这一概念如图 8-8 所示。 

为要证明式 (8. 30) 与静电学定律一致，我们现在把曾在第6章中得到的有关 p 与多 


引入 (8. 28) 式，因而得到 

U =~ Y ^^ V - (8. 32) 

写出被积函数的各个分量后，可见到 

= + h{* d £)~ [fz) z 

=▽. - (W). 


于是我们的能量积分为 


(8. 33) 
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C / = y |( V | l ) - ( W ) dV -^- Jv - WWdV . 

可以利用高斯定理把第二个积分变成一个面 积分： 

Lsi V " = ■ nda - (8. 34) 

我们要在所有电荷都被放置在某个有限距离 
内的假定下，对面积伸展至无限远处（从而使体积 
分变成对全部空间的积分）的情况计算该面积分， 

进行积分的简单办法乃是取一个具有巨大半径而 
其中心位于坐标系原点的球面。我们知道，当离 
所有电荷都很远时，彡会随 1/ R 变化，而则按 
1/ R 2 变化(如果那里分布中的净电荷为零，则这两 
项均将随 R 下降得更快）。由于该巨大球面的面 
积随 K 2 增大，当球面的半径增大时，那面积分将 
按照 (1/ R )(1/ R 2 ) R 2 = (1/ R ) 而下降。因此，如 
果把全部空间都包括在我们的积分之内 
则该面积分将趋于零，而结 果为： 

U = ^-[ ( W ) - ( Vji)dV = E - EdV . (8.35) 

全全 * SM 

由此可见，对于任何电荷分布，我们总能将其能鲎表达为对场中能量密度的积分。 

§8-6 点电荷的能置 

我们的新关系式 (8. 35) 说明，即使单个点电荷 9 也将有若干静电能量。在这种情况下， 

电场是由下式给 出的： 

E= W 3 ' 

因此，在距离电荷 r 处的能置密度为 

<oP = Q 2 
2 _ 32W 

我们可以取一个厚度为 dr 、 面积为的球壳作为体积元。总能量为 

t /= Lw dr =_ 8 fe 7 L 0 - (8 - 36) 

现在对于在 r = OO 的上限毫无困难。但对于一个点电荷来说，我们本应从下限 r = 0 
积起，而这会给出一个无限大的数值。式 （8. 35) 讲:在 一个点电荷的场中会有无限大的能 
贵,尽管我们过去是从只在点电荷之间才有能量那种观点出发的。在我们原来关于一群点 
电荷的能量公式 (8. 3) 中，并未把于其本身的任何相互作用能包括在内。实际发生的 



图 8-8 在电场中毎一体积元 dV = drd ; yd * 
含有能 
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情况乃 是：当 我们转变到电荷的连续分布、即式 (8. 27) 时，就曾计入了每一无限/〗、电荷与所 
有其他无限小电荷之间的相互作用能。同一计算也包括在式 (8.35) 之内 ， i ¥ i 将其应用 
于有限多点电荷时，我们已把从无限小部分电荷聚集起来所要的那种能量也包括进去了。 
事实上，我们将注意到 ：若应 用有关一个带电球体的能量表示式 (8. 11), 并让其中半径趋于 
零，则我们也会获得式 (8. 36>中的那种结果。 

必须断言，把能量定域在场中的那种概念同存在点电荷的假设是彼此不相容的。一种 
摆脱困难的办法应该说明，像电子那样的基本电荷并不是 一些点 ，而实际上是电荷的微小分 
布。或者，本来我们也可以这 样讲: 在十分微小的距离内，电学理论已有些错误，或局域能量 
守恒的概念有点不对头。对于这两种观点中的任一个观点都存在困难，这些困难从未得到 
克服，一直遗留到今天。此后在某个时候，当我们已讨论过诸如电磁场中的动量那样一些附 
加概念之后，就将对在理解大自然时所碰到的这些基本困难给予更全面的估量。 



第 9 章大气中的电学 

§9-1 大气的电势梯度 

在寻常的日子，平坦的旷野或海洋上，当从地面垂直上升时，电势将每米增加约100 V 。 
这样，在空气中就有一个竖直的100 Vm 1 的电场。这电场的符号与地面上带负电相对应。 
这意思是说，在室外, 在你舞 子的高度上就有高于你脚下200 V 的电势差！你也许会问 ：“为 
什么我们不正好在人体外空气中一米的距离上安装一对电极，就可利用这100 V 来点亮电 
灯？”或者你也许会觉得奇 怪:“ 是否离的在我的奂子和脚底之间就会存在200 V 的电势差， 
那为什么当我出门上街时不会受到 i 3?” 

我们先来回答第二个问题。你的身体是一个相当好的导电体，当你与地面接触时，你和 
地面将趋于形成一个等势面。通常等势面平行于地面，如图 9- l ( a ) 所示，但当你站在那里 
时，这些等势面就会变形,而场看来像图 9- l ( b ) 所示的样子。因此，在你的头与脚之间有非常 
接近于零的电势差。有一些电荷会从地面走向你的头部，从而 改变着 电场。它们有些会通过 
从空气中积累的离子而放电，但由这些过程形成的电流十分微小,因为空气是一种不良导体。 







图 9-1 (*) 在地面上的电势 分布； （ b ) 在室外平坦地方人身附近的电势分布 


如果把某件东西放在那里就会改变电场，那我们怎么能够测量这样的电场呢？有几种 
测量办法。一个办法是，把一个绝缘好的导体罝于高出地面某个距离处，并让它留在那里一 
直到它的电势与空气的电势相等时为止。如果它在那里停留得足够久，则空气里的微小导 
电性会让电荷漏出该导体（或漏到该导体上去），直到它取得在它的高度上的势为止。然后， 
再把它带回到地面上，并测 ft 当这样做时势的改变。一种较快捷的做法是令该导体为一个 
稍有点儿泄漏的水桶。当水珠滴下时，会带走任何超额电荷，因而该水桶与空气的势将趋向 
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于相同（正如你所知道的，电荷分布于表面，当水珠漏出来时，“表面各部分”就会拆散）。我 
们可用一个静电计来测量水桶的电势。 

还有另一种直接测 ft 电势搜度的方法。由于存在电场，所以在地面上就会有面电荷 

(<r = < cE ) a 如果放置一块平坦金属板在地面上 
并把它接地，负电荷就会在它上面出现[图 9-2 
( a )]。 现在若再对这块板覆盖上另一块接地的导 
体 B , 则电荷将会出现在这一块遮盖板上，而原来 
那块板 A 却没有电荷了。当我们把 B 盖上时，测 
量从 A 流向地面的电流（比方用一个连接于接地 
导线上的电流 计）， 便能找出原来在那里的电荷 
密度，所以也就求得了电场。 

在建议 r 如何才能测量大气中的电场后，我 
们现在继续来对它进行描述。首先，测 tt 的结果 
表明： 当我们升向高空时这个场持续存在，但它 
会逐渐减弱。在约50 km 的高度上，这电场变得 
十分微弱，因而大部分的势差(对£：的积分）都发 
生在较小高度上。从地面起一直到大气顶部总 
势差约为400 000 V 。 

大气中的电流 

除了电势梯度以外，另一个可以测《的东西就是大气中的电流。这电流密度很小一 
通过与地面平行的每平方米面积约有10 P A 。 空气显然不是完美的绝缘体，而由于这一导 
电性,一个微小电流一由刚才所描述的那种电场所引起的一就会从天空流向大地。 

为什么大气会有导电性？原因是，这里或那里的空气分子中存在个别离子一比如已 
获得了一个额外电子、或也许丧失了一个电子的氧分子。这些离子并不保持为黾独的分子 
状态，它们由于带有电场而经常会把几个其他分子聚集在其周围，于是每一离子就成为一小 
团块，与其他团块一起，在电场中到处漂移一缓慢地移上移下——形成所观察到的电流。 
这些离子从哪里来的呢?最初人们猜测这些离子是由地球的放射性产生的（已经知道，从放 
射性材料发出的辐射会把空气分子电离而使空气导电）。像卩射线那样的粒子，从原子核出 
来之后会跑得那样快以致把电子从空气里的原子中扯去，从而留下离子。当然，这就暗示 
着：要 是我们升至较大高度，便会发现电离作 
用较少，因为放射性全都蒇在地表上的尘土 
之中——在镭、铀、钾等的痕迹中。 

为了检验这一理论，有些物理学家带着 
仪器乘气球上升去测量空气电离度（赫斯， 

1912年），但发现的情况相反一单位体积里 
的电离度随高度而增加（仪器与图 9-3 所示 
的相类似，两块金属板周期性地被充电至一 



图 9-3 »量由于离子运动所引起的空气导电性 


接地导线 


v 

( a ) 


金厲板 J 



图 9-2 ( a >— 块接地金厲板与相同面积的 
地面带有相同的面 电荷； （ b ) 如果这块板又 
给另一块接地的导电体甩盖矜，则它便不 
会有电荷。 

§9-2 
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电势 V 。由于空气的导电性，这两块板将慢慢地放电，这放电率用静电计测量）！这是一个 
最神秘的结果——在关于大气电研究的整个历史中最为戏剧性的发现。事实上，该结果是 
如此具有戏剧性，以致需要一门全新的学科分支——宇宙射线学。大气电本身仍保留它的 
不太戏剧性的地位.电离作用显然是从地球以外的某种东西产生的。对于这一来源的研究， 
导致了宇宙线的发现。我们现在不讨论宇宙线这一学科，只是说明宇宙线会维持离子的供 
应。尽管离子经常会被清除掉，但新的离子却总会由外面来的宇宙射线粒子创造出来。 

为准确起见，我们必须说，除了由分子形成的离子外，还有其他种类的离子。微小的灰 
尘，像十分细小的粉末微粒,会漂浮于空气中并带了电。它们有时被称为“核”。例如，在海 
面上当一个波浪破碎时，小小的浪花就会飞溅到空中。当一颗这样的水珠蒸发时，它将留下 
一个无限小的 NaCl 晶体浮荡于空气中。此后，这些小晶体可能会拾取电荷而成为离子，它 
们被称为“大离子”。 

那些小离子——由宇宙线形成的一最易于移动。由于它们那么小，就会在空气中运 
动得相当快一在100 VnT 1 (或1 VcnT 1 ) 的场中其速率约为1 cms 那些大得多而又重 
得多的离子，运动起来就缓慢得多。事实是，倘若空中有许多个“核”，它们会从那些小离子 
上拾得电荷。此时，由于“大离子”在场中运动得那么慢，总电导率就降低了。因此，空气的 
电导率是很容易变化的，因为它对空气里存在的灰尘份 M 很敏感。在陆地上这样的灰尘比 
在水面上多得多，因为风会刮起尘埃，或在那里人类会把各种污染抛入空气之中。这并不奇 
怪，日复一日，从此地到彼地，靠近地面的电导率变化得很厉害。在地面任何特定的地点所 
观测到的电压梯度也变化得很大，因为在不同地方从高空流下来的电流大致相同，而只是 
由于靠近地面处多变的电导率引起了电压梯度的差异。 

起因于离子漂移的空气电导率也随着高度上升而增加得很快一由于两个原因。首 
先，由宇宙线引起的电离作用随高度 增加； 其次，当空气密度降低时，离子的平均自由程增 
大，从而在碰撞之前,它们能够在电场中跑得较远一结果使电导率随高度增加得很快。 

虽然空气中的电流密度只有每平方米几皮安，但由于大地表面有许许多多的平方米，以 
致在任何时刻流至地面的总电流很接近于1 800 A 这一常数。当然，这个电流是“正” 
的——它把正电荷带到地面上。因此，我们就有400 000 V 的电压供应，并伴有1 800 A 的 
电流一功率达七亿瓦！ 

随着这么大的电流流下来,在地面上的负电荷会被很快放电。事实上，只需约半个钟头就 
使整个大地都放了电。但大气电场自从它被发现以来已经不止半个钟头。它到底是怎样得到 
维持的呢？什么东西在维持着电压？这电压存在于地球与什么东西之间？问题多得不胜枚举。 

地球是负的，而空气中的电势是正的。如果你升得够高，那里的电导率会大得使水平方 
向电压变化的机会不多。对于我们所谈及的时间尺度 
来说,空气实际上已变成了导体。这发生在50 km 左右 
的高空上。这一高度还没有所谓“电离层”那么高，在电 
离层中有由日光的光电现象所产生的大量离子。尽管 
如此，对于我们有关大气电的讨论来说，在约50 km 的 
高空处，空气已变得足以导电，以致可以想象在这一高 
度上实际存在一个理想的导电面，电流从那里流下来。 

这种情况的图像如图 9-4 所示。问 题是： 正电荷怎样会 困9-4在晴朗大气中的典型电状态 
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维持在那里？它是怎样被泵回去的？既然它已降落到地面上，总得想办法把它泵回去才行。 
这是人们在相当长一段时间内有关大气电的最大困惑之一。 

我们能够得到的每一点信息都会提供关 
于某事物的线索,或至少会告诉你关于它的某 
些情况。这里就是一个有趣现象 ：比方 ，若在 
海面上测量电流（它比起电势梯度来更为稳 
定），或者在严格条件下进行测量，并十分小心 
地对结果加以平均，除去不规则的变化，我们 
发现，仍然逐日变化。对在洋面上许多测量结 
果的平均，显示出一种大致如图 9-5 所示的那 
种跟随时间的变化。电流约有士 15%的变化， 
而在伦敦时间毎天下午7时变化最大。事情 
的奇怪方面是 :不论 你在％ g 测最电流一是 
在大西洋、太平洋或北冰洋上一总是当伦敦 
的钟在下午敲7点时电流就达到它的峰值！全世界，电流总是在伦敦时间下午7时达到极 
大，而在伦敦时间上午4时则达到极小。换句话说，它取决于地球的绝对时间，而不萆取决 
于进行观测地点的当地时间。从一个方面说，这并不见得神秘，它与我们的下述5!^•致， 
即在大气顶层有极高的横向电导率，这使得从地面至顶层间的电势差不可能按地域改变。 
任何电势变化都应该是全球性的，而事实确搓如此。因此，我们现在所知道的就是，在“顶” 
面的电势随地球的绝对时间升降15%。 



6 12 18 
时间（格林威治平 均时） 


图 9- S 在晴朗的日子里，在海洋上大气电 
势梯度的平均日变化(参照格林威治 时间） 


§9-3 大气电流的来源 

其次，我们必须谈谈关于从“顶”层流至地面持续对地球充负电的那种巨大负电流的来 
源，承担 这一任 务的电池组究竟放在哪里？这电池组如图 9-6 所表示。充电是通过雷暴雨 
和闪电来实现的。事实证明，那些闪电并不会使我们刚才谈及的电势"放电 ”( 起初你或许会 
这样猜测的）。雷雨把色电荷带至地球上。每当一次闪电落下时，十之八九会把大置负电荷 
带至地球。正是全世&这些雷暴雨经常以平均1 800 A 的电流把地球充起电来，然后它 
通过天气好的那些地区逐渐放电。 

整个地面每天约有四万次雷暴雨，而我们可将其想象成会把电荷泵至上层以保持其电 
势差的电池组，然后计入地面的地理因素一在巴西每天下午总有雷暴雨及在非洲热带地 
区的雷暴雨等等。人们已经对在任何时候世界范围内落下多少次闪电做了估计，不用说他 
们的估计多少总会同电势差方面的测量结果相符 ：在整 个地面上雷暴雨活动的总量在伦敦 
时间下午7时达到最高。然而，关于雷暴雨的估计十分难于做出，而只是在人们知道了必须 
发生那种变化之 g 才做出该估计的。这些事情十分困难，因为我们无论在海洋上或在全世 
界所有各地区，都没有做过足够多的观察以准确地弄清楚雷暴雨发生的次数。但那些认为 
他们“做得对”的人都曾得到这么一个结果，即在世界范围内每秒发生一百次闪电，在格林威 
治平均时间下午7点钟雷暴雨活动达到顶峰。 

为了了解这些电池组是怎样工作的，我们将详细地考察一次雷暴雨。在雷暴雨过程中 
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围 9-6 产生大气电场的机制[由 William L . Widmuyer 拍的照片】 


到底发生了什么？打算就迄今已知道的给予描述。当我们进入实际自然界——而不是一些 
想象中的理想导电球体存在于我们所能够非常热练地加以解决的其他球面之内一这种令 
人惊奇的现象时，我们就发现不懂的东西非常多。任何曾经经历过雷基雨的人都会感到一 
种享受，或吃了一惊，或至少也发生过某种激动吧。而在自然界中那些会引起激动的地方， 
我们发现一般都存在与此相应的复杂性和神秘性。目前并不可能对笛》雨的行为做出准确 
描述，因为我们懂得的仍然不太多。但我们愿意尝试对所发生的事悄稍微描述一下。 

§9-4. 雷暴雨 

首先，一场普通的雷暴雨是由若干个彼此相当靠近却又几乎互为独立的“盒形区域”构 
成的。所以，最好是每次仅仅分析其中的一个盒。所谓“盒形区”指的是一个在水平方向上 
占据有限面积的区域，而全部基本过程都会在此中发生。通常会有几个盒子靠在一起，而在 
每一个中所发生的现象又约略相同，尽管可能在时间上有所不同。图 9-7 以一种理想的方 
式指示出在雷暴雨的最初阶段这样一个盒子会出现的形态。结果表 明：在 '我们即将描述的 
条件下，空气中某处会出现普遍的空气上升，越接近顶层速度就越大。当底层的温暖而又潮 
湿的空气上升时，它会被冷却而其中的水蒸气发生凝结。图中那些小星星代表雪花，而小点 
点则代表雨，但由于向上冲的气流足够强而这些雨滴和雪花又足够小,因而在这一阶段雪和 
雨都不会落下来，这是开始阶段,还不是真正的雷暴雨——在这种意义上地面上还未发生过 
任何变化。当暖空气上升的同时，还会把旁边的空气也吸引过来——这是许多年来一直被 
忽略的一个要点。于是，不仅下面的空气会升上来，而且还有从侧面来的一定份量的 空气。 

为什么空气会像这样上升呢？正如你们所知道的，高度越高空气就越冷。堆面被太阳 
晒热，而这些热量再辐射至天空中则要依靠大气高层中的水蒸气，因此，在高空空气是冷 
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的——十分寒冷一较低的地方它较温暖。你 
可能会说 :“那 么事情很简单，暖空气比冷空气 
较轻,因而这个组合在力学上是不稳定的，这样 
暖空气便会上升。”当然，如果在不同高度空气 
的温度不同，那它在热力学上是不稳定的。要 
是让空气本身无限久地不受影响，则空气全部 
会达到相同的溫度。可是，它并非不受干扰，太 
阳(在白天）总会向它照射。因此，问题确实不 
是一个热力学平衡的问题，而是一种力学平衡 
问题。假设我们——像在图 9-8 所 fS * 那样 
——把空气温度相对地面上的高度做一曲线， 
在通常情况下，会得到沿一条像图 9-8 中 （ a ) 那 
样的曲线下降关系，当高度增大时温度下降了。 
大气怎样才能得到稳定呢？为什么下层的热空 
气不会简单地上升到冷空气中去？答案是这样 
的：假 如空气上升，压强就会下降，而要是考虑 
一特定区域里的空气正在上升，则它将绝热膨 
胀(没有任何热置会进出该区，因为在我们这里所考虑的那么大的尺寸内，将不会有时间让 
大批热置流 动）。 于是这个区域里的空气当升高时就会变冷.像这样的绝热过程会给出一条 
如图 9-8 中曲线 ( b ) 那样的温度与高度关系。任何从下面升上来的空气比它进入的环境瘦 
g 要这样就没有理由让下层的热空气升上来.假如真的升起的话，它将冷却到其温度 S 
原来已在该处的空气低，则会比那里的空气重，因而刚好一升上来就要再降落下去了。在一 
个美好、睹朗的日子里湿度很低，此时大气中存在某个温度下降率，这一般比由曲线 （ b ) 所 
表示的那“极大稳定梯度"要低些。空气是处在一个稳定的力学平衡状态中。 

另一方面，要是我们想起一个里面含有许多水汽的部分空气正在上升，那么它的绝热冷 
却曲线就将不同。当它膨胀而冷却时，其中的水蒸 
气将会凝结，而这些正在凝结的水会释放出热量。 

因此，潮湿空气并不像干燥空气冷却得那么厉害。 

所以如果比平均湿度高的那种空气开始上升，则其 
温度将按图 9-8( c ) 那样的曲线下降。它将变得冷 
一些，但仍比同一高度的周围空气要暖和。如果一 
个区域中存在温暖的湿空气，并由于某种原因开始 
上升，则它始终比周围的空气要轻而温暖，所以将 
继续升高直到升达很高处为止。这就是使雷暴雨 
盒中的空气上升的机制。 

多年来，关于雷暴雨盒的解释就只是这样。但 
此后的测量结果表明，云层里不同高度的温度并不 
会像曲线 （ c ) 所示的那样高。原因是 ：当湿 空气的 
“气泡”上升时，它会从其周围捕捉到一些空气，并 



图 9 -8大气温度。 （ a ) 静态 大气； （ b ) 干 
燥空气的绝热冷却；潮湿空气的绝热 
冷却； （ d ) 潮湿空气与一些周围空气混合 
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围 9-7 在最初发展阶段中的一个笛暴兩盒 
[转教自美国商业部气候局报告,1949年6月] 
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为这些空气所冷却。温度对高度的关系看来就更像曲线 ( d )， 与曲线 ( c ) 相比，它与原来的曲 
线 ( a ) 要接近得多。 

当上述对流发生了之后，雷暴雨盒的截面看来就像图 9-9 那样。我们已有了所谓“成 
熟”的雷暴雨了。在这个阶段，向上冲的气流非 
常迅猛，一直升达10 000-15 000 m ——有时比 
这还要高得多。具有凝结特点的雷暴雨盒顶部 
会一直向上爬至高出于一般云端之外，由一股通 
常约每小时60 mile 的向上气流来完成。当水汽 
被带上去而凝结时,它形成了一些迅速被冷却至 
0* C 以下的小水滴。它们本应该凝固，但并不立 
即凝固一它们已经是“过冷”了的水点。只要 
不存在足以使结晶过程开始的一些“核”，水及其 
他液体往往会在结晶之前冷却至凝固点之下。 

只有当一小块物质、例如一小块 NaCl 晶体存在 
时，水滴才会凝成一小冰块。此后平衡是这样建 
立的，即水滴蒸发而冰晶生长。于是，在某一时 
刻水会迅速消失，而冰迅速形成。并且,在水滴 
与冰粒之间也有可能直接相撞——那些过冷的 
水便粘上冰粒，从而使它突然结晶。所以在云体 
膨胀的某一时刻会有大的冰粒迅速累积起来。 

当这些冰粒足够重时，它们穿过上升的空 
气开始降落——它们变得太重，以致那向上的 
气流支持不住。当冰粒落下来时，会连同一点 

儿空气也带下来，因而就开始了一股向下刮的气流。而足够奇怪的是，很容易看出当这种下 
刮之风一旦开始了之后，便将继续保持。现在空气正在冲下来！ 

注意，图 9-8 中那条代表云里实际温度分布情况的曲线 （ d ), 要比适用于潮湿空气的曲 
线 ( c ) 稍微陡些’。所以，如果有湿空气落下来，则它的温度将按曲线 （ c 0 的斜率降落，只要 
下降得够多，它的温度便会@于其周围的温度，如图中曲线 ( e > 所指出的。当它一旦那样做 
时，它的密度便会比周围的空气大，因而将继续迅速下降。你们会 说:“ 那是一种永恒运动。 

起初你曾争辩说空气应该上升，而当你确已把它升到那里时，却又同样巧妙地争辩说它应该 
下降”。但它并不是永恒运动。当情况不稳定而暖空气必须上升时，显然就得有某种东西来 
代替该暖空气。同样确实的是，下降的冷空气会有力地代替那暖空气，但你认识到，那下落 
的并不是原来的空气。早期的论据认为有某种特别的云，它上升时并不会挟带旁边的空气， 

而在了之后就又降落下来，这确有某种令人迷惑不解之处。这种论点需要雨来维持那 
向下的气流——是一个难以罝信的论据。一旦我们认识到有不少原来空气会混杂于上升的 
空气之中，则热力学论据就足以表明原本处于某一高处的冷空气会降落下来。这就解释了 
图 9-9 的草图上的那种活跃的雷暴雨形象。 
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图 9-9 成熟的茁暴雨盒[转钱0美13商业部 
气候局报告.19 49 年6月] 


■ 这里按原文是•■没有那么陡"，似乎有误.所以我们把它改了。——译者注 
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围 9-10 茁暴雨盒的后一阶段形势[转教13美国商 
业部气候局报告，1949年6月] 


当空气降落时，雨开始从雷暴雨盒的底 
层降下来。另外，当那相对寒冷的空气降落 
到地面上时，还会向周围扩展。所以恰好在 
雨尚未落下之前，就有一小股冷风给我们以 
大暴雨即将来临的预兆。在暴风雨本身中， 
会有猛烈而又无规的阵风，而在云层里则有 
巨大的湍流，如此等等。但基本上是先有一 

股向上气流，然后才有一股气流向下- 

般说来，这是一个十分复杂的过程。 

降雨过程开始的时刻也就是强劲的下 
降气流开始的时刻，实际上，也是电现象发 
生的时刻。然而，在对闪电进行描述以前， 
我们可以通过考察在半个钟头至一个钟头 
以内，笛暴雨盒中发生的情况来结束这个 
故事。此时，该盒看来就像图 9-10 所示的 
那样。向上的气流停止了，因为已不再有 
足够的暖空气来维持它。降雨继续了一阵 
子， M 后连一些小水滴都落了下来，情况逐 
渐变得越来越平静一尽管还有一些小冰 


晶残留在高空中。由于在极大高度上风吹向四面八方，云端通常就会伸展成一块铁砧的形 


状。雷撻雨盒到了生命的尽头。 


§9-5 电荷分离的机制 

• 现在要来讨论对我们的目的来说最重要的方面一即关于电荷的发展情况。各种实 
验一包括飞机穿过雷暴雨区（干这一件事的飞行员真是好汉！）——都告诉我们，在雷暴雨 
盘里的电荷分布有点像阁 9-11 所示的那样。在顶部有正电荷，而在底部则有负电荷一只 
在云脚处还有小的局部区域带有正电荷，这对每个人都曾引起不少烦恼。似乎还没有谁慷 
得为什么它会存在那里，到底它有什么重要性——是该正电荷雨降落时的次级效应、还是机 
制中的基本部分。假使它不存在，事情该会简单得多。不管怎样，在底部占优势的负电荷与 
在顶部占优势的正电荷对于促使地面带负电所必需的电池组就有了正确符号。正电荷存在 
于6或7 km 髙的大气中，那里温度约为 一20 X ：,而负电荷则在3~4 km 高处，那里温度在 
。^:与一仞^:之间。 

聚集在云底的电荷大到足以使在云与地面之间产生一个20或30、甚至达到100 MV 
的电势差——比起在晴朗大气中从 ** 天空”至地面的 0. 4 MV 要高得多。这样高的电压会把 
空气击穿，并产生大规模的弧光放电现象。当击穿发生时，在雷暴雨区底部的负电荷就会在 
闪电中被带到了地面。 

现在我们将比较详细地来描述闪电的特性。首先，附近应有大的电势差，才能把空气击 
穿。闪电会发生于一朵云的两部分之间，或在云与云之间，或在云与地面之间。在毎一次独 
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围 9-11 在一个成熟的茁暴雨盒中的电荷分布【转教自美国商业部气候 

局报告 .1949 年6月】 • . 

立的放电闪光——就是你所见到的那种闪电——中大约有 20-30 C 的电荷被带到地面。 
一个问题 是：云 要再生这些被闪电所带走的20或30 C 电荷需要多少时间？这可以通过测 
tt 在离云很远的地方由云的电偶极矩所产生的电场而得知。在这样的测置中你可以见到， 
在闪电那一瞬间电场会突然降低，然后又有一个返回到原值的指数式变化，这个指数函数的 
时间常数对不同情况稍微不同，但约略在5 S 左右。每次发生闪电之后，笛暴雨只消5 S 就 
能再度建立起它的电荷。这并非意味 若另一 次闪电一定要恰恰在5 s 之后发生，当然因为几 
何形状的改变等等，闪电或多或少是无规发生的，但重要的是，大约需要5 S 才能重新创造原来 
条件。这样在雷暴雨的起电机中会流经约4 A 的电流。这意味若，任何为解 释域兩 如何能产 
生它的电荷的模型一定是具有大 S 燃料的一它必须是一部庞大而又迅速运转着的装 H 。 

在进一步讨论之前，我们将考虑一件几乎肯定是完全不相干的、但却是饶有趣味的事 
情，因为它的确表明电场对水滴的影响。我们之所以 
说它可能与笛电无关，是因为它联系到的是我们能用 
一束水流在实验室里做的、表明电场对水滴影响相当 
强的实验，而在雷暴雨中却没有水流，那里只存在由凝 
结的冰和水滴所形成的云。因此，关于在雷暴雨中起 
作用的机制问题，可能根本就与能够在即将描述的简单 
实验中所见到的现象毫无关系。要是你取一个小喷嘴 
接至水龙头上，并以陡峭的角度朝上安放，如图 9-12 所 
示,那么水便将以一小束流的形式射出来并最后碎裂 
成一串由微小水滴组成的雾。如果你现在把一横穿该 
水注的电场安罝在喷嘴附近（例如把一根带电棒移近 
过来），那么该水流的形状就将改变。若用弱电场，则 
你将发现水流会破裂成数目较少的一些大水滴。但若 



接至水管 

图 9-12 把电场靠近喷嘴时的 


一条水流 
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所提供的是一个强电场，则水流将碎裂成许许多多的微小水滴——比以前的要小得多 
采用弱电场时，有一种会妨碍水流碎裂成水点的倾向。可是，若用强电场则拆开成水滴的倾 
向就增加。 

有关这些效应的解释可能是这样。如果有一条从喷嘴射出来的水流而又让一弱电场横 
穿过它，则它的一边会稍微带正电而另一边稍微带负电。此时，当水流破裂时，一边的水滴 
便可能带正电而另一边的水滴带负电。它们将彼此互相吸引并将比以前更加倾向于粘在一 
起一水流不会那么容易破裂了。反之，如果电场较强，则存在于每一水滴上的电荷比较 
多，因而电荷本身就会通过其中的互斥作用而协助把那些水滴分裂。每一水滴将碎裂成 
许多更小的各带有电荷的水滴，因而它们将互相排斥而迅速向外扩展。所以当我们增强 
电场时，水流便将分裂成更微细的水珠。我们想要提出的唯 一一 点是，在某些条件下电 
场能够对水滴发生相当大的影响。在雷暴雨中某些事情发生的精确机制，还完全未弄清 
楚，而且也完全无需与刚才所描述的现象联系在一起。我们之所以把它包括进来只是为 
了使你们认识到可能会起作用的那些复杂性。事实上，还没有谁提出过以这种概念作为 
基础而适用于云的理论。 

我们要来描述两种已经发明的、用来解释茁暴雨中电荷被分离的理论。两种理论都包 
含这样一个概念，即在凝结的粒子上带有某些电荷，而在空气中则有另一些不同电荷。于是 
通过这些凝结粒子——水滴或冰粒一在空气中的运动，电荷便分离了。唯一的问题 是：这 
些粒子开始是怎样带电的？较老的一种理论被称为“水滴破裂”论。有人曾经发现，如果气 
流中有一水滴破裂为两小块，则在水滴上存在正电荷.而在空气里会有负电荷。这种水滴破 
裂理论存在几方面的缺点，其 中嵌严 堪的是符号弄错了。其次，在大 S 会出现闪电的那种温 
度带式雷暴雨盒中，高空里的凝结效应乃是形成冰，而 不鸯形 成水。 

从刚才所说的，我们注意到，若能够想出一种在水滴顶部与底部各带有不同电荷的方 
法，而如果又能知道为什么在一个高速空气流中水滴会破裂成大小两部分——由于水滴穿 

过空气的运动，或其他原因使大的部分在前面而小的部 
分在后面——那么我们便会有一套理论了（这与任何已 
知的理论不 同〉。 此后，在空气阻力的影响下，小滴在空 
E 中降落不如大滴那样快，因而取得了电荷分离的效果。 

你看，编造出各种可能性是有可能的。 

, 一种更巧妙的、在许多方面比那水滴破裂理论更为 

满意的理论，是由 C . T . R . 威尔逊提出的。我们将按照 
威尔逊的办法用水滴来描述它，尽管这同一现象也适用 
于冰。假设有一水滴正在约〗00 VnT 1 的电场中朝着带 
负电的地面降落。这水滴将有一个感生电偶极矩一 
! 水滴的底部带正电而顶部带负电，这如图 9-13 所示。 
原来在空气中会有如上面所提及的“核”——那些粗大 
而运动迟缓的离子（高速度的离子在这里没有重要影响）。假设当这水滴降落时，接近这么 


• 一种方便的用以观察水滴大小的办法是，让水流落在一大块金属薄板上，较大的水滴会造成较响的 
声音。 


正在降落的水滴 



的 C. T.R. 威尔逊理论 
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一个大离子。若这个大离子带的是正电，它会被水滴底部的正电荷所推开。因而，它就不会 
粘在该水滴上。可是，假若该离子是从上面接近水滴的，则它也许会粘在那带负电的顶部。 

但由于水滴正在空中降落，所以有一股相对于水滴向上的气流,这气流将把离子带走，如果 
各离子在空气中运动得足够缓慢的话。于是正离子也就不会粘在水滴上了。你看，这只适 
用于大而行动缓慢的离子，这一种类型的正离子将不会粘在一颗降落的水滴前面或后面。 

反之，当一水滴接近一些粗大而行动缓慢的 g 离子时，它们便将被吸引而终于粘了上去，水 
滴将获得负电荷——这个电荷符号已被整个地球上的原来电势差所确定——而我们便将得 
到一个正确符号了。负电荷将由这些水滴带到了云的底部，而剩下来的带正电荷的离子则 
将被各种向上气流吹刮至云顶。这一套理论看来相当好，至少会提供正确符号，并且它也不 
依赖于要有液态水滴。当我们以后学习到电介质的极化时将会见到，用小冰块也同样会做 
这些事情。当它们处于电场中时，在其两端处也将产生出电荷。 

然而，即便这一理论也还有一些问题。首先,在雷暴雨中所牵涉到的总电荷会非常多。 
过了一段短时间之后，那些大离子的供应将告枯竭，因此威尔逊和其他人就建议还得有其他 
的大离子来源。一旦这种电荷的分离开始，巨大的电场便形成，而在这些大电场中某些地方 
的空气就可能发生电离。如果有一个尖端强烈带电，或有任何像水滴那样的小物体，则它可 
能将场集中到足够强以致造成“刷形放电”。当有一个足够强的电场时一让我们说它是正 
的吧一电子们便将落入场中并在两次碰撞之间获得了巨大速率。它们的速率将足以在碰 
到另一个原子时把其中的一些电子拉出来，而让正电荷留在后面。这些新的电子又将获得 
速率而与更多的原子碰掩。因此，就将有一种链式反应或雪崩现象发生，从而离子会迅速积 
累起来。那些正电荷被留在原来的位 H 附近，因而净效应就是把原来在某一点上的正电荷 
分布在围绕该点的一个区域内。此时，当然就不再有强电场了，而这一过程便停止。这就是 
刷形放电的特点。有可能在云里的电场会变成足够强，以致形成一个小小的刷形 放电； 也可 
能还有其他别的机制，在一旦发动了之后就能产生大 M 离子。但还没有谁会确切知道它如 
何动作，因此，关于闪电的基本原因实际上就还未完全明白。我们仅知道它是来源于雷暴雨 
(而且我们当然也知道,雷声来自闪电——是由闪电释放的热能引起 的）。 

至少我们已能部分地理解大气电的 起源。 通过气流、离子以及雷暴雨中的水滴或冰粒， 

正、负电荷被分开了。正电荷被向上带至云顶（见图 9-11), 而负电荷则在电击时倾倒到地 
面上。那些正电荷还会离开云顶,进入具有更高电导率的高层大气中，并将伸展至全球。在 
气候晴朗的地区，这一高空层里的正电荷会通过空气中存在着的离子——由宇宙线、海洋及 
人类活动所形成的——缓慢地输送至地面。大气是一部忙碌工作着的电机！ 

§9-6 闪 电 

作为闪电中所发生情况的证据的第一张照片是这样获得的，快门打开着的一部照相机 
由人们提着前后移动——同时指向闪电所预期发生的地方。用这种办法获得的早期照片清 
楚地表明，闪电往往是由沿相同路线的一连串放电构成的。后籴，一种安装在一个迅速旋转 
着的盘上的、配有分开180°的双镜头“博伊斯” （ Boys ) 牌照相机问世了。由每一镜头所形成 
的像横越胶片移动——图像按时间被展开。比方,若闪电重复着，就会有并排着的两个像。通 
过对由这两个镜头所形成的像做比较,人们就有可能计算出有关闪光发生的时间序列的细节。 
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图 9-14 由一部 “ W 伊斯"牌照相机 
所拍得的一张闪电照片[转®自 
Schonland , Malan and Collens , Proc . 
Roy . Soc . lumdon , 1935, 152] 


图 9 - 1 4 表示由“博伊斯”牌照相机拍摄的一张照片。 

现在我们要来描写闪电。另外，对它的动作仍未 
确切理解。仅将对它的外表形象给予定性描述，但对 
于它 为什么 会这样表现 iSF 细谈论。我们将仅仅 
描述在平坦旷野上面云底带有负电荷的那种普通情 
况。这朵云的负电势比起下面的地球的负电势来还要 
低得多，因而带负电荷的电子将被加速而奔向地面。 
发生的情况如下。全都从一种所谓“梯式指引线”开 
始,这并没有像闪电那么光亮。在照片上人们可以看 
到，初时一小点亮斑会从云朵那里开始出现，随即迅速 
地向下移动——以六分之一的光速进行！它只跑过 
50 m 左右便停下来。约歇息50 p 之后，重又开始另 
—步。再歇息一会就又跨出第三步，如此等等。通过一 
连串阶梯而向地面运动，沿着像图 9-15 所示的路线。 
在这条指引线里有来自云朵的负电荷，整根柱里充满着 
负电荷。并且，空气被那些产生该指引线的迅速运动的 
电荷所电离,因而沿电荷走过的这条路线空气已变成导 
体。在指引线接触到地面的那一瞬间，便有向上直通云 


朵的充满葙负电荷的一根“导线”。现在,云里的负电荷能够逋后干脆逃脱了出来。处在指引 


线底部的那些电子錢早体会到这一点，它们倾倒了出来，剩下正电荷在后头，那又再从指引线 


的较高处吸引若更多的负电荷，而这又再倾倒下来，如此等等。所以最后一部分云朵里的全部 
负电荷将沿着这根柱以迅速而有力的方式奔跑出来。因此你所见到的闪电乃是从地面跑上去 
的，如图 9-16 所示。实际上，这一主要闪电——是其中 M 明亮的部分——称为回路闪电 Hi 
就是能够产生十分明亮的光的那种东西,而其热 W 使空气迅速膨胀从而发生霹雳一声笛响。 



+•〜寸 /十，+/+，+，+/+/+/ *■/* 

地面 



田 9-1 S “梯式指引线"的形成 图 9-16 回路闪电沿着指引线所开辟的道路回头跑上去 
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在一次闪电中，电流的峰值达到约10 000 A , 由它带下来的电荷约为20 C 。 

但至此事态仍未结束。可能在大约百分之几秒后，当这个回路闪电消失时，另一条梯式 

指引线又冲了下来。但这一次中间不再歇息。它被称为“飞标引线”，一直奔跑下来- 

下子就从顶到底。它全力完全沿着旧路前进，因为那里还有足够多的余烬使它成为一条最 
易通得过的路径。这一条新的指引线又再充满着负电荷。当它接触到地面的一刻——咝的 
—声！——沿着该路径就有一个回路闪电一直往上冲击。所以你会看到闪电一再发生。有 
时仅闪击一两次，有时五或十次一有一次在同一条路线上竟有多达42次的闪电被看 
到一但总是迅速地相继发生的。 

有时事情甚至变得更加复杂。例如,在其中一次歇息之后，该指引线可能通过送出§个 
阶梯一都是朝下指向地面的，但在不同的角度上——而发展成一种分支，如图 9-15? 此 
后会发生什么情况，将取决于其中是否有一条支肯定更早地到达地面。如果真的是这样，则 
那明亮的（把负电荷倾卸到地面上的）回路闪电便会沿这条直达地面的支路往上冲，而在其 
通往云朵的路程中经过该分叉点时，就有一条明亮的闪电沿另一条支路往下跑。为什么？ 
因为负电荷正在倾倒而下,而这便点燃了闪电。这电荷开始在那个次级分支的顶端运动，把该 
支路中那些较长的相继部分排空,因而该明亮闪电便显示出是在沿该支路奔跑下来，同时闪电 
也朝着云朵伸展上去。然而,倘若这些额外的指引线支路有一条恰巧几乎同时与那原来的指 
引线到达地面，则有时恰巧可能那第二次闪电的飞标指引线沿着这第二条支路。于是,我们便 
见到第一次主闪光发生在一处，而第二次闪光则发生在另一处。它是从原来概念衍生来的。 

再者，对于十分靠近地面的区域，我们上面的描述就过于简化了。当该梯式指引线离地面 
100 m 内时,有证据表明从地面发生了放电来迎接它。大概电场已变强至足以使一刷形放电 
产生。例如，设有一尖锐物体，诸如有尖顶的一座建筑物，那么当指引线落下至该屋顶附近时， 

电场是那么强大以致放电从尖端开始而向上达到该指引线。闪电倾向于打击这样的一点。 

显然久已明白，高铃的东西常受雷击。波斯王哲息斯 （ Xerxes ) 的顾问阿塔班尼斯 
( Artabanis ) 曾有一句名言，那是当哲息斯企图把整个已知世界都归由波斯人管辖而出征 
时，他给予他的主子关于对希腊的一次预谋攻击的忠告。阿塔班尼斯说 :“看 上帝怎样利用 
他的闪电来毁灭那些大野兽，他不能容忍它们逐渐变傲慢，而那些小动物却从未惹怒过他。 

同样，他又如何使他的闪电总是落在高屋和高树上。”然后，他才解释 理由： “因此，十分明白， 

他 莒欢把 任何灾难都降落在那些自高自大的东西上面”。 

你是否会认为——现在你已经惟得了闪电总要打击高大树木的真正原因——比2 400 
年前的阿塔班尼斯对国王有关军事上的忠告更加明智？不要自高自大，你做起来只会比他 
更缺乏诗意。 
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§10-1 介电常量 


这里,我们开始讨论在电场的影响下物质的另一种特殊性质。上一章我们筲考虑过 f 
g 的行为，其中电荷为了响应电场而自由地移至这样的点上，使得在导体内部不再残留石 
场。现在我们将讨论绝缚体.即那种不能导电的材料。也许人们起初会认为不应该有任何 
效应。然而,利用一个简单验电器和一个平行板电容器，法拉第就发现事实并非如此。他的实 
验表明，在这个电容器的两板间塞进一块绝缘体时，其电容会增加。若绝缘体完全充满两板的 
间隙，电容会增大^倍，而/^的大小仅取决于该绝缘材料的性质。绝缘材料也称作电介质。这 
样,该因子 / C 就代表电介质的一种特性，因而被称为 介电常& 。当然，真空的介电 

现在我们的问题在于解 释：如 果绝缘体确实是绝缘的而不能导电，那为什么还会有 
某种电效应呢？我们从电容增大这一实验唭实出发，试找出可能的原因。考虑一个平 
行板电容器，在其两导体表面上带有一些电荷，让我们假定顶扳带着负电而底板带蒋 
正电，两板的间距为 A 而每块板的面积为 A 。 正如以前我们矜经证明过的，这样一个 
电容器的电容为 

c= (10.1) 

而在其上面的电荷与电压的关系为 

Q = CV . (10.2) 

现在有这样的实验事实 .:若 把一块留西特(一种人造荧光树脂）玻璃那样的绝缘材料塞进极 
板之间，则我们会发现电容增大了。当然，这意味着，对于相同的电荷来说电压则是降低了。 
可是电压或电势差等于电场经过电容器的积分，因而我们必然得出结论，即使两板上的电荷 
保持不变，电容器里的电场还是会减弱的。 

怎么会这样呢？有一个由高斯创立的定律告诉我们，电场通最正比于所包围的电荷。 
考虑图 10-1 那个由虚线表示的高斯面 S 。 由于有电介质存在时电场被削弱，所以我们断 
定，在该面内的净电荷应少于没有该材料时的净电荷。只有一个可能的结论，那就是在电介 
质表面上必然存在正电荷。由于场虽被削弱了，但不是降低至零，所以我们应期待这正电荷 
仍比在导体表面上的负电荷少。因此，只要能够以某种方式理解，当介电材料被 S 于电场中 
时会有正电荷感生于其一面而负电荷感生于另一面,这一现象便可以得到解释。 

我们会预料,对于导体来说，这同一现象也会发生。比方,假设有一个板间距为 d 的电 
容器，而我们将一块厚度为6的电中性导体放进两板之间，如图 10-2 所示。电场在顶面会 
感生正电荷，而在底面感生负电荷，因而在导体内部就没有电场了。但在其他空间里的场， 
则和未放进该导体时一样，因为它等于面电荷密度除以<»。可是，为了获得电压（电势差）得 



图 10-1 含有电介质的一个平行板电容器。图中表示出 E 线 


导体 



导体 


圈 10-2 若把一块导电板放进一个平行板电容器的空隙里，那些感生电 
荷就会使导体内之场减少至零 

进行积分，此时所取的距离却已经缩短了。该电压为 

V = 

(o 

关于电容的最终公式与式 (10.1) 相似，即 



只要用 （d — 来代替 d 罢了。 

电容按一定因子增大，而这个因子取决于 (6/ d ), 即被导体所占的体积与原来空间体积 
的比例。 

上述实验结果为我们提供了一个关于电介质到底是怎么回事的形象化模型一在材料 
内部有许多会导电的小片。这么一个模型的困难在于它具有某一特定轴，即那些片的法线， 
而大多数电介质却没有这么一种轴。然而,若我们假定所有介电材料都含有彼此绝缘分开的 
小导电球体，如图 10-3 所示的那样，这一囲难则可以消除的。介电常最现象可以通过感生于 


每个球上的电荷的效应来加以解释。这是用来解释被观 
察到的法拉第现象的最早有关电介质的物理模型之一。 
更具体地说，曾经假定材料里每一原子是一个理想导体， 



但彼 此互相 绝缘。介电常量《应该取决于这些导电小» s 1 G . 3 关于电介 质的- 个模型。小 
体所占空间的比例。然而,这并不是目前常用的模型。 导电球体被埋在一块理想绝缘体之中 
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§10-2 极化矢量 i > 

如果我们更深入地进行上面的分析，便会发现，关于完全导电性与完全绝缘性范围的概 
念并不是必要的。每一个小球的作用就像一个电偶极子，而其偶极矩则是由外电场感生的。 
对于理解电介质所唯一不可缺少的东 西是: 在该材料里感生了许许多多个小偶极子。是否 
由于具备一些小导电球体或由于其他原因才会感生那些偶极子，却是无关紧要的。 

如果原子不是一个导电球体，那电场为什么会在原子中感生 
—个电偶极矩呢？这一课题将留在下一章中做较详尽的讨论，内 
容会涉及介电材料的内部机制。然而，我们在这里要举出一个例 
子以显示一种可能的机制。一个原子在其核上带有正电荷，而在 
其周围则有一些负电子。当处于电场中时，核会被吸引向一方， 
而电子向另 一方。 电子的轨道或波形（或用任何一种量子力学图 
像）将在某种程度上变了形，如图 10-4 所示，负电荷的重心将移 
动而不再与核上的正电荷相重合。这样的一种电荷分布我们曾 
经讨论过。若从远处看，则这么一个电中性位形在一级近似下它 
相当于一个小的电偶极子。 

这样说似乎更合理 ：若场 不太强，则所感生的偶极矩将与 
场成正比。这就是说，弱电场将把电荷稍微移动一点，而强 
电场则把它们移动得多些一总是与场成正比一除非位移 
变得太大。在这一章的其余部分，我们将假定电偶极矩严格 
地与场成正比。 

现在我们将设想，在每一原子中存在间距为 S 的两个电荷</, 
因而泌就 是每一 原子的偶极矩（我们采用6,因为已把 d 用于两 
极板的间距了）。设单位体积中含有 N 个原子，则单位体积的偶 
极矩等于 Ngs 。 这个单位体积偶极矩将用矢 
说，它处在各个电偶极矩的方向，也就是处在电荷位移6的 方向： 

P = NqS . (10.4) 

一般说来,在电介质里面 1* 将随位置而改变。可是,在材料中的任一点, P 与电场 E 成 
正比。这个比例常数取决于电子移位的容易程度，它将与构成该材料的原子种类有关。 

实际上是什么东西在决定这个比例常数如何表现，对十分强大的场这个常数保持不变 
会准确至什么程度，以及在不同材料内部会有什么事情发生，关于这些我们都将在以后讨 
论。目前，我们将简单假定,存在一种与电场成正比的感生电偶极矩的机制。 




图 10-4 电场中原子的 
电子分布，其中电子相对 
于核来说已有了移动 


§ 10-3 极化电荷 


现在让我们来看看，这一模型对于含有电介质的电容器的理论会提供些什么？首先，考 
虑其中每单位体积含有一定电偶极矩的一片材料。平均说来，是否会存在由此而产生的任 
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何电荷密度？如果 P 是均匀的,那就不会有。即如果彼此被相对移了位的正电荷和负电荷 
都有相同的平均密度，那么它们被移了位这个事实就不会在该体积里产生任何净电荷。反 
之，要是 P 在某一地方较大而在另一地方较小，那就会意味着被移进某一区域的电荷比移 
出的要多。因此,我们会预期得到一个体电荷密度。对于平行板电容器来说，我们假定 
是均匀的，因而就只需考虑在表面所发生的情况。在一个表面上，负电荷即电子，实际上被 
移出了一段距离 <5;在另一个表面上，它们却向里面移动，因而留下正电荷使之实际上移出 
一段距离 S。 如图 10-5 所示，我们将有一个称为面极化电荷的面电荷密度。 



m 10-5 在均匀电场中的一片电 介质。 正电荷相对于负电荷被移动了一段距离5 


面极化电荷可以这样计算。设 A 为板的面积，则出现在板面上的电子数目应等于 A, 
N (单位体积的电子数)及位移 S —这里假定它与板面垂直——三者的乘积。表面电荷可 
由此再乘上电子电荷<?,而获得。为要得到在表面上感生的极化电荷面密度，我们除以 A。 
因此,面电荷密度的大小为 

omvc. = 

但这恰好等于式 (10. 4) 中极化矢量 P 的量值： 

amtt = P - (10.5) 

面电荷密度就等于材料内的极化强度。当然，这面电荷在一个面上是正的，而在另一个面上 
则是负的。 

现在让我们假定，上述那块板就是存在于平行板电容器中的电介质。构成电容器的那 
两块金属埕也带有面电荷，这我们将称之为，因为这些电荷可以在导体上到处“自由”移 
动。当然^就是对电容器充电时我们放上去的电荷。必须强调,之所以存在只是由于 
有了 <r ai# 。 如果通过使电容器放电而将移去，则勿化将消失，但它没有沿放电导线跑 
掉，而是缩回材料里面去了一由于材料内部极化的衰减。 

现在，我们可以将高斯定律用于图 10-1 的那个高斯面 S。 电介质里的电场£等于昼的 
面电荷密度除以 <。。很明显,叶^与作^具有相反符号，因而 

E = (10.6) 
fo 

注意！金属板与电介质表面间的电场 E。 要比£大一些，它仅对应于 ae*。 但这里我 
们所关心的却是电介质内部的场，如果电介质几乎充满了两板间的缝隙，那么场就遍及几乎 
整个体积。利用式 （10. 5), 我们可以写出 



(10.7) 
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这个式并不会告诉我们关于电场的样子，除非已知道 P 是什么。然而，这里我们已假定 P 
依赖于 E —实际上是正比于 E 。 这个比例式通常写成 


P = X<oE. 

常数 X 称为该电介质的电极化率。 

于是，式 （10.7) 变 

£ ― 由 1 

— < 。 (1+Z) 


( 10 . 8 ) 


(10.9) 


这向我们提供了关于场被减弱的因子 1/(1+ X )。 

两板间的电压等于对电场的积分。既然场是均匀的，积分就不过是 E 与两板间距 d 的 
乘积。我们有 

V = Ed = at>md • 

^o(l+Z) 

在电容器上的总电荷为 < r ntfl A ，以致由式 （10.2) 所定义的电容变成 


<qA(1 + X) _ K)0 a 
d d ~' 


( 10 . 10 ) 


我们已解释了所观察到的 事实。 当一平行板电容器充满了电介质时，其电容就增大这 
么一个倍数 


«r= 1 +Z, ( 10 . 11 ) 

它代表该材料的一种特性。当然，我们的解释还不够完全，要等到已能解释一这将在以后 
来做——原子极化是怎样产生时才行。 

现在，让我们来考虑某种稍微复杂的东西——极化强度 P 不是处处相同的那种情况。 
正如上面曾经提到的，如果极化不是常数，一般会预期在体积内找到电荷密度，因为进入一 
个小体积元一边的电荷比离开另一边的电荷也许会多一些。我们怎样才能求得到底有多少 
电荷为一个小体积所获得或丧失了呢？ 

首先，让我们计算当材料被极化时有多少电荷会通过任一个想象的表面。倘若极化 g 
真于该表面，则穿过一个表面的电荷置恰好就等于 p 乘以该面积。当然，要是极化与该 i 
面相切，那便不会有任何电荷通过该 表面。 

按照我们曾经用过的同样的论据，很容易看出，通过任一面积元的电荷将与垂葺于该面 

积的 P 的分量成正比。试比较图 10-6 ^-5。我 
们见到在一般情况下 ••式 （10. 5) 应改写成 

= P • n . - (10.12) 

若我们考虑在电介质里的一个想象的面积元， 
那么式 （10. 12> 便会给出通过该面积的电荷，但不 
图 10-6 在电介质里通过一个想象的面会形成净电■荷 ，因为 该面两边的电介质所 1 贡献的仍 
积元的电荷与垂直于该面积的 P 的分* 是等量异号电荷。 

成正比 然而，电荷的位移的确能产生住电荷密度。任 
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何体积 V 通过极化向外移里的总电荷等于 P 的向外垂直分量对包围该体积的 S 面的积分 
(见图10-7)。一个相等而异号的剩余电荷则被遗留在后头。我们把在体积 V 内的净电荷 
记作 AQwt , 就可以写出 



我们已有一种把来自极化材料的电荷密度与极化 图 10-7 非均匀的极化强度 P 会在电介质 

矢量 P 相联系起来的高斯定理。可以看到,这与上 体内形成净电荷 

面在平行板电容器中的电介质表面上的极化电荷 

所获得的结果相符。把式 (10. 15) 应用到图 10-1 中的那个高斯面上,该面积分给出而在 
里面的电荷为所以我们又再度获得印化= P 。 

正如以前我们对静电学的高斯定律所做的那样，可以将式 （10. 15) 转变成一个微分形 
式——利用数学上的高斯 定理： 

J^P • ”da = • PdV . 

我 们得： 

pmt =- V • P . (10. 16) 

若是非均匀极化，则它的散度给出在该材料里的净电荷密度。我们强调，这是完全真实的电 
荷密度。之所以叫它作“极化电荷”，只是为了要提我们自己，它是如何得来的。 

§ 10-4 有电介质时的静电方程组 

现在，让我们把上述结果同静电学理论结合起来。静电学的基本方程是 

V • E = (10.17) 

^0 

这里 P 指一切电荷的密度。由于极化电荷不容易被注意，因而把 <0分开成两部分是很方便 
的。我们由非均匀极化所引起的电荷叫作作，而把所有其他的电荷叫作作*。通常 
作由指我们放在导体上面的或是置于空间某些特定位 a 上的电荷。于是，式 （ lo . I 7 )便变成 

V . E = Pfi 由 +PW 化 = P 9 曲 一 V - j * 


或 
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▽ •(£ + $)=，. (10.18) 

当然，那个关于 E 的旋度方程却没有 改变： 

V X E = 0. (10.19) 

由式 (10. 8) 取 i », 我们便得到一个较简单的 方程： 

V • [(1+ J ：) E ] = V - UE ) = (10.20) 

<0 

这些就是当有电介质时的静电学方程组。当然，它们并没有陈述任何新的东西，但对于其中 
作为已知、而极化强度 I * 又是正比于£的那些情况，则在计算上它们仍不失为较方便的 
一种形式。 

请注意！我们并没有把介电“常量 ” / c 提到散度之外。那是因为它不一定会处处相同。 
如果它的值处处相同，则可以把它提出来，因而方程组就不过是那 些用* 来除电荷密度 
的静电方程组了。我们所给出的那种形式的方程组仍适用于一般情况，即场中不同地点可 
能存在不同的电介质。这样，该方程组就可能很不容易求解了。 

有一件具有某种历史重要性的事情应在这里提出。在电学的早期，对极化的原子机制 
还未了解，而^的存在也未被觉察到。当时作4 ■被认 为是全部电荷密度。为了把麦克斯 
韦方程组写成一简单形式，一个新的矢 * D 被定义为 E 与！>的线性 组合： 

D = (0 E + P . (10.21) 

结果，式 （10. 18) 和 （10.19) 就曾被写成表面上看来十分简单的 形式： 

V • D = ( DBB 6 ； vx E = 0. (10.22) 

人们能否解出这组方程？只有给出了 1>与£之间关系的第三个方程才能做到。当式(10.8> 
成立时，这个关系为 

D = , 0 (1 + J：)E = k , 0 E . (10.23) 

上述方程往往被写成 

D = ,£, (10.24) 

其中 < 仍然是描述材料介电特性的另一个常数。它被称为“电容率”（现在你就明白，为什么 
在我们方程组中会有它是“真空的电容率”）。显然， 

< =<«。= (1 + ；0<。. (10.25) 

今天我们从另一个观点来看待这些事情，那就是，在真空里方程组较为简单，而倘若在 
每种情况下我们把一切电荷(不管其来源 如何〉 都表示出来，则该方程组总是正确的。如果 
为了方便我们将其中某些电荷分离开来，或由于我们不愿意详细讨论将要发生的事态，则可 
以把方程组改写成任一种可能方便的形式，要是我们乐意的话。 

还有一点应该强调，一个像 D = , E 的方程是描写物质特性的一种尝试。可是物质非常 
复杂，而这样一个方程实际上并不正确。例如，若 E 变得太大，那么 D 便不再正比于 E 。 对 
于某些物质来说，甚至在相对弱的电场下这个比例关系就已经破坏了。并且，这比例“常置” 
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还可能依赖于 E 随时间变化的 快慢。 因此这一种方程 ，像 胡克定律一样，是一种近似。它 
不可能是一个深刻而又基本的方程。反之，我们关于 E 的基本方程组，式 （10. 17) 和 
(10. 19), 却代表我们对静电学的最深刻而又最完整的 理解。 

§10-5 有电介质时的场和力 

现在,我们将证明在电介质存在的情况下，关于静电学的某些相对普遍的定理。我们已 
经看到，如果电容器的两平行板之间充满了电介质，则电容会增大某一定因子。还可以证 
明，这对于任何形状的电容器都是正确的，只要在两个导体附近的整个区域里都充满一种均 
匀的线性就行。在没有电介质时 ，待解 的方程 组为： 

v . e 0 = 和 ▽ x e 。 = o . 

fo 

当有电介质时，前一个式给修改了。因而，我们代之 而有： 

V - UE ) = 和 V X £ = 0. (10.26) 

<0 

现在，由于我们认为*处处相等，这 最后 两方程还可以 写成： 

V - ( kE ) = 和 VXUE ) = 0. (10.27) 

<0 

因此，对于和对于 E 。 就有相同的方程组，它们具备 kE = E 。 的解。换句话说，比起 
没有电介质时的情况，场处处都减弱了一个因子1/«。由于电压是电场的线积分，所以电压 
也被降低了这同一因子。由于电容器电极上的电荷在两种情况下都被认为是相同的，式 
(10. 2) 就告诉我们,在一个处处都 充满着 均匀电介质的悄况下，电容增大了《倍。 

现在我们要问，在有电介质时两个带电导体之间方该如何？考虑一种处处均匀的液态 
电介质。我们早已知道，一种求力的方法是 把能摄 相对于一适当 距离取 微商。如果两导体 
上的电荷等馕异号，能量就是 U = Q ! /(2 C ), 其中 C 为它们的电容。利用虚功原理，任何一 
个分力都由徹商给出。例如， 

由于电介质会给电容增大一个因子因此所有力就将减少相同的因子。 

必须强调，我们上面所说的只有对于液态电介质才正确。嵌在固态电介质里的导体的 
任何运动，都会改变电介质的机械应力条件，以及不但引起电介质里某种机械能置的变化， 

而且改变其电学性质。在液体中移动导体，则不会使液体发生变化。液体会移至一个新的 
地方，但它的电学性质却没有改变。 

许多较古老的电学书往往从这样一个“基本”定律出发，即两电荷间的力为 

F = ^ l 3 L- t (10.29) 

Amo ter 


这种观点完全不能令人满意。其一是，它并非普遍正确，它只对充满某种液体的世界才正 




费恩曼物理学讲义（第 2 卷} 

确。其次，它有赖于 * 是常数这么一个事实，这对于大多数实际材料来说只是近似正确。从 
电荷处于真$中的库仑定律出发会好得多，那永远是正确的（对于静止电荷来说)。 ' 

在固&究竟会发生什么呢？这是一个十分困难的问题，至今还未得到解决，因为在某 
种意义上它是不确定的。如果你把电荷放进一固态电介质里面去，就将涉及各种压强和应 
变。假如不把压缩固体所需的机械能量也包括进去的话，就不能同虚功原理打交道。而一 
般说来，要对电力和起因于固体材料本身的机械力做出唯一的区别是相当困难的。幸而，实 
际上还没有人需要弄清楚所提问题的答案。他有时可能想要知道在一固体中将产生多少应 
变，而这是能够算出的，但比起我们对于液体所获得的那种简单结果要复杂得多。 

在电介质理论中有一个非常复杂的问题 ：为什 么一个带电物体会吸起一些小块电介质？ 
如果你在一个干燥的日子里梳一下头发,那梳子会立即吸起一些小纸片来。如果你偶然想 
起这件事，你大概认为梳子上有一种电荷而纸片上则有与之异号的 电荷。 但纸片开始时是 
电中性的。它并没有任何净电荷，但不管怎样它终于被吸引了。真的！有时纸片会来到梳 
子上，然后又飞开，在它接触到梳子之后就立刻被排斥了。这其中原因当然在 于：当 纸片接 
触到梳子时，获得了一些负电荷，此后同号电荷便互相排斥了。但这并没有回答原来的问 
题。首先，为什么纸片会朝着梳子跑来呢？ 

答案得用电介质放在电场中时会被极化来求得。两种符号的极化电荷都存在，它们分 
别被梳子所吸引和排斥。然而，会有一个净吸引力，因为靠近梳子一边的电场比远离梳子那 
—边的电场较强——梳子并非一个无限大板块。它的电荷是局域性的。_块电中性纸片在 
一个平行板电容器里将不会被哪一块板所吸引。电场的变化才是这个吸引机制的本质部分。 

如图 10-8 上所示，一块电介质总是从一弱场 
区域被拉向场较强的 区域。 亊实上，人们能够证 
明，对于细小物体这个力正比于场强平方的梯度。 
为什么会取决于场的平方呢？因为那些感生电荷 
与电场成正比，而对于已给定的电荷其所受的力 
又正比于场。然而，正如刚才我们所指出的，只有 
当场的平方逐点变化时才会有一个逢力。所以力 
就正比于场平方的梯度了。比例常数除含有其他 
东西之外,还包括物体的介电常并依赖于物体 
的大小和形状。 

有一个与此相关的问题，其中作用于电介质 
上的力可以很准确地算出。如果在平行板电容器 
中有一片电介质只部分地插入，如图 10-9 所示， 
则将有一个力要把它拉进去。对这个力作详细分析是十分复杂的，它同该片电介质与两板 
边缘附近场的非均匀性有关。然而，若我们不考察这些细节，而只是引用能量守恒原理，便 
能轻易地算出这个力来。我们可从以前所导出的公式求得这个力。式 (10. 28) 等价于 



围 10-8 电介质在非均匀场中会感到一个 
指向场强较高的区域的力 


3U = , £C 

5 -十 Y 


(10.30) 


所以我们只需要求出电容是如何随该块电介质的位罝而变化的。 
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导体 



田 10-9 作用置于一平行板电容器中的一片电介质上的力可通过应用能 
a 守恒原理而算出 

让我们假设板的总长为宽为 vv , 两板间距和电介质厚度都是 a 而该片电介质插入 
的距离为： C 。 电容等于板上的总自由电荷除以两板间的电压。我们在上面已经见到，对于 
已知电压 V ,自由电荷的面密度为 Id 。 因而板上的总电荷就是 

Q = ^jrW + ^(L-x)W t 
a a 

由此可以得到 电容： 

C = ^(«+ L - x ). (10.31) 

应用式 （10. 30), 便有 

F , = 1). (10.32) 

现在这个式子并不是对任何亊情都特别有用，除非你碰巧需要知道在这种情况下的力。我 
们只希望表明在求作用于电介质材料上的力时能 ft 理论往往能避免一大堆复杂性一正如 
在目前情况下本来就应该有的那些复杂性。 

上面关于电介质理论的讨论我们只涉及电现象，即承认材料的极化与电场成正比的事 
实。为什么会存在这样一个正比性，也许对物理学更有重大意义。一旦我们从原子的观点 
理解了介电常 M 的起源，我们便能运用在各种不同环境下对介电常置的电学 测量结 果来获 
得有关原子或分子结构的详细信息。这方面的部分问题将在下一章加以讨论。 
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§11-1 分子偶极子 

在本章我们将讨论为什么某些材枓会是电介质。我们在上一章中曾说过 ：当一 电场作 
用于电介质上时，场将在原子中感生一偶极子。一旦领会了这点，我们就可能理解那些含有 
电介质在内的带电系统的性质。具体地说,若电场£在单位体积里感生了一个平均偶极矩 
P , 则介 电常最 / c 由下式 给出： 

— 1 = ( 11 . 1 ) 

我们已经讨论过如何应用这个方程。现在我们得讨论当材料内部存在电场时极化发生 
的机制。从 M 简单的可能例子一气体的极化一谈起。但即使是气体，已经较复杂。气 
体存在两种类型。某些气体，如氧气,它们的每个分子含有对称的原子对，因而不会存在内 
琪偶极矩。但其他分子，如水蒸气(含有氢和氧两种原子的非对称排列〉，则有一永久电偶极 
矩。正如我们在第6章中曾经指出的那样，在水蒸气分子中的那些氢原子上存在着平均正 
电荷而氧原子则带有负电荷。由于负电荷的重心与正电荷的 ffi 心不一致，所以该分子的总 
电荷分布就具有偶极矩。像这样的分子叫作极性分子。在氧中，由于分子的对称性，正电荷 
重心与负电荷重心重合,因而氧分子就是一个非槔性分子。然而，当氧被 H 在电场中时，它 
仍然会变成一个偶极子。这两种类型的分子形状如图 11-1 所示。 




a 11-1 ( a ) 氧分子具有零偶 极矩； （ b > 水分子具有永久偶极矩 p 。 


§ 11-2 电子极化强度 


我们将首先讨论非极性分子的极化。可以从最简单的单原子气体(例如氦)开始。当这 
样一种气体的原子处在电场中时，电子会被场拉向一边而核则被拉向另一边，如图 10-4 所 
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示。虽然相对于我们在实验上所能施加的电力来说原子是十分坚硬的，但是电荷中心仍存 
在微小的净位移，从而感生了一个偶极矩。对于弱场来说，这位移量、也就是偶极矩，与电场 
成正比。产生这种感生偶极矩的电子分布的位移称为电子的极化。 

过去与折射率理论打交道时，我们曾在第1卷第 3 Ti ?^ 过电场对原子的影响。如 
果你稍微思考一下便将看到，现在我们应该做的和那时做过的完全相同。但现在需要操心 
的只是不随时间变化的场，而折射率却与随时间变化的场有关。 

在第1卷第31章中我们曾经假定，当原子被置于振动的电场中时，原子内电子的电荷 
中心会遵循下列方程而 运动： 

m + mu)\x = q . E . (11.2) 

式中，第一项为电于质置乘以其加速度，第二项为恢复力，而右边那一项则代表来自外电场 
的力。若电场以频率0；变化，则方程式 (11.2) 的解为 



这表明，当0^ = 0^时，会发生共振。当以前得到这个解时，我们曾把它理解为该式表明_ 
是光(到底是在可见光区还是在紫外光区，则取决于该原子）被吸收的频率。然而，现在我们 
感兴趣的却只是恒定场的情况,也就是，只对于= 0的场有兴趣，因而可以将式 （11. 2) 中 
的加速度项略去，并得出电荷的位移为 

X = ^4. (11.4) 

mwo 

由此可见，单个原子的偶极矩为 

p = q^c = ( H . 5) 

在上述这种理论中，偶极矩/>确与电场成正比。 

人们经常把上式 写成： 

p = a< 0 E (11. 6) 

Oc 又一次由于历史原因而被放了进去）。其中常数 O 称为原子的极化率，并具有 L 3 的量 
纲。它是由电场在原子中感生一个偶极矩的难易程度的一种最度。将式 (11.5) 和 （11.6) 两 
者比较，我们这一简单的理论讲 

a = -^ = ^4. (11.7) 

(o^ncoo mcoo 

设单位体积中共有 N 个原子，则单位体积的极化强度 J > 就是 

P = Np = N a ( tl E . (11.8) 

把式 (11.1) 和 （11. 8>两者合拼在一起，我们得到 
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« — 1 = = Na , (11. 9) 

或者,利用式 (11. 7), 可得 

KT-1 = 12^*1. (11.10) 

TflOJo 

从式 （11.10) 我们会预料到不同气体的介电常量 * 可能与该气体的密度及其对光的吸 
收频率有关。 

当然，上述公式只是一种近似，因为在式 （11. 2>中我们所选择的模型略去了量子力学的 
复杂性。例如,我们曾经假定每个原子仅有一个共振频率，而实际上却有许多个。为了正确 
地计算原子的极化率 a, 我们必须应用完整的量子力学理论，但上面的经典概念却已为我们 
提供了一个合理的估计。 

让我们来看看，对某种物质的介电常 S 我们是否能得到一个正确的数 M 级。假定我们 
对氢做尝试，过去(在第1卷第38 章中） 就曾估计过电离一个氢原子所需的能《约为 

( 11 . 11 ) 

为了对那个固有频 率物做 出估计，可以令这一能量等于 Ao *。 一即固有频率为_的原子 
振子的能 a 。 这样我们就 得到： 

1 me* 

若现在把_的这个值应用于式 (11. 7), 则可求得电子极化 率为： 

16 n [£ jJ . (11.12) 

[ A 2 /( m e 2 >] 这个嫌是玻尔原子的基态轨道半径（见第1卷第38章），等于 0.528 人。因处于 
标准压强和标准温度 （1 atm 、 Ot ) 下的气体每立方厘米都具有 2.69 X 10 19 个原子，所以式 
U 1.9) 就 给出： 

k = 1 + (2.69X 10 ,s )16it(0.528 X 10-*) J = 1.000 20. (11.13) 

氢气的介电常 tt 已测定为 

# c *» = 1. 000 26. 

由此可见，我们的理论已差不多正确了。不应该期望任何比此更佳的结果，因为测量当然是 
用正常氢气进行的，所以它所含的是双原子分子，而不是单原子分子。如果分子中各原子的 
极化与彼此分开的原子的极化不完全相同，那应不足为怪。可是，实际上分子效应却不是那 
么大。对于氩原子的 a 进行严格的置子力学计算给出比式 （11. 12) 约大12%的结果（即将 
16 tt 改变成184,因而预言一个更接近于观察值的介电常董。不管怎样，我们上述的电介 
质模型显然已相当之好。 

对上述理论的另一个考验，是将式 （11. 12) 试用于具有更高激发频率的那些原子。 
例如，需要有 24.6 eV 才能将氦原子中的电子拉出来，这可与电离氢所需的 13.6 eV 做 
比较。因此，我们会期待，氦的吸收频率物应比氢约大一倍，从而它的 a 可能为氢的四 



分之一大。期待值为 
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Xfk ^ 1- 000 050. 


实验值为 

K % = 1. 000 068. 

所以你们可以看到，我们的粗糙估计方向是对头的。至此，我们已了解非极性气体的介电常 
置，然而那不过是定性的，因为我们还未用到有关原子中电子运动的那种正确的原子理论。 

§11-3 极性 分子； 取向极化 

其次，我们将考虑具有永久电偶极矩 P 。 一如水分子那样——的分子。在没有电场 
时，各个偶极子指向处于无规方向，从而使单位体积内的净矩为零。但是当加上电场后会发 
生两件寧。首先，由于场对电子施加了力，所以有额外偶极矩被感生，这部分给出的电子极 
化率，其种类恰巧与我们对非极性分子所求得的电子极化率相同。当然，对十分精密的工 
作,这一效应是应该包括进去的，但目前我们将加以忽略（在 M 后总是可以加上去的）。其 
次，电场倾向于将各个偶极子排列起来从而在每个单位体积中产生一个净矩。假使气体中 
所有偶极子都整齐地排列起来了，则会产生很大的极化强度，但这种现象却从未发生过。在 
通常温度和电场的作用下，分子因热运动而发生的相互碰撞使它们排列得很不整齐。但总 
会有某种净的取向，因而也就有某种极化（见图11-2〉。这里出现的极化可以通过第1卷第 
40章中所描述的那种统计力学方法来加以计算。 



⑷ ( b ) 


S 11-2 ( a ) 在极性分子的气体中.各个偶极矩的取向是无规的，在一小体积里的平均矩 为零； 
( b ) 当有电场时，分子们就有某种平均取向了 


要运用这种方法就需要知道偶极子在电场中的能 tt 。 考虑一个电偶 
极矩 p 。 处在电场之中，如图 11-3 所示。正电荷的能 a 为#(1),而负电荷 
的能量为一0(2>。于是偶极子的能量为 

U = qHl ) — - qd •▽弋 


或 


U =- p 0 • E = — p 0 Ecos 0 , (11.14) 


其中6是 P 。 与* :间的夹角。正如我们会预料到的，当偶极矩沿着电场方 
向排列时其能量就最低。 



图 11-3 在场 E 

中一个偶极子 Ai 
的能屋为 _ P = .E 
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现在,我们利用统计力学方法来求出会有多少取向排列发生。从第1卷第40章中就求 
得,在热平衡态具有势能1/的分子其相对数目正比于 

(11.15) 

式中 l /( x , ： y , z ) 是作为位置函数的势能。相同的论证会 说:若 采用式 （11. 14>作为角度函 
数的势能，则在角度0处单位立体角的分子数目正比于 
令为在角度0处单位立体角的分子数目，我们便有 


对正常的温度和电场来说,这指数值很小，因此可以通过对指数函数展开而取其近似式 




(11.17) 


如果把式 (11. 17) 对所有角度积分，则我们可以求得 n 。。 积分结果应恰好等于 N , 即单位体 
积的分子数目。 cosd 遍及所有角度的平均值为零，因而这一积分就刚好等于„。乘以总立 
体角4^我们 得到： 


由式（11.17)可以看出，沿场取向（《«<?=1 ) 的分子比逆着场取向 （ co S 0 =_l ) 的 
分子要多，因而在任何含有许多个分子的小体积里每个单位体积都将有净的偶极矩—— 
也即极化强度 i 3 。 要算出 P , 必须得到单位体积内所有分子偶极矩的矢置和。由于我 
们知道这结果 将沿着 E 方向，所以，我们将仅仅对这个方向上的分 M 求和（垂直于 E 的 
分《之和将为零 ）： 

P = 2 pocosd .. 

» 位*« , 

可以通过对整个角分布的积分而算出这个和。在处的微立体角为 27 tsi n 执因而 


n ( 0 )po 

0 


i 抑 Jtsin 6 dd . 


(11.19) 


把由式 （11.17) 得到的 n ( d >) 代入,我们有 




5 0 )pdCOS 0 d(cos 0 ) , 


上式很容易积分而 给出： 


= NplE 


由于极化强度与场 E 成正比，所以会有正常的电介质行为。并且，正如我们所预期的，极化 
强度与温度成反比，因为在较高温度时由于碰撞，不整齐排列的分子就多。这个 1/ T 的依 
赖关系叫作居里定律。永久偶极矩/>。之所以出现平方有下述原 因：在 一给定电场中促使分 
子排列整齐之力与/>。成 正比； 而由分子排列整齐所产生的平均矩又与 P 。 成正比。于是平 
均感生矩就会正比于/>5。 
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现在应该试着看看式 （11. 20) 与实验符合的程度怎样？让我们考察水蒸气的情况。由 
于还不知道/>。是什么，所以就不能直接算出 P 来，但式 (11. 20) 确实预言*一1应与温度成 
反比，这点我们应该加以核对。 

由式 （11. 20) 得到 

因而 K _1 应正比于密度 N , 而反比于绝对温 
度。介电常量曾在几个不同压强和温度时测 
量过，对压强和温度的这种选取可使单位体积 
里的分子数能保持固定不变^ ( 注意！假如测 
量在 恒压下进行，则单位体积里的分子数会随 
温度的升高而线性地减少，1将按： T 2 变 
化，而不是按 T - 1 变 化）。 在图 11-4 中，我们 
把从实验观测到的1作为 1/ T 的函数而图 
示出来。由式 （11. 21) 所预期的那种依存关系 
遵循得很好。 

极性分子的介电常》还有另一种特性一 
随外加电场的频率变化。由于分子具有转动惯 
M , 要使那些笨®分子转向场的方向就需要一 
定的时间。因此，若所加电场的频率在微波区 
或者更商，则对于介电常《极性的贡献开始下 

降，因为分子不可能跟随变化。与此相反，即使高至光频，电子的极化率仍保持不变，这 
是由于电子惯性较小的缘故。 

§ 11-4 电介质空腔里的电场 

现在要转到一个有趣而又复杂的问题——致密材料中的介电常 ft 问题。假设我们选取 
液态氦或液态氩，或其他某种非极性材料，我们仍将期待会有电子极化。可是在致密材料 
中， P 可以很大，从而使作用在各个别原子上的场会被其近邻原子的极化所影响。问题在 
于，作用于各个别原子上的电场究竟如何？ 

设想有一液体被 H 于一电容器的两极之间。若板上带电，则这些电荷将在液体里产 
生一个电场。但在各个别原子中也有电荷，因而总场 E 便是这两种效应之和。这一真正 
电场在液体里从一点至另一点变化得十分迅速。这电场在原子里面很强——特别是刚好 
在核附近——而在原子与原子之间就相对弱了。两板间的电势差是对这一总场的线积 
分。若略去一切微小尺度上的变化，则可以认为存在一个 M 电场 E , 它恰好就是 V/d 
(这是上一章中我们所曾采用过的场）。应该把这个场想象成在一个含有许多个原子 



* 参考： Singer, Steiger and Gachter. Helvetica Physica Acta , 1932 ， 5:200. 
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的空间内的平均场。 

现在你也许认为，一个处在“平均"位置上的“平均”原子会感觉到这一个平均场。可是 
事情却并不那么简单，若想象电介质中有不同形状的空腔，则通过考虑里面所发生的情况就 
可证明这点。例如，假设在一块被极化了的电介质里挖出一个榷来，该槽的取向与电场平 
行，如图 11-5 U ) 所示。由于我们知道 VX £ = 0, 故在环绕图 （ b ) 所示曲线 r 所取的线积分 
就应等于零。槽中的场所提供的贡献必定恰好抵消来自檐外的场的贡献。因此，实际上在 
一条狭长槽的中心处得到的场 E 。 等于在电介质里找到的平均电场 E 。 

现在考虑大的側面与£垂直的另一种梢，如 
图 ll -5( c ) 所示。在这种情况下，楢里的场 E » 就 
不同于£：,因为极化电荷出现在梢面上了。如果 
我们应用高斯定律于图 （ d ) 中所画出来的那个 S 
面，则发现權里的场 E - 由下式 给出： 

E „ = E + — , (11.22) 

<0 

式中 E 仍然是电介质中的场（该高斯面中含有面 
极化电荷= P )。 我们曾在第10章中提及， 
cE + P 这个 ft 常称为 D , 因而 & E 。 = £)。就等于 
在电介质里的 D 。 

在物理学较早期的历史中，当时人们认为毎 
个 tt 都要直接由实验来下定义是非常之重要的， 
因而当发现不必在原子之间到处爬行就能够给电 
介质里的£：和 D 下定义时，感到十分 g 悦。平均 
场 E 在数值上就等于平行于场的榷中所 fi 得的 
场 E 。。 通过挖一个垂直于场的梢，并求得其中的 
E 。， 从而可测得场 D 。 但从来没有人按照这种办法把它们测燉出来，因而那不过是一种哲 
学上的东西而已。 

对于结构不太复杂的大多数液体来说,我们可以期待 :平均 地说一个原子发现自己受到 
其他原子的包围，作为很好的近似，认为它处在一个球形的$腔之中。因此，我们就 会问： 
“在一个球形空腔中的场到底怎样?”注意！若在一块均匀极化材料中，设想挖出一个球形空 
腔，那不过是把极化材料中的一个球体移出去罢了，这样就可将腔里之场找出来（我们必须 
想象，在挖出该空腔之前极化已被“冻结”了）。然而，根据迭加原理，在该球体移出之前，电 
介质内部的场等于球体体积外所有电荷的场再加上极化球内部电荷之场。这就是说，若我 




BBH -5 从电介质里切割出一个楮来，櫓中 
的场取决于该槽的形状及取向 



图 11-6 介质内任一点 A 的场.可认为是一个球形空腔里的场与一个 
球形塞子所产生的场之和 
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们把在均匀电介质里的场叫作£，则可以写成 

£ = £空|5+£塞子. （11.23) 

式中，^:^^指在该腔里之场，而 E a：F 则为一个均匀 
极化球内部的场（见图11-6)。由一个均匀极化球 
所产生的场，如图 11-7 所示。在这个球体之内，场 
是均匀的，其值为 

£，子 =-£• (11.24) 

应用式 (11/23), 我们得到 

E ee = E +^~. (11.25) 

0(0 

在一个球形空腔里的场比平均场要大 P/Sa (系数 
1/3表明，球形空腔里的场介于平行于场的槽内的 
场和垂直于场的槽内的场之间）。 

§11-5 液体的介电 常置； 克劳修斯-莫索提方程 

在液体中，我们期待对各个别原子起极化作用的场类似而不是 E 。 如果把式 
(11. 25) 的 E SB 用作式 (11. 6) 中的极化场，则式 (11. 8) 变成 

P = No< «( E + £) 

或 

p = r^° E . 

回忆一下，<一 1正好是 P / UE >, 因而有 

，— No 

" _1 = rwvo73- 

这为我们提供了用原子极化率 0 表达的液体介电常董。式 （11. 28) 称为 克劳修斯-奠 
M 方程。 

每当 N a 非常小时，如在气体那种情况（因为密度 A / 很小），于是项 N 0 /3 与1相比可以 
忽略，因而我们得到以往那个结果，即式 （11. 9), 

K -1 = Na . (11.29) 

让我们拿式 (11. 28) 同某些实验结果进行比较。有必要首先考虑能用 / c 的测量值通过 
式 （11. 29) 算出来的那些气体。例如,对于在0 X ：的 C & 来说，介电常量为 1. 002 9,所以 
就是 0.002 9。气体的密度一般容易算出，而液体的密度则可从手册中找到。液态 C & 

在20 ° C 的密度比在0 X ：时该气体的密度要高381倍，这意味着它处在液体时的 N 比处在气 


(11. 26) 

(11.27) 

(11.28) 



图 11-7 一个均匀极化球体的电场 
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体时高381倍。因而——倘若我们近似地认为凝结成液体时，其基本原子极化率并不发 
生变化——在液体中的 N a 便是 0.002 9的381倍，即 1. 11。注意项 jVa /3 的值接近 0.4, 所以 
就显得极为重要。用这些数字我们预测介电常量等于 2. 7 6,与 2. 64的观测值符合得相当好。 

在表 11-1 中，我们列出了几种不同材料的 一些实 验数据（从（化学与物理学手册》中得 
来的），以及按刚才所述的方法由式（11.28)计算出来的介电常量。^?^^7^1值与 
理论值的符合程度甚至比 C & 还要好一而对于 CC 1, 理论值与观测值的符合程度就不那 
么好了。大体上，所得结果都表明式 （11. 28) 用起来十分良好。 


表 11-1 由气体的介电常数算出液体的介电常量 



我们关于式（ II . 28 )的推导仅适用于液体中的电子极化。对于 h 2 o 那样的极性分子来 
说，这个式子就不正确了。如果对水也做同样的计算，便会得出 N 0 等于 13. 2,那意 味矜在 
该液体的介电常 M 为负值，但 > c 的观测值却是80。这一问题牵涉到得对永久偶极矩作正确 
的处理，而 吊萨格就钙 指出过正确的方向。现在我们没有时间来讨论这种悄况， 
但若你有兴趣的话,可参考克脱耳 ( Kittel ) 所茗的個体物理导论 >，书中对这个问题有所论述。 

§ 11-6 固态电介质 


现在我们再来讨论固体。关于固体的第一个冇意义的铒实是，可能存在由某些东西构成 
的永久极化一即使没有外加电场，那些东西也依然存在。例如.蜡这样一种材料，它含有带 
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图 11-8 g 杂的晶格可以有一永久的内 S 
极化强度 P 


永久偶极矩的长形分子。要是你熔解了一些蜡，并 
当它在液态时就加上一强电场，使得那些偶极矩部 
分地排列起来，那么当液体凝固时它们将保留原 
样。当场移去之后，这固体材料仍将具有那遗留下 
来的永久极化。像这样的固体叫永电体或驻极体。 

在永电体的表面上会有永久的极化电荷。它 
是类似于永磁体的带电体，然而却并不怎么有用， 
因为来自空气中的自由电荷会被吸引其表面上， 
最后抵消了那些极化电荷。永电体被“放了电”，因 
而便没有可见的外电场了。 

在某些结晶物质中，也可以找到自然发生的永 
久的内部极化强度 P 。 在这类晶体中，晶格的每个 
晶胞都有一个彼此相同的永久偶极矩，如图 11-8 
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所示。即使没有外加电场，所有的偶极子仍会指向同一方向。事实上，许多复杂晶体就都有 
这种极化现象。但我们平常并没有注意到它，这是由于出现于晶体外面的场已被放了电，正 
如永电体的情况那样。 

然而，如果晶体中这些内在偶极矩发生变化,则由于此时杂散电荷还来不及聚集起来和 
抵消这些极化电荷，所以外电场会显现出来。如果电介质是在电容器里，那么自由电荷将会 
感生在极板上。例如，当电介质加热时，其中的电偶极矩可能由于晶体受热膨胀而发生变 
化,这一效应称为同样地，如果我们改变晶体中的应力一如把晶体弯曲——偶极 
矩也可能稍微改 Cii 出现微小的电效应，这种效应称为压电效库,它可以被探测出来。 

对于那些不具有永久电极矩的晶体来说，我们可以求出一种涉及原子中电子极化率的 
介电常量理论来。这跟液体的情况差不多。有些晶体内部还存在可转动的偶极子，而这些 
偶极子的转动也会对《有所贡献。在诸如 NaCl 这种离子晶体中还有离子极化率。这种晶 
体由正、负离子排列而成的方格构成，在电场中正离子会被拉向一边而负离子被拉向另一 
边； 正电荷和负电荷之间有一个净的相对运动，因而也就有了体积极化。根据食盐晶体的硬 
度知识我们能够估计出这种离子极化率的大小，但这里不打算讨论这一课题。 


§ 11-7 铁电 现象； BaTi 0 3 


现在要来描述一种特殊晶体，几乎仅仅是偶然它才具有内在的永久电极矩。它的情况 
很接近临界状态，以致若稍微升高一点温度，该晶体便将完全丧失永久电极矩。另一方面， 
若它们接近于立方晶体，以致它们的矩可以在不同方向被转动，则可以在改变外电场时探测 
到电极矩大的变动。所有的极矩都翻转过来了，因而得到了大的效应。凡具有这种永久电 
极矩的物体都称为铁电体，它取名于首先在铁中发现的相应的铁磁效应。 

我们愿意通过对铁电材料的一个特殊例子的描述，来解释铁电现象是如何产生的。有 


几种方法可以产生铁电特性。但我们将仅仅讨论其 
中一种神秘情况一 BaTi 0 3 。 这种材料的单胞具有 
如草图 11-9 的那种晶格。事实证明，在某个温度以 
上，具体地说即在118 * C 以上， BaTi 0 3 是一种普通 
电介质，具有巨大的介电常量。然而，低于这一温 
度，它会突然具有永久电极矩。 

在计算固态材料的极化时，我们必须先求得每 
个元胞处的局部电场。同时还必须将自身极化的场 
也计算在内，如同上面处理液体的情况那样。但晶 
体并非均匀液体，因而不能采用在一个球形空腔里 
可能获得的那种局域场。如果你对该晶体进行计 
算,就会发现在式 （11. 24) 中的那个因子1/3已稍微 
发生了变化，但与1/3仍相距不远(对于简单立方晶 
体来说，就恰好是1/3)。因此，在这里的初步讨论 
中，我们将假定在 BaTi 0 3 中这个因子为1/3。 

原来当我们在上面写出式 （11. 28) 时你可能就 



图 11-9 BaTiOa 的一个单胞，原子实际 
上填充了大部分空间，但 为了看 起来清 
楚起见，仅表示出它们的中心位置 
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已怀疑，要是 Na 变成大于3那会发生什么■情况呢？似乎显出/^会变成负数。但这肯定是 
不对的。让我们来看看，要是在一特定晶体中 0 逐渐增大会出现什么情况。当 a 变大时，极 
化跟着增加,从而形 成了一 个较强的局域电场。可是一个较大的局域电场将 使每一 原子的 
极化增强，从而又进一步提高了局域电场。假如原子的“适应性”足够大，则这一过程会继续 
下去; 这里有一种反馈作用，引起了极化的无限度增长——假定每一原子的极化始终正比于 
场而增长。这个“失控”条件发生在 Afe = 3时。当然，极化不会变成无限大，因为感生极矩 
与电场之间的正比关系在强场时失灵了，从而使上述的一些公式不再正确。真正发生的情 
况,是在晶格中已“锁住”了一个自生自长的、高度的内部极化。 

在 BaTi 0 3 的例子中，除了电子极化之外，还有相当大的离子极化。这可认为是由于钛 
离子在立方晶格中会稍微移动一点而引起的。不过晶格会阻碍大的运动，因而当钛离子已移 
过一小段距离后，它就被堵住而停止不动。但这时晶胞却已把一个永久偶极矩保留下来了。 

在大多数晶体中，这就是在能够达到的各种温度时的实际情况。关于 BaTi 0 3 的这个 
十分有趣事情，是由于存在这么一个灵敏的条件，即如果 N a 只减少一点点就不会碰到困难 
了。既然 N 是随温度升高而减少的一由于热膨胀的缘故——我们便能够通过改变温度 
来调整 N 0 。 在那临界温度之下它才恰好被固定下来，因而一通过加上电场——就很容易 
改变极化并把它锁定在另一个方向上。 

让我们来看看能否更详细地对所发生的事态进行分析。就把 Na 严格等于3的那个溫 
度叫做临界温度了.。当温度升高时，由于晶格膨胀, A / 就减少一些。由于膨胀很小，所以我 
们便可以说，在临界温度附近 

Na = 3- p ( T - T ,). (11.30) 

式中/?是一个小的常数，它与热膨胀系数的数 tt 级相同，或者约等于 10_«—10_ S A ：。 现 
在，若我们将这个关系代入式 (11. 8) 中，便可以得到 

p ( T - T ,)/3 - 

由于已假定饵 T <) 比1小,因而可以将此式近似地化成 



当然，这个关系式 仅在丁 > T , 时才是对的。我们看到，恰好在临界温度以上时, * 非常 
大。由于那么接近3,因此就有一个巨大的放大效应，使介电常置可以轻易地高达 
50 000至100 000。它对温度也非常敏感，当温度升高时，介电常量与温度成反比地降低。 
可是，与偶极性气体的情况不同，那里的1与绝对温度成反比，而对于铁电体它同绝对温 
度与临界温度两者之差反比地变化(这一定律称为居里-外斯定律）。 

当我们把温度降至临界温度时，会发生什么情况呢？如果设想一个像图 11-9 所示的 
那种单胞晶格，便会见到有可能选出沿竖直线的离子链。在这些链中，有一种是由彼此 
相间的氧离子和钛离子组成的。还有其他一些线则分别由钡离子或氧离子构成，但沿这 
些线上的间隔要大些。通过想象出如图 ll - lO ( a ) 所示的一系列离子链我们便可以作出 
一个简单模型来模拟这种情况。沿着我们所称的主链，其中离子间隔为 a , 等于晶格常量 
的 一半； 在彼此全同的链之间，其横向距离为 2 a 。 在这些主链之间还有一些不那么致密 



m 11-10 关于铁电体的模型。 u) 相当于反铁电体； （b) 相当于正常铁电体 

现在，让我们试着按照上述模型找出会发生的 事情。 我们假定每个原子的偶极矩为/>, 
并希望算出链中一个原子处的场，必须求出来自其他各原子之场的总和。我们将首先算出 
仅来自一条竖直链中各偶极子的场，其他的链我们将在以后再谈。沿偶极子轴向并与其相 
距为 r 处的场由下式 给出： 

£：=士 努. (11.32) 

作用于任一个特定原子上的、由那上下两个等距偶极子所提供的场，方向总是相同，因而对 
于整条链来说，我们就 得到： 

〜=亡吾.( 2 + 吾 + 嘉 + 备+ .-)=5 亨. (11 - 33 > 

不太难证明 ：要是 我们的模型像一块完整的立方晶体——也就是说，若近邻的全同链只离开 
a —则数值 0.383 便应改成1/3。换句话说，要是近邻一些链位于距离 a 处，这些链对整 
个和的贡献也不过是一 0. 050个单位。然而，我们正在考虑的近邻一条主链却在 2 a 距离 
处，而正如你可回忆第7章那里所讲的，来自一个周期性结构的场乃是随距离作指数函数式衰 
减的。因此，这些链的贡献将 远比一 0.050 为小，这正好使我们可以略去所有其他链的贡献了。 

现在，应当找出要使失控过程能够进行必须有多大的极化率 a 。 假定链中每一原子的 
感生极矩/>正比于作用在它上面的场，如式 （11. 6) 所示。利用式 （11. 33), 就可从获得 
作用于原子上的、使其极化的场。因而便有下列 两式： 
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的链，我们暂且不予考虑。为使分析稍微简单些，我们也将假定在各条主链上的所有离 
子完全相同（这不是一种极粗略的简化，因为所有一切重要效应仍会出现。这是理论物 
理的技巧之一。先做另一个问题，因为它较容易解决——然后，在已经理解了事情怎样进 
行之后，才及时将一切复杂情况都放进去）。 


r— : 
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P — a < oE ^ 

和 E s = A . 

a (o 

上面这一对方程有两 个解: E B 和 /> 均 为零； 或当 £ a 和 /) 均为有限时 


0. 383， 

于是，若 a 与 a 3 A ). 383同样大，则由它本身的场所维持的永久极化便将开始。这一临界等 
式对于 BaTiC ) 3 来说，必须正好在温度 T , 时达到（注意，假如 a 高于弱场的临界值，则在强 
场中《应降低，而在平衡态我们已找到的相同等式仍将成立）。 

对于 BaTiO , 来说，间距 a 为 2 X 10 8 cm , 因而必然预期 0 = 21.8 X 1( T 2 * cm 3 。 我们可 
以把它与单个原子的已知极化率做比较。对于氧 ， a = 30. 2 X 10 - M cm 3 , 看来我们是对头 
的！但对于钛 ， a = 2.4 X 1( T M cm 3 , 那就相当之小。为了运用上述模型，我们大概应当采取 
它们的平均值(本来也可再度就相间原子的那种链进行计算，但结果却几乎相同）。因此， 
a (平均） =16.3 X 10 cm 3 , 它仍未达到足以提供永久极化的程度。 

但请等一等！迄今为止我们仅对电子极化率进行了相加。此外，还有由于钛离子移动 
而引起的某种离子性极化。我们只需要一个等于 9.2 X 10 « cr ^ 的离子极化率•（采用相 
间原子所进行的更稍密的计算表明实际上需要的是 11. 9 X 10 2 ‘ cm 3 )。 要理解 BaTi () 3 的特 
性，我们就得假定有这么一种离子极化率存在。 

在 BaTiQ 中，为什么钛离子会有那么大的离子极化率还不清楚。此外,在较低温度时，它 
在沿体对角线和在沿面对角线上的极化程度为什么会相同，也不明白。如果把图 11-9 中各 
球的实际大小都计算出，并问在由钛的近邻氧离子所构成的箱子中钛离子是否会有点儿松 
动——那是我们所期望的，以便它较易移动——你却找到完全相反的结果，它被塞得很紧。 
那些翅原子就有点儿松，但要是你仅让它们运动，则算不出那种结果。因此，你会看出，这一 
课题实际上还没有百分之百弄清楚，仍然存在一些我们希望了解的奥秘。 

回到图 ll - lO ( a ) 中的简单模型上来,我们看到来自一条链的场往往会使其邻近的链按 
相反方向极化，这意味着尽管每一条链会被锁住，但单位体积里却不会有净极矩(这样，虽然 
¥1有外部的电效应，但仍存在某种人们可以观测到的热力学效应）！像这样的系统确实存 
在，并称为反铁电体。因此,我们刚才所解释的实际上乃是反铁电体。然而， BaTi 0 5 确实排 
列得如图 ll -10( b ) 那样。所有的氧钛链都在同一个方向上极化，因为它们之间还有一些中 
间链存在。尽管这些链中的原子并不是非常极化，也并非十分致密，但仍将在与氧钛链相反 
的方向上有些极化。这极化作用在近邻一条氧钛链上所产生的弱场就会促使它处于与第一 
条链相平行的方向。因此, BaTiO , 的确是属于铁电性的，这是由于在链与链之间还存在一 
些原子。你或许会觉得 奇怪： "在两条氧钛链之间的直接影响又该会怎么样呢？”然而，应当 
记住,那直接效应是随距离按指数函数减弱的。異偶极子的链在 2 a 距离上的效应可能还小 
于弱偶极子的链在 a 距离上的效应。 

这一个目前我们对于气体、液体和固体的介电常量理解的相当详尽的报告就此结束。 


* 按照上述的简单平均法计算，这个数字似乎应是 11.0 X 10 » cm 1 。 ——译者注 



第 12 章静电模拟 


§ 12-1 相同的方程组具有相同的解 

自科学兴起以来,对于物理世界所获得的知识总数非常繁多，任何人要懂得其中的一个 
相当部分都似乎是不可能的。但实际上一个物理学家仍很有可能掌握有关物理世界的广泛 
知识，而不致成为某一狭窄范围内的专家。这里面有三重原 因：第 一，有一些重大原理可以 
应用到一切不同种类的现象上去一诸如能 m 以及角动 a 的守恒原理。对这些原理的透彻 
理解会马上导致对许多东西的理解。其次，有这么一个屯实，即 许多复 杂现象，诸如固体在 
受压缩时的行为，实际上基本取决于电力和《子力学方面的力，所以如果人们 理解了 电学和 
規子力学的基本规律，至少对发生于复杂情况下的许多现象就有理解的可能。敁后,还有一 
个敁引人注目的吻 合:对 于多种不同物理悄况的方程，都具有完全相同的形式。当然,符号可 

能不同- 个字母意味右，已经 

学习了一个学科，我们便立即拥有大 a 直接而乂柏确的关于另一门学科的方程的解的知识。 

现在，我们已结束丫静电学这一科目，不久便将继续学习磁学和电动力学。但在这样做 
之前，我们很想指出，在学习静电学的同时就已经学习了许多其他学科。我们将发现，舴电 
学的方程组会出现在物理学的《他几个场合。通过对解答的直接转译（当然相同的数学方 
程组必定具有相同 的解） ，就有可能像在静电学中那样同等容易——或同等困难——地去解 
决在其他方面存在的问题。 

我们知道，静电学方程 组是： 


V - ( kE ) = (12. 1) 

(0 

V X E = 0. (12.2) 

这里选取了含有电介质的那种静电学方程组，以便得到 M 普遍的情况。同样的物理内容也 
可以表达为另外的数学 形式： 

E =- V ^； (12.3) 

▽ • UW =_ 处皇. (12.4) 

<0 

现在问题的要点在于，有许多物理问题其数学方程都具有相同形式。有一个势(纟)的梯度乘 
以一标量函数 U ), 该积的散度等于另一标量函数（一卯*/〜〉。 

我们对静电学所知道的任何东西，都可以立即转移到其他学科里去，反过来也是如此 
(当然，这是一种双行道一如果在其他学科中某些特定性质为已知，则我们也可把这种知 
识应用到对应的静电学问题上来）。下面我们要考虑一系列例子，它们都来自能够产生这种 
形式的方程组的不同学科。 
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§12-2 热流； 无限大平面边界附近的点源 

以前(在§ 3-4 中〉 我们就曾讨论过一个例子一热流。设想有一大块材料，它无需均 
匀，也可以是在不同地方含有不同材质，而其内部温度是逐点变化的。这些温度变化的结果 
产生一股热流，由矢量 fc 表示，这代表每秒通过垂直于流向的单位面积的热量。 A 的散度表 
示热量从该区域单位体积离开的 速率： 

V • A =单位时间内从单位体积流出的热置. 

当然,本来也可以将此式写成一积分形式一正如我们以前曾在静电学中用高斯定律处理问. 
题那样——那就会 说明: 通过一个面的通量等于材料内部热能的变化率。我们不准备自找麻 
烦，在微分与积分形式之间把方程组变来变去,因为这种变换同静电学的变换一模一样。 

在各个地方热的产生率或吸收率当然依问题的不同而异。例如，假设在材料内部有一 
个热源(也许是一个放射源，或是由电流加热的电阻器）。让我们把由这个源每秒在单位体 
积中所产生的热能叫作也可能还有转变成体积内其他类型的内能而引起的热能损失 
(或获 得〉。 设 〃为单 位体积的内能，则一 du / df 也将是热能的一个“源”。于是我们便有 

▽ .* = *- 营. (12.5) 

眼下不打算讨论其中事物随时间变化的完整方程，因为我们正在做静电模拟，这里并没 
有什么东西与时间有关。我们将仅仅考虑恒定热流问题，其中有些恒定源已产生了一个平 
衡态。在这些场合下， 

▽ • fc = 5. (12.6) 

当然，还必须用另一个方程来描述在各不同地方热是如何流动的。在许多种材料中，热 
流近似地正比于温度对位 S 的变化 率:温 差越大，热流越强，正如我们曾经见到的，热流这个 
矢里与温度梯度成正比。比例常数 K 称为热导率,它代表该材料的一种性质。 

h =- KVT . (12.7) 

如果材料的导热性能是随地点而改变的，那么 K = K ( x , y , z ) 就是一个位置函数[式 
(12.7) 并不如表达热能守恒的式 （12. 5>那么基本，因为前者依赖于物质的特性]。现在我们 
若把式 (12. 7) 代入式 (12. 6) 中，便有 

V - ( KVT ) =-*, (12.8) 

这与式 （12. 4) 在形式上完全相同。恒定热流问题与静电学问题相同。热流矢 量 / r 对应 
电场£，而温度了则对应于 Si 。 我们已经1 A 变化的温度场 
和一个按 1/ r 2 变化的热流。这不过是从静电学方面来的一种转译，即一个点电荷会产生一 
个按1斤变化的势和一个按1//变化的电场。一般说来，我们能够跟解决静电学问题那 
样，容易地去解决恒定热流问题。 

考虑一个简单例子。假设 有一个 半径为1温度为乃的圆筒，该温度由筒内所产生的 
热维持着（这可能是一根载电流的导线，或一根其中有蒸汽正在凝结的管道）。这个圆筒外 
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面覆盖着一层绝缘材料的同心护套，这种材料的热导率为 K 。 比方说，这绝缘套的外半径 
为6,套外的温度为7~ 2 [图 12- l ( a >]。 我们要找出该导线、或蒸汽管、或在其轴心上的任何东 
西的热量损失率。设由长度为 L 的一段管道每秒所损失的总热量为 G —这就是我们要尝试 
去求的。 

如何才能求解这个问题呢？我们已有了上述微分方程，但是由于这些方程和静电学的 
相同，所以实际上就已解决了该数学问题。类似的电学问题是 :一个 半径为 a 的圆筒形导体 
处于势 A ，与处于势 A 、而半径为6的另一个圆筒形导体分别隔离着，中间填充了一层同轴 
的电介质材料，如图 12- l ( b ) 所示,现在既然热流 fc 对应于电场 E , 我们所要求的量 G 就对 
应于出自长度 L 的电场通量(换句话说，对应于在长度上的电荷除以 < a )。 我们已用高 
斯定律解决了静电学问题。对于热流问题，我们也按照相同的步骤来求解。 




m 12-1 (.) 在一个圆简状几何形体中的热流： （ b > 相应的电学问題 

由对称性可知, A 仅取决于与轴心间的距离 r 。 所以我们包围管子作一个长为 L 、 半径 
为 r 的高斯圆柱面。根据高斯定律，我们知道，热流乘以该表面的面积 2« rL 便应等于其 
内部所产生的总热量，这就是我们所称的 G : 


2 nrLh = G 


或 h = 2^ L - 


热流与温度梯度成 正比： 

或者在这种情况下, fc 的大小为 

上式同式 (12. 9) —起给出 


h =一 KVT , 


h =— K 


呈. 


dT _ G 
dr 2 nKLr 


从 r = a 至 r = 6 进行积分，便得 

t 2 - t , 


G 

2 nKL 



(12.9) 


( 12 . 10 ) 


( 12 . 11 ) 


• 这里两处“长度 L ”, 在原书中都作“单位长度”，我们作了改正。——译者注 
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解出 G , 得 


r = 2 nKUT ,- T 2 ) 
\ n(b / a ) 


这一结果完全对应于圆柱形电容器上的电荷 

n _ 2 lC ( QieL (^| —^ 2 ) 
w \ n ( b / a )~ 


( 12 . 12 ) 


问题相同，因而有相同的解。我们根据静电学知识，也知道一根隔热管道损失了多少热 M 。 

现在来讨论热流的另一个例子。假设我们要知道位于地下离地表不远或在一大块金厲表 
面附近的一个点热源周围的热流，这个定域热源也许是一个在地下爆炸了的原子弹所留下来 
的一个强烈热源，或许相当于在一大块铁中的一个小小放射源——总之会有种种可能性。 

我们将处理这样一个理想化的问题，即一个强度为 G 的点热源罝于一块无限大均匀材 
料——其热导率为 K ——的表面下距离为 a 的地方。我们将忽略材料外面空气的热导率， 
而希望求得这块材料表面上的温度分布。试问在材料表面上正对热源的那一点以及其他各 
处的温度是多少？ 

怎样解决这个问题呢？它很像静电学中这样一个问题，即在一平面边界两侧存在介电 
常量不同的两种材料。啊哈！或许它与边界附近的点电荷的情况相似，而该边界处在电介 
质与导体或类似的某些东西之间。让我们 来看吞 ，该表面附近的悄况如何。这表面的物理 
条件是，/ •的 法向分 M 为！，因为我们已假定没有热里流出板外,我们会 问：在 我们做过的哪 
—种静电学问题中会有这样的条件，即在表面处电场 E (这类似于 A ) 的法向分墩为！。不 
会有这种情况！ 

这是一件务必当心的亊情。由于一些物理原因，可能在某一门学科中对数学条件产生 
了某些限制。因此，若我们仅仅对有限几种悄况的微分方程进行分析，便可能会丢失在其他 
物理情况下能够发生的某些类型的解答。例如，没有一种材料的介电常量为零，而真空的热 
导率却确实等于零。所以对于完全绝热的物体，竟找不出一种静电的类似物来，然而，我们 
还是可以采用同样的不妨试行想卑，假却介电常量等于零，将发生什么情况（当然，在 
任一种实际情况中，:总不会等于零的。但也许会有这么一种情况，即其中有一种材 
料其介电常嫌非常 g , 使得我们可以略去外面空气的介电常 置〉。 

如何去找出与1面没有垂直分设的那种电场呢?也就是一种只与表面相切的电场。 
你会注意到，我们的问—平面导体附近放3— 个点电荷的问题刚好相反。那里曾 
要求有一个華葺于表面的场，因为该导体全都处于相同的势，在电的问题中，我们通过设 
想在导电板有一个点电荷而发明了一种解法，可再引用 那同一 概念。试挑选一个 
“像源”，那将会自动地使在表面上场的法向分量为零。这种解法如图 12-2 所示。一个 
同号而又等强的像源被置在该表面之上距离为 a 处，将使场始终切于材料表面。这两个 

法向分 S 互相抵消了。 

这样，我们的热流问题就得到了解决。通过直接类比，在各处的温度与两个相等点电荷 
产生的势相同。放在无限大媒质中一个单独点源 G , 在距离为 r 处所产生的溫度为 


• 原书式中少了 *。一译者注 
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T = 長 (12 - 13 > 

当然，这只是 s 5 = 9/(4 i ^ r ) 的模拟。对于一个点 
源来说，若加上它的像源，所产生的温度就是 

+ (12.14) 

4icKr 1 4jrKr 2 

上式给出在大块材料内任一点的温度。图 12-2 
中表示出几个等温面，同时也显示出一些 fc 线,它 
可以由 fc =_ kv : t 获得。 

我们原来的问题是要找出在该表面上的温度 
分布。对于表面上离轴心为 p 的一点，即在 n = 
ri = Vp Z + a ! 处,就会有 



这一函数在图上也表示了出来。刚好在热源正上 
方一点上的温度自然会高于其他较远的点的温 
度。这是地球物理学家们经常需要加以解决的那 



图 12-2 在一良热导体表面之下距离为<1处 
有一个点热源，在其冏®附近所产生的热流 
和等溫面。材枓外面 a 示的足一个像源 


类问题。我们现在看到，这也是在电学方面已经解决了的同类 事情。 


§ 12-3 绷紧的薄膜 


现在让我们来考虑一种完全不同的物理情况，不过它会再次给出相同的方程。设有一 

橡胶薄层-张膜一铺在一个大的水平构架上而被拉紧（如一张鼓 膜）。 现在假设这张 

膜的一处被顶起，而在另一处被压下，如图 12-3 所示。对于这个表面的形状我们能够加以 
描述吗？即将表明，当膜的挠曲程度不太大时，这一问题如何才能解决。 



围 12-3 —橡胶薄层铺在一个简形构架上而被 图12_ 4 —张绷紧了的橡胶薄层，其中表面 

拉紧（如一张鼓膜）。如果在该薄层 A 处被顶起， 张力 r 为垂直于一条线的单位长度的力 

而在 B 处被压下，这个表面是什么形状？ 
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由于膜被拉紧所以在膜内就会有力存在。要是在任一处造成一条小裂缝，则裂缝两边 
就会彼此互相拉开（见图12-4>。可见在薄层内有一# 表面张力 ，如同拉紧弦线中的一维张 
力。对于如图 12-4 所示的那样一条裂缝，刚刚能够把拉在一起的单位长度的力, 
我们定义为表面张力，其大小为 r 。 

现在就来观察膜的一个垂直截面。它将表现为一个弯曲截面，如图 12-5 所示。设《为 
膜离开其正常位置的垂直方向位移，而 x 和^则分别代表水平面上的两个坐标（图上所表 
示的截面平行于: r 轴）。 

试考虑长度为 Ax 而宽度为△: y 的一小块表 
面。由于表面张力，所以将会有作用于该小块表 
面每一边的力。图上边缘1上的力将是 nAy , 其 
方向与该表面相切——也就是与水平线成氏角。 
边缘2上的力将在角 ft 的方向，为△: y (还有作 
用于该小块表面其他两个边缘上的相似之力，但 
这些我们暂不予理会）。从1与2两个边缘作用 
® 12 ' 5 被挽曲了的膜片的 横截面 于该小块表面上的向上的净力为 

AF = r2 A>>sin 0 2 — n Aysin d \. 

我们将只考虑膜的小畸变,也就是小斜率范围。于是 ， sin 0便可用 tan 0来代替，而 tan 沒又 
可写成 如 /^ r 。 因而力为 

△ F= ),]△>■• 

在方括号内的 a 也同样可以写成(对于小&而言） 

站 K 

于是 

作用在其他两个边缘上的力对 AF 也将有贡献，所以总力显然是 

^ F= [h{ T rx) + f y [ r r y )]^ y - (12 - 16) 

该鼓膜之挠曲是由外力引起的。让我们设/为由外力引起的膜上 单位商积 的向上的 
力（一种“压强”）。当该膜处于平衡状态(醉止 情况） 时，这力必须被刚才所算出的内力即式 
(12. 16) 平衡掉。也就是说， 

f 一見 

于是式 (12. 16) 便可以写成 

/=-▽• ( r Va ). (12.17) 

其中，▽目前所指的当然是二维的梯度算符 d / dy )。 我们就有一个把 u (: r , : y ) 和所 
施力 f \ 工， 30以及表面张力 r ( x , . y ) -般来说，膜中的 r 是可以逐点改变的 联系 
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起来的微分方程（一个三维弹性体的畸变也由一组相似的方程所支配，但我们将专注于 
二维的情 况〉。 我们将仅仅关心表面张力 r 在整张膜中为常数的那一种情况。于是，可以 
将式 （12. 17) 写成 

V 2 ^ (12.18) 

这样就有另一个与静电学相同的方程了！一只是这回限制在二维上。位移 u 对应于 
多，而 / A •对应于 p /*。。 所以无论是对于无限大的平面带电板、或两平行长导线、或带电的圆 
筒形导体，我们所做过的一切工作，均可直接应用到一张绷紧的薄膜上。 

假设我们在膜的某些点上将膜推到一定高度—也就是说，在某些点上把《值固定下 
来,这就是在电的情况下，在各对应地方有一个特定 g 的一种模拟。因此，比如我们可以用 
一个与筒形导体对应的截面形状的物体把膜推上去3而形成一个正“势”。例如，若我们用 
一根圆棒把膜推上去，该表面便将如图 12-6 所示的形状。高度《与一带电圆棒的静电势多 
相同。它是按 ln ( lA ) 下降的（其斜率，对应于电场 g , 将按 1 A 下降）。 



m 12-6 —张 绷紧的 橡胶薄层用一根圆棒推上去时的楢戥面-函数与 
在 一根很长的带电棒 W 近的电势《1, JT ) 相同 

一张绷紧的橡胶薄层，往往用来作为一种从实验上解决复杂的电学问题的途径。这里， 
模拟是倒过来用了！各种不同的棒和杆被用来把膜推至对应于一组电极的势的高度。此 
后，对髙度的测摄就能给出在电情况下的电势。这一种模拟甚至被发展得 更远。 如果将一 
些小球放在膜上面，它们的运动会近似地对应于电子在相应电场中的运动。人们能够实际 
上观#到“电子”在其轨道上运动。这一方法曾被用来对许多光电倍增管（诸如那些用在闪 
烁@器上的，以及那些用于控制卡迪拉克牌汽车的车前灯光的）的复杂几何图形进行设 
计。这一方法目前仍被采用，但其准确度却是有限的。对于 a 准确的工作，更好的是通过数 
值计算法，即利用大型电子计算机把场求出来。 

§ 12-4 中子 扩散； 均匀媒质中的均匀球形源 

我们取另一个会给出相同类型方程的例子，这回得同扩散打交道了，在第1卷第《章 
中，我们曾经考虑过离子在纯气体中的扩散，以及一种气体在另一种气体中的扩散。这—次 
让我们选取一个不同的例子一中子在一种诸如石墨那样的材料中的扩散。之所以着重提 
出石墨（碳的一种纯净形式），是因为碳并不会吸收慢中子。在碳中，中子能够自由地到处漂 
移。它们在被核散射而偏转至一个新的方向之前，能够平均沿直线跑过几厘米。所以如果 
我们有一大块石墨——每边有许多米长——那么最初在某处的中子就会扩散至其他地方。 
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我们想要找出能对它们的平均行为一也就是，对它们的平均流动——所做的一种描述。 

设 N(x, >, z)AV 代表点(: r, z) 处体积元 AV 中由于运动，有些中子就 
会离开 AV, 而其他一些则将进入。若在一个区域里有比其邻区更多的中子，则从第一个区 
进入第二个区中的中子比起返回的将会多些，这将有一个净流。按照第1卷第43 章 中的讨 
论，我们用一个流矢量 J 来描述该流动。它的分量八就是单位时间通过垂直于： c 方向 
的单位面积的受中子数。我们曾经求得 


式中扩散系数 D , 由平均速度和在连续两次散射间的平均自由程 Z 表达的关系式为 

° = J IV - 

因而有关 •/的 矢置方程便是 

J =-DV N . (12.20) 

中子流经任一个表面元如的时间变化率为 J • rnk ( n 照例指单位法向矢域）。于是， 
从一体积元流出的净流(根据通常的高斯理论）为 ▽• Jciy 。 这一流动应该导致在 AV 内的数 
除非有些中子正在 AV 中产生出来（通过某一种核过程）。若在该体积内 
存在能够在单位时间单位体积中产生出 S 个中子的源，则流出 AV 的净流将等于 （S — 
ajv / aOAV 。 这时我们就有 

▽ •J = s - 棠 . (12.21) 

把式 (12. 21>和 （12. 20) 两者合并，便得到中子扩散 方程: 

V • (- DVN ) = s -^. (12.22) 

在静止一即其中 3； V /^ = 0 —情况下，我们再度得到式 （12.4)! 可以利用关于静 
电学的知识来解决中子的扩散问题。因此,就让我们来解答这个问题。你们可能会奇 怪：如 
果已在静电学中解答了一切问题的话，为什么还要再来求解一个问题?原因是，这回我们能 
够较快地获得解答，因为静电学的问题已经解决了！ 

假设有一大块材料，其中中子——比如是通过铀裂变——正在从一个半径为 a 的球形 
区域里朝各方向均匀地产生出来（图12-7)。我们想要弄清楚 ：各处 的中子密度是多少？在 
产生中子的区域里中子的密度究竟会多么均匀？在源中心处的中子密度与在源区表面上的 
中子密度的比率是多少？要找出这些答案挺容易。这里，源密度 S 。 代替了电荷密度^，因 
而我们的问题与具有均匀电荷密度的球体问题相似。求 N 正如同求势釔以前我们曾计算 
出一个均匀带电球体的内场和外场，对这些场取积分就可以获得势。在球外，电势为 
Q /(4 jt ( 。;*), 其总电荷 Q 是由给出的。因此 

K = (12.23) 


对于球内各点，那里的电场仅仅来自半径为 r 的球体内的电荷 Q ( r ), 亦即 Q ( r ) = Wp /3, 
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图 12-7 ( a ) 在一大块石墨中，中子在一个半径为 a 的球体里均匀地产生 
并向外扩敗。发现中子密度 N 为离源心距离 r 的函数。 （ b ) 类似的静电 
悄况 :一个 均匀带电球体，其中 N 对应于 <而 J 对应于£ 


因而 

这个场随着 r •增大线性地增大。对£取积分便可得到纟，于是我们有 

^ =一^ + 常数. 

0< 0 


(12.24) 


在半径 a 处,心 与心 必定相等，因而该常数就应当是 /» 2 /(2 <0 )( 假定离源很远的地方多等 
于零，这就相当于那里的中子数 N 为零）。因此， 

^ = ( 12 . 25) 

我们立即就知道另一个问题中的中子密度。答案是 

N -=lfr ( 12 . 26> 

和 

%=壺 (X — 皆). （ 12 . 27 ) 


N 作为;•的函数如图 12-7 所示。 

那么，源心与边缘的密度之比又是多少呢？在源心 （r = 0 )处，密度正比于 3 a 2 /2;在边 
缘 （r = a )处，密度正比于 2 V /2;因而，两密度的比为3/2。一个均匀源并不会产生均匀的 
中子密度。你看！静电学的知识给我们提供了关于核反应堆物理学的一个良好开端。 

有许多物理情况，其中扩散起着重要作用。例如，离子在液体中的运动，或电子在半导 
体中的运动,都遵循相同的方程。我们一次又一次地和这种相同的方程式打交道。 
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§12-5 无旋流体的 流动； 从球旁经过的流动 

现在让我们考虑一个并非十分完美的例子，因为我们将要用的方程式不会真正十分普遍 
地代表该主题，而只是代表一种人为的理想情况。将要讨论的是水流问题。对于绷紧的薄膜， 
我们的方程乃是一种近似，只有在挠曲程度微小时才正确。在有3流的讨论中，将不做这种 
近似,而必须做出一些与实际的水流有很大出入的艰制条件。我们将仅仅处理一种 不可压缩 
的、无黏滞性的、而又无环流的液体的定常流动情况。然后，就将速度 v ( r ) 作为位 
来表达该流动。的(唯一具有静电学类似的一种情况），则 v 与时间无关。如果 
用 P 代表该流体密度，则 pv 便是单位时间通过单位面积的质量。根据物质守恒, pv 的散度一 
般将是单位体积内材料质量的时间变化率。我们将假定,并没有任何不断创造或消灭物质的 
过程。于是物质守恒就要求 v -^ = 0 (—般说来，它应当等于一今但由于我们的流体是不 
可压缩的, P 便不可能发生变化)。由于处处相同，故可将其分离出来，因而上述方程就不过是 

V • v = 0 . 

好！我们又回到静电学（空间不存在任何电荷）上来了。上式恰好就像 ▽ • E = 0。然 
而，情况并非那样简单！静电学并不仅仅是 ▽•£ = (), 而是包括一对方程。单单一个方程 
不能告诉我们足够多的东西，还需要另一个方程。为了同静电学协调起来，我们还需要 v 的 

为零。但这对于实际液体来说，并非普遍正确。大多数液体往往会产生一些环流。所 
以我们就被限制在没有液体环流的情况。这样的流动常称为无旋流动。不管怎样，若我们 
作出了所有这些假定，便可以想象出类似于脖电学的一种流体流动情况。因而采取 

V • v = 0 (12.28) 


我们要强调，遵循这些方程的液体流动只是一些特殊而远非普遍的情况。它们是表面 
张力、可压缩性和黏滞性都必须可以忽略、而又可以假定该流动是无旋的那么一些情况。这 
—些条件对于真实水的适用性竟是如此之少，以致数学家冯 • 诺伊曼曾经说过，凡对式 
(12. 28) 和 （12. 29) 进行过分析的人们乃是在研究“干水”！我们将在第40和41章中对流体 
流动的问题进行更详细的讨论。 

由于 VXv = 0 , 因此“干水”的速度就可以写成某个势的 梯度： 

v =- ▽必 (12.30) 

0这个量的物理意义是什么？它并不含有任何十分有用的意义。速度可以写成为势的梯 
度，仅仅是因为该流动是无旋的。而根据与静电学的类比4就称为 速度势 ，但它与4不同, 
与势能毫无关系。由于 v 的散度为零，我们便有 

▽ • ( V 0) = V > = 0. (12.31) 

和在自由空间0= 0) 里的静电势一样，这速度势0也服从同样的微分方程。 

让我们举一个属于无旋流动问题的例子，并看看能否通过学过的方法来解决它。考虑 
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穿过液体下落的球体问题。如果它降落得太慢，则我们所忽略的黏滞力就会十分重要。如 
果它落得太快，则会有一些小漩涡（湍流）出现在其尾部，而在水里就会有一些环流。但若该 
球体运动得既不太慢又不太快，则水流将大体上符合我们的那些假设,这样才能通过那些简 
单方程式来描述水的运动。 


在固定于球体的参照系中来描述所发生的事情很 
方便。在这个参照系中，我们提出这样一个问题 ：若在 
离球很远的地方水均匀流动，当其流经静止球体时，运 
动情况将如何呢？这就是说，在离球很远的地方，流动 
处处相同。但在球体附近的流动则如图 12-8 中的那 
些流线。这些线，始终平行于 v, 而与电场线相对应。 
我们希望得到有关这一速度场的定置描述，即关于任 
—点 P 的速度表示式。 

可以从0的梯度求得速度，因而首先就要算出势 
来。我们需要处处都满足式 (12. 31) 的那一种势,而这个 
势也应满足两个限制条件:（1)球内区域不存在流动;（2) 



在远距离处流动是稳定的。为了满足条件 (1), 垂直于球 
面的 v 分置就应等于零。这意味着，在 r = a 处,30 々r 
为零。为了满足条件 (2), 则在 a 的所有点上，必须 
有 3+/3 Z =货。严格说来,并没有一种静电情况会完全对应于我们的问题。实际上它对应于把 


围 12-8 从球旁流过的无旋流体的 
速度场 


一个介电常 H 为 f 的球体放 H 在一个均匀电场中。要是已求出了关于介电常 置为* 的球体放 
在一均匀场中的 ii 题之解，那么代入 * = 0，我们便该立即获得有关这一问题的解答。 


实际上，并未详细算过这个特定的静电学问题，那现在就让我们来做吧（本来也可以直 


接用V和0来解决流体问题的，但仍将采用 E 和4，因为那是我们所熟悉的）。 

问题是 ：求出 ▽、= 0的一个解，使得对于 r 很大时 E =—^#为一常数，比方说£。，而 
又使得在 r a 处 E 的径向分置为零，即 

( 12 . 32) 


我们的问题牵涉到一种新的边界条件，这里并不要求表面上的4为常数，而是要求邛 々r 
为常数。这样一来，情况就有所不同了，不容易立即得到答案。首先，当该球体不存在时 ，必应 
当是一 于是£应该沿 * 轴方向，并具有一个大小不变的 Ea。 原来我们曾经分析过内部 
具有均匀极化的一个电介质球的情况，而且我们发现在这种均匀极化球内部的场乃是一个均 
匀场,而在其外部的场则与一处在球心的点偶极子的场相同。因此，我们猜测所希望得到的解 
为一个均匀场和一个偶极子场的叠加。因偶极子之势(第6章)为于是我们假定 


4>=- E 0 z +-^ ?< (12.33) 

由于偶极子场按1/〆下降，所以在大的距离处我们便恰好拥有场 E。。 我们的猜测自动满 
足了上面的条件(2)。但该偶极子强度取何值呢？为求得这个值，我们可利用关于#的另 
—条件，即式 (12. 32)。必须取 ii 对 r 的微商，但这当然要求在一个固定的角度上进行，因而 
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为了方便，首先就得用 r 和0而不是用 z 和 r 来表达 由于 ; r = rcosd , 所 以得: 


E 的径向分量为 


=—— E 。rcos 6 + 


pcos 0 
4^0^ • 


-l 


=+E o cos0 + 


pcos 0 

2jt< 0 r 3 " 


上式在 r = a 处对于所有的 0 均必须为零。若取户为 


p =— 2 n < oa 3 E 0 , 


(12.34) 


(12.35) 

(12.36) 


那就确实如此。 

要小心注意！如果式 （12. 35) 中两项并非都具有相同的0依赖关系，则不会有可能选得 
出/>而使式 （12.35) 在 r = a 处对一切角度都变为零。我们算出的结果意味着，在写出式 
(12. 33) 时的猜测是聪明的。当然，在做出该猜测时，我们是向前看的。我们知道将需要另 
一项，它将会 ：（ a ) 满足 V ^ = 0( 任何真实的场都该如 此）； （ b ) 依赖于 COS 0 ; ( c > 并在大的 r 
处降至零。偶极子场就是唯一能满足这三个条件的场。 

利用式 (12. 36>,我们的势就是 

♦ =— £i>cos0(r+ 》). 

关于流体流动问题的解可以简单地 写成： 

ip =—i/ocos<?(r+ 

从这个势求 V 很方便，对此爭我们就不进一步追究下去了。 

§ 12-6 照度； 对平面的均匀照明 

在这一节中，我们将转到一个完全不同的物理问题上去——旨在显示许多不同的可能 

性，此次，我们将做某种事情，它所导致 
的积分与我们在静电学中所求得 的积分 
类型相同（如果我们有一个数学 
给出某一积分，而它若就是以前解决另 
—问题的同一积分，那么我们对于该积 
分的性质便会理解一些）。现在就从照 
明工程中选取一个例子。假设有一光源 
放在一平面上距离为 a 处。该面上的照 
明情况如何呢？这就是说，单位时间到 
达单位表面积上的辐射能量有多少（见 
图 12-9)? 假定光源是球对称的，以致在 
任何方向辐射的光都相等。这时，通过 



图 12-9 面上的照度 7 。代表单位时间到达单位面积 
表面上的辐射能 


(12.37) 


(12. 38) 
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華直于光流的单位面积的辐射能量与距离的平方成反比。显然，在垂直于光流的表面上，光 
的强度与点电荷源产生的电场具有相同的公式。若光线与表面的法线成一角度0投射到表 
面上，那么即到达等位面积表面上的能量，就仅有 COS 0那么大了，因为同样的能量落在 
了 1 / co S 0倍的面积上。如果我们称光源的强度为 S , 则在一个面上的照度便是 



式中，&是从光源向外的单位 矢量； 而 n 则是该面积的单位法线。照度 / n 相当于从一强度 
为 4 mS 的点电荷所产生的电场的法向分量。明白了这一点，我们便可看到，对于任一种光 
源分布，都能够通过求解对应的静电学问题而获得答案。在计算电荷分布所产生的电场在 
一 平面上的垂直分量时，我们就是按照这种求光源"对一平面的照度的方法来做的。 

试考虑下述例子。为了某种特定实验条件，我们希望使台面上有一个十分均匀的照明。 
这里，可资利用的是一些沿管的长度辐射均匀的长荧光管。这可以在距台面为 Z 处的天花板 
上安 S —整排荧光管对我们的台子照明。如果我们要求台面照度均匀，比方说在1%。的起伏 
范围内，则所选用的管与管间的最大间隔6是多少？答案：（1>求相隔为6的均匀带电导线栅 
的电场; (2) 计算电场的垂直分量;(3)找出6应多大才能使场的起伏不超过1% 0 。 

在第7章中我们筲见过,带电导线栅的电场可用许多项之和来表示，其中每项给出一个 
周期为的正弦变化的场，这里 n 是一整数。任何一项的幅度都由式 (7. 44> 给出： 

F. = 

若要求的场是不太靠近那导线栅处的场，则我们仅需考虑 n = 1的情况。对于一个完整的 
解来说，本来还需确定整套系数，而这我们还未曾做过（尽管是简单的计兑>。既然我们 
只要求 A , ，就可以估计出它的大小约略与平均场相同。于是该指数因子就会寅接提供关于 
场强变化的桕对幅度。如果希望这个因数等于10 '则将得出6应为0.91%若令荧光灯 
管间的间隔台面至天花板距离的3/4,则该指数因子为1/4 000,而我们便有一个安全 
系数4,从而相当肯定地会使照明在1%。的范围内保持恒定不变（准确的计算表明， A , 实际 
上两倍于平均场，因而 83 Z )。 对于这么一个均匀照明，所容许的管间距离竟会如此之 
大，多少有点令人惊奇。 


§12-7 自然界的"基本统一性" 


在这一章中,我们希望证明，在学习静电学的过程中你们已同时学习了怎样去处理物理学 
中的其他许多课题，而正是由于这一点，我们才有可能在有限的岁月里学习几乎全部物理学。 

可是，当这样的讨论结束时肯定会浮现出一个 问题： 为什么从不同现象所 得到的微分方 
程竟会如此相似呢?我们也许会 说:“ 那是自然界的基本统一性。”但这指的到底是什么呢？ 
具有什么意义？简而言之，它怠味着不同现象有着彼此相似的方程组， 


»由于我们所谈的是关于悲#光源，它们的異莲就总是线性地相加，因此模拟的电荷将始终带有相 
同符号。并且.我们的模拟仅达一块不透上的光能，因而在我们的积分中只需计入照射于该 
面上的光源 （ 6然不包括该而下面的其他光源>» 
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当然这时我们还未给出任何解释。“基本统一性”也许指的是，任何东西都由同一种材料构 
成，因而便应服从同样的方程。这听起来是一个完满的解释，但让我们深思一下，静电势、中 
子扩散、热流——是否确实在与同一种材料打交道？我们能否真的想象出那静电势在物理 
上全同于温度，或全同于粒子密度？肯定的是，彡不会恰好与粒子的热能 相同； 鼓膜 
肯定王像温度。既然这样,为什么还会有“一种基本统呢？ 

事实上，对各种不同科目的物理学加以更密切的考察就会证实，那些方程式并非真的全 
同。对于中子扩散所找到的方程只是一种近似。当我们观察的距离比自由程大时，以上近 
似才有效。如果更细致地进行观察,便会看到各个中子正在各处跑动。各个中子的运动，肯 
定完全不同于我们从微分方程解出的那种连续光滑的变化。该微分方程只是一种近似，因 
为我们曾经假定中子在空间是连续分布的。 

是否 g 就是关键所在？是否一切现象所共有的东西就是空间，即藉以建立物理学的一 
种构架？只要东西在空间里相当平滑，那么所牵涉到的重要事情就将是某些 m 相对于空间 
中位置的变化率。这就是为什么我们总是获得一个有梯度存在的方程。微商必定以梯度或 
散度的形式 出现； 由于物理定律与方肉无关，所以它们必然表示 成矢置 的形式 ri 电学方程 
组就是人们所能获得的、仅含有各个置的空间微商的、 a 简单的矢量方程组，任何其他简单 
问题一或复杂问题的简化一看起来都应当像静电学那样。所有问题的共同点是 ：它们 
全都涉及到空间，以及我们总是用简单的微分方程来模拟实际的复杂 现象。 

由此引导到另一个有趣问题。这同样的讲法对峥电学方程组是否也可能是对的呢?它 
们是否也只有作为实际上复杂得多的微观世界的一种理想化的模拟才是正确的呢？客观 
(物质〉世界是否可能由一些仅在 g 微小距离上才能看得见的 X 子组成的呢？而在测 ft 过 
程中我们是否可能总是在那么大的尺度上进行观察，以致不能见到这些小 x 子、这才是所 
以会得到那些微分方程的根由？ 

现在最完整的电动力学理论，的确会在十分短的距离上碰到困难。因此,在原则上这些 
方程可能是某些事情的理想化模型。它们在小至约10 " cm 的距离上仍显示正确，但此后 
就开始 a 得不对了。可能会有某种迄今还未被发现的内部“机制”，而这种内部复杂性的一 
些细节被表面上看来理想的那些方程隐藏起来了一正如在那种“理想”的中子扩散现象中 
一样。但还没有人系统地提出过克服那种困难的成功理论。 

相当奇怪的 是:事 实表明（基于我们完全不清楚的 原因〉 ，相对论和置子力学按照我们所 
知的方式结合起来，似乎已不允许有一个基本上不同于式（ I 2 . 4 )的方程，而同时又不会引起 
某种矛盾的那种发明。不仅仅是与实验不符合，而且还是一种内部矛盾。例如 :对所 有可能 
会发生的各种情况的概率之和不等于1,或能置有时可能会出现为复数的那种预言，或其他 
与此类似的某种荒谬设想。迄今还没有人能够创立一种电学理论，使得在其中 A 。 
被理解成对深一层机制的一种理想化近似，而又不会最终引导到某一种谬论上去。然而，还 
必须补充说明：若假定在所有不论多么小的距离上都正确，则会导致它本身的 
荒谬(一个电子的电能为无 限大) ——即迄今还没有谁懂得怎样摆脱这些谬论的影响。 
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§13-1 磁 场 


作用于一电荷上的力不仅取决于它的位置，而且还取决于它运动的速度。空间每一点 


可由两个能确定作用于电荷上的力的矢量来做标志。首先，电力提供了与电荷运动无关的 


—部分力，我们用电场£来描 述它； 其次，另一部分力，称为磁力，那 
是有赖于电荷的速度的。磁力还具有一种奇怪的方向 特性： 在空间 
任一特定点上，这力的方向和大小均取决于该粒子的运动方向。在 
任一时刻，这力总是垂速 iift ; 并在任一特定点上，这力又总 
是与 空间中某一固定方向 成直角（见图 13-1); 而且，力的大小是与 
垂直于这 一规定 方向的速度分琢成正比的。所有这一切行为都能 
由一个定义为磁场矢墩的以描述。这个矢 W ; 不仅在空间规 
定出唯一方向，并且还规定力与速度成正比的那个比例常数，从而 
写出磁力为 </v X B 。 于是，作用于电荷上的总电磁力就可以写成 



F = q ( E + vXB ). (13.1) 


这称为洛伦兹力。 

磁力可用一根磁棒棵近一阴极射线管而轻易地加以演示。电 


动电荷上与速度有关 
的那一部分力，与 v 及 
B 的方向部成直角。 
它也与垂于 B 的 v 


子束的偏转，表明磁铁的存在产生了一个作用于电子而与其运动方 vsin 0)& 

向成直角的力，如同在第1卷第12章中我们曾描述过的那样。 ^ 

磁场 B 的单位显然是 1 NsCMnT 1 。 这同一单位也是 1 VsnT 1 。 它也称为 1 Wbm _ z 。 


§13-2 电流； 电荷守恒 


我们首先考虑怎样来理解磁力对载流导线的作用。为此，我们先给所谓电流密度下个 
定义。电流是电子或其他电荷的净漂移或净流动所形成的运动。我们可用一个矢量来表达 
这一种电荷流动，这矢量给出每单位时间通过垂直于流动方向的单位面积元的电荷量（正如 
我们对于热流所曾做过的那样 我们称之为 电流密度 ，并用矢 a ■/来表示，它的方向沿着电 
荷运动的方向。如果在材料中某处取一小面 iiii 单位时间流经该面积的电荷量为 

j - nAS , (13.2) 


式中 n 是垂直于 AS 的单位矢量。 

这电流密度与电荷的平均流动速度有关。假设有一个电荷分布，它的平均运动就是一 
个速度为 v 的漂移。当这一分布通过一面积元 AS 时，在时间内流经该面积元的电荷 
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△9,等于包含在一个底面为 AS 、 高度为的平行六 
面体内的电荷，如图 13-2 所示。这个平行六面体的体 
积就是 AS 在垂直于 v 方向上的投影乘以若再乘 
以电荷密度/0,就将给出 A 9。 这样， 

Aq = pv • nASAi. 

于是单位时间通过的电量为 V • " AS , 由此可得 

j = P v . (13.3) 

如果该电荷分布是由单独的电荷、比方说电子组 
成的，其中每个电荷各具有电设9,并以平均速度 v 运 
动，则电流密度为 

j = Nqv , (13.4) 

单位时间通过任一个面 S 的总电 tt 称为 g /。它等于通过该面的所有面元的流的法 
向分 ft 的积分 

J = \j ■ »dS (13.5) 

(见图 13-3). 



从闭合面 S 流出来的电流 J 代表电荷从面 S 所包围的体积 V 内离开的速率。物理学 
的一个基本定律 为：电 荷是不灭的；它永不消失也永不被创造。电荷能够从一处移至另一 
处，但却从未出现过€^¥^?况。我们说电荷是守恒的。如果有一个净电流从一个闭 
合面流出，则其内部的电荷就应相应地减少(图13-4) 0 因此,我们能够将电荷守恒律写成 

j • ndS =— 矣 (Q 内〉. 

J 任一闭含_ ot 

内部电荷则可以写成电荷密度的体积 积分： 

^=L,/ dV - 


(13.6) 

(13.7) 



图 13-2 如果具冇密度为^的电荷分 
布以速度 v 移动，则单位时间流经 AS 
的电荷为产 • HAS 


式中 N 为单位体积的电荷数目。 
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如果应用式 （13. 6) 于一个小体积 AV , 那么我们便知道左边的积分为7 • 其中的 
电荷为 因而电荷守恒律也可以写成 

(13.8) 

(再一次是高斯数学！）。 

§13-3 作用于电流上的磁力 

现在我们准备求磁场作用于一载流导线上的力。电流由以速度 V 沿导线运动的带电粒 
子组成。每一个电荷都感受到一个横向力 

F = qv X B 

[图 13-5( a )]。 如果单位体积含有 N 个这样的电荷，则在导线的一个小体积 AV 内的数目 
%謂。 作用于 AV 上的总磁力 AF 等于作用在各电荷上之力的总和，即是， 

AF = ( NAV )( 9 vXB ). 

但 Ng * ■恰好就是 广因而 

AF = jX BAV (13.9) 

[图 13-5( b 〉]。 作用于单位体积的力为_/><1»。 



(a) (b) 

囹 13-5 作用于 一载流 导线上的磁力等于对各个运动电荷作用力的总和 


如果在一根截面为 A 的导线中，流经导线的电流是均匀的，则可取截面为 A 而长度为 
AL 的一段柱体作为体积元。于是 

£,F = j XBAAL . - (13.10) 

现在就可以把叫作导线中的电流矢置 /( 它的大小为导线中的电流，而其方向则是沿着 
导线）。这样， . 

AF = / X BAL . (13.11) 

因此作用于单位长度导线上的力为丨 X B 。 

上式显示了一个重要结果，即由于导线内电荷运动而作用于导线上的磁力，仅取决于总 
电流，而与其中每一粒子所带的电荷量——甚至连符号！——都无关。作用于磁铁附近导 
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线上的力，通过观察接通电流时线的偏转不难加以演示，正如在第1章中所曾描述过的那样 
(见图1-6)。 


§13-4 恒定电流的 磁场； 安培定律 

我们已经看到，诸如在由一磁铁所产生的磁场存在的情况下,就有力作用于导线上。从 
作用等于反作用这一原理出发，我们也许会期望，当导线中有电流通过时应当有一个力作用 
于磁场之源，也即作用于磁铁上确实有这样的力存在，这可由置于载流导线附近的一根 
磁针的偏转而看出来。原来我们知道，磁铁会感受到来自其他磁铁的作用力，因而这就意味 
着，当导线中有电流时，这导线本身就会产生磁场。于是，运动电荷确实会产生磁场。现在 
我们愿意尝试找出如何确定这种磁场产生的规律。问题是 :给出 电流后，它 iii 成什么样的 
磁场？对这_问题的解答由实验上的三个决定性实验和安培在理论上所做的辉煌论证而确 
定了下来。我们将绕过这一有趣的历史进程，而只是简单地说说大量实验事实已经证实了 
麦克斯韦方程组的有效性。我们将把它们作为起点。若在这些方程中省略含有时间微商的 
那些项，则可得到关于酔碎学的方程组 : 

V • B = 0 (13. 12) 

和 

c , VXB = J -. (13. 13) 

<0 

这些方程仅在一切电荷密度都恒定、一切电流都稳恒，使得电场和磁场都不随时间而变—— 
—切场都呈现“静止"状态——时才正确。 

应当指出，认为有像静磁这种情况是相当危险的，因为毕竟总得有电流才能获得磁 
场——而电流则只能来自运 动葙的 电荷。因此，“静磁”只是一种近似，它指的是拥有 大燥运 
动电荷、而我们又可将其近似成定常流动的一种特殊的动力情况。只有这样才能谈论一种 
不随时间而变的电流密度 J 。 这一题目应当更准确地称为关于恒定电流的研究。假定所有 
的场都恒定，我们从那完整的麦克斯韦方程组 (2. 41) 中省略了一切含有 3 E 沒*和 aB / at 之项 
后，便可获得上面两个方程式 03. 12) 和 （13. 13)。并注意 ：由于 任何矢量旋度的散度均必须 
等于零，所以式 （13. 13) 便要求 V • y = 0 o 根据式 (13. 8>,这只 有在扣 /9 t 为零时才正确。但 
如果 E 不随时间而变，这便是必然的了，因而我们的一些假设都是一致的。 

V - j =0 这一要求的含意是，只能容许在首尾相连的路线中才有流动着的电荷。例如， 
它们可以在构成一个完整回路一称为电路——的导线中 流动。 当然，这种电路可以包含 
维持电荷流动的发电机或电池组。•但不容许包括正在被充电或放电的电容器（当然，我们以 
后还将推广到包括那些动态场，但目前打算先讨论较简单的恒定电流情 况〉。 

现在，让我们来看看式 （13. 12) 和 （13. 13) 的含意如何。第一个式子说明 B 的散度为 
零。拿它与静电学中的类似方程 = 作比较，就可以断定，不会有电荷的磁类似物， 
即垛有能从中产生出 B 线的磁荷。如果我们用矢量场 B 的“线”来考虑，则这些线将永远 
不$突然出现，也永远不 ii " 终止。那么，它们是从哪里来的呢？在有电流的坶方磁 


• 然而.我们不久将见到，对于电磁力来说这样的假定一般是 f 正 确的。 
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场才会“出现” •，它们有一个正比于电流密度的 gg 。 无论哪里有电流，那里就有构成回 
路的磁力线环绕着该电流。由于 B 线无始无终 i 些线便经常能够兜绕回来以形成闭合 
回路。但也有 B 线不是简单闭合回路的那些复杂情况。可是，无论情况如何，它们永远 
不会有从一些点上散发出去。迄今为止，还没有发现过磁荷，因而 ▽ • B = 0。这一结果， 
不仅对于静磁场正确，甚至对于动态场也嫜终正确。 

B 场与电流的关系包含在式 (13. 13) 中^里有一个新的情.况与静电学大不相同，在那 
里我们曾有过 VXE = 0 o 这个方程意味着 E 环绕着任一闭合回路的线积分 为零： 


<p E • ds = 0. 

J 

这一结果是由斯托克斯定理得到的，该定 理说： 
任一个矢置场沿任一闭合曲线的线积分，等于该 
度的法向分置的面积分（对以该闭合回路 
为其边缘的任何表面求积分〉。把同样这个定理 
应用于磁场矢量并利用在图 13-6 上所示的那些 
符号，则可得 

• ds = |(VX B ) • ndS . (13.14) 
由式 (13. 13) 取 B 的旋度，便有 



*13-6 B 切向分 ft 的线积分等于 VXB 法 
向 分策的 面积分 


(>B . 



ndS . 


(13.15) 


根据式 U 3.5), 对_/的积分即是通过 S 面的总电流 J 。 由于是对恒定电流来说的，所以通过 
s 面的电流与该面的形状无关，仅仅要求该面由 r 曲线所包围，因而人们往往说成是“穿过 
r 回路的电流”。这样，我们就有一个普遍 定律: 围绕任何闭合曲线的 b 的环流，等于穿过该 
回路的电流/除以<。一： 

- ds = (13. 16) 


这一定律一叫安培定律—在静磁学中的作用与高斯定律在静电学中的作用相同。但是 
只有安培定律仍流确定 B。 一 般说来，还必须用到 ▽ • B = 0。 然而，正如我们将在 
下一节中见到的，在具有某些简单对称性的特殊情况下仍可以用它来求磁场。 


§13-5 直导线与螺线管的 磁场； 原子电流 


通过求出一根导线附近的磁场，我们就能够举例说明安培定律的应用。我们要问 :在一 
条圆形截面的长直导线外面的场如何？我们将假定某种东西，它可能不十分明显、但无论如 
何却是真 的：即 B 的场线以闭合圆周环绕着该导线。如果我们做出这一假定，那么安培定 
律，即式 (13. 16), 便会告诉我们场有多强。根据这一问题的对称性，在导线的一个同心圆上 
的所有各点, B 就具有相同的大小(见图13-7)。于是，我们能够很容易地算出 B ■ ds 的线积 
分，只不过是 B 乘以该圆周罢了。设 r 为圆周半径，则 
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. ds = B . 2 nr . 

穿过该回路的总电流就是导线中的电流 J , 
因而 

B • 2 nr =- -^7 , 

<oC z 

或 

B = ^?V- ( 13 . 17) 

磁场的强度与 r 反比地逐渐减弱, r 是距导线轴 
心的距离。倘若我们乐意，也可把式 (13. 17) 写成 
矢量形式。记住 B 与 J 和》■两者都垂直，因而有 


我们已将因子 l /(4 milC 2 ) 提了出来，因为它经常会出现。值得记住的是，这一因子准确 
地等于 1 CT 7 (在 m • kg • s 制中） ，因为一个像式 （13. 1 S > 那样的方程式是用来定义电流单位 
安培的。在距离1 A 电流1 m 远处的磁场为2 X 10 1 WbrrT 1 。 

由于电流产生了磁场，所以它也将施力于附近另一根同样载有电流的导线上。在第1 
章中，我们就曾描述过作用于两载流导线间的 力的一 个简单演示，如果两导线互相平行，则 
每根导线将垂直于由另一导线所产生的磁场。当两电流处在相同方向时，两线将互相 吸引； 
当电流的方向相反时，则两线互相排斥。 

让我们举另一个例子，它也可以用安培定律来加以分析，只要我们加进关于场的某种知 
识。假设有一个长导线圈绕成的紧密螺旋线，其两种截面如图 13-8 所示。这样的线圈称为 
蟬线管。从实验上我们观 察到： 当一螺线管相对于其直径十分长时，则管外的场与管内的场 
相比将十分微小。仅仅利用这一事实，再加上安培定律,便可以求出管内场的 大小。 



图 13-7 在钱有电流/的一根长直导线外 
面的磁场 

B = 



围 13-8 长螺线管的磁场 


由于场存在其里面（而且散度为 零）， 那么表示它的一些场线就必然平行于管轴，如图 
13-8 所示。假定这是事实，便可利用图上所示的那条矩形“曲线 T 来运用安培定律。这条 
回路先在螺线管内沿着那里的场，例如 B 。， 行了一段距离 L , 然后垂直于场而行，再沿着管 
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外回来，而那里的场则可以忽略。对于这么一条曲线, B 的线积分正好是 B 4, 而它应当等 
于1/(<。/)乘以穿过 r 的总电流，如果在长度为 L 的螺线管上共有 N 匝的话，则总电流为 
N /。 这样，我们就有 

NI 


B 0 L = 

或者，若令 n 为单位长度螺线管的匝数（即 n = N/L ) ，则得 

B 。,- 


(13. 19) 


当到达螺线管一端时 , B 线会怎么样呢？大概的情形是 ：它们 多少有点散开，并兜回到 
另一端，再进入螺线管，如图 13-9 所示的那样。像这样的场恰好就是 在一根 条形磁铁外面 
所观察到的。但磁铁到底 g 什么东西？我们的方 
程表明， B 来自电流。可是^们知道，一根普通铁 
棒（既没有电池组也没有发电机）也能产生磁场。 

你也许会期望，在式 （13. 12) 或 （13. 13) 的右边还 
应有其他一些项来代表“磁铁密度”或诸如此类的 
M , 但是却没有这样的项。我们的理 论说: 铁的磁 
效应乃来自某些内部电流，而这些电流则已用_/ 

的项来对付了。 

从基本观点上看，物质是十分复杂的——正 
如我们以前在试图理解电介质时所见到的那样。 

为了不致扰乱目前的讨论，我们打算以后再来详 
细处理像铁那样的磁性材料的内部机制。暂时你 
们得接受所有磁性都来自电流，而在永磁体中就 围 13-9 在螺线 ff 外面 的磁场 

有永久性的内部电流存在。对铁来说，这些电流 

来自绕其本身的轴自旋的电子。每一电子既然带有这样的自旋，便相当于一个小环行电流。 
当然，一个电子不会产生多么大的磁场，但在通常一块物质中就有无数亿个电子。平常它们 
都在作自旋并各自指向任意方向，因而没有任何净效应发生。奇迹出现在寥寥几种像铁那 
样的物质中，其中有相当大一部分电子会绕相同方向的轴自旋——对铁来说,每一原子中就 
有两个电子参加这种协同运动。在一根条形磁铁中会有许许多多个电子全都在同一方向自 
旋，因而，正如我们将会见到的.其总效应就相当于环绕该磁棒表面的电流(这与我们以前对 
电介质所发现的情况很相似——即一块均匀极化的电介质相当于在其表面上有电荷分布）。 
因此，一根磁棒与一个螺线管等价并不是偶然的。 



§13-6 磁场与电场的相对性 

当我们在前面提及作用于电荷上的磁力与其速度成正比时，你也许会 奇怪: “什么速度？ 
相对于哪个参照系？”事实上，从本章开头所给出的有关 B 的定义就已经很清楚，这个矢量 
是什么取决于我们选取哪一个参照系来规定电荷的速度。但关于哪一个才是规定磁场的合 
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适参照系，我们还未说过什么。 

事实证明，任何 一个惯 性系都可以。我们也将看到，磁和电并不是互相独立的东西，它 
们必须永远作为一个完整的电磁场结合在一起。虽然在静止情况下，麦克斯韦方程组会分 
成性质不同的两中一对是关于电方面，而另一对则关于磁方面，在这两种场之间并没 
有明显联系，然而，在自然界内部它们之间却有一个起因于相对性原理的十分密切的关系。 
从历史上看,相对性原理是在麦克斯韦方程组之后才发现的。事实上，正是对于电和磁的研 
究才最终导致爱因斯坦对相对性原理的发现。但是让我们且来看看，如果假定相对性原理可 
以——的确是可以——应用于电磁学方面的话，则关于磁力相对论知识会告诉我们些什么。 

假定我们想一想，如图 13-10 所示， 
一个负电荷以 速度％ 平行于一根载流 
导线而运动，将会发生的情况。我们试 
图理解在如下两种参照系中正在进行的 
事态 :一个 系统相对于导线固定，如图 
( a > 所示;而另一个系统则相对于粒子固 
定，如图 ( b ) 所示。我们将 第一个 参照系 
叫作 S , 而第二个参照系叫作 S 7 。 

在 S 系中，显然有一磁力作用于该 
粒子上。这力指向导线，所以若该电荷 
做自由运动，则应该#到它会向导线方 
面靠拢。但在 S ' 系上，就不会有任何磁 
力作用于该粒子.因为它的速度为零。 
因此，它是否将停留在那里呢？在这两 
个参照系上，我们会看到不同的事态发 
生吗？相对性原理理应说明，在 S ' 系我 

们也该看到粒子会向导线方面靠拢。必须尝试去理解,为什么会发生这样的亊情。 

现在我们回过头来对一载流导线中的原子进行描述。在诸如铜一类的通常导体中，电 
流来自某些负电子一称为传导电子——的运动，而正的核电荷以及其余电子则都在材料 
里保持不动。我们令传导电子的密度为在 S 系中它们的速度为 V 。在 S 系中，那些静 
止不动的电荷密度为 p ，这必须等于&的负值，因为我们正在考虑的是一根不带电的导 
线。这样在导线之外便不会有电场，因而作用于该运动粒子上的力正好是 


化)广 



图 13-10 从两个参照系上去 a —根教流导线与一个电 
荷 9 的相互作用。在 s 系上，导 线是静止的； （b> 在 
s' 系上，电荷是静止的 


F = 9 v o X B. 

利用式 （13. 18) 中我们所求得的结果，即离导线轴心 r 处的磁场，我们可以断定;作用于 
该粒子上的力指向导线而具有 量值： 

F = i— • 

im 0 c z r 

利用式 （13. 3) 和 (13. 5), 电流 7 可以写成 />- vA , 其中 A 是导线的截面积。于是 

F = ^ • 2q P Avv \ (13.20) 

4it< 0 c r 
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我们可以继续处理任意速度 u 和％的普遍情况，但考察粒子速度 t ；。 与传导电子速度^； 
相等的那种特殊情况，只会更好。因此，我们就写成而式 （13. 20) 则变成 

现在我们把注意力转移到在 s ' 系中所发生的情况，那里粒子静止不动而导线则以速率 
W 朝向图的左方)从旁跑过。那些跟着导线跑的正电荷将在该粒子处造成某一磁场 B '。 但 
粒子现在是静止的，因而就没有磁力作用于其上了!如果有任何力作用于该粒子上,则它必 
然来自电场，必定是那根正在运动着的导线已产生了电场。但它所以能够这样只有它表现 
出带了电-定是一根载流》中14导动时才会表现 出带 了电。 

我们必须对此仔细检査。应当尝试从 S 系中所已知的导线里的电荷密度算出在 S ' 系 
中导线内的电荷密度，人们起初也许认为它们相同。可是我们知道，长度在 S 与 S ' 之间是 
改变的（见第1卷第15章），从而体积也将起变化。由于电荷密度有赖于电荷所占的体积, 

因而密度也将发生变化。 

在我们对 S ' 系中的电荷密度做出决定以前,必须知道一群电子正在运动时它们的电荷 
会发生什么情况。我们知道,一个粒子的表观质置按 lA / T ^ F 变化。是否它的电荷也 
要做某种相似变化？不！无论动还是不动，电荷总是一样的。否则我们便不会始终都观测 
到总电荷守恒了。 

假设我们取一块材料，比方说一块导体,它原本是不带电的。现在我们把它加热。由于 
电子与质子的质》不同，所以它们速度改变的数 燉将会 不同。假如粒子的电荷有赖于携带 
该电荷的粒子的速率，则在这么一块加了热的导体中，电子和质子的电荷便不再平衡了。一 
块材料当加了热之后就该变成带电的了。正如以前我们宵经见到的，在一块材料中所有电 
子的电荷若发生微小变化就会引起巨大的电场。这样的效应却从未观测到。 

并且，我们还可以指出，在物质中电子的平均速率与其化学成分有关。假如电子的电荷 
会随速率变化，则在一块材料中的净电荷将在化学反应中有所变化。通过一种直接计算又 
能够证明 ：即使 电荷对速率仅有一个十分微小的依存关系，也会从最简单的化学反应中产生 
出巨大的电场来。但从没有这种效应被观测到，因而我们得出结 论：单 个粒子的电荷与其运 
动状态无关。 

因此,一个粒子所带的电荷9是一个不变标 M , 与参照系无关。这意味着，在任何参照 
系中，由电子分布的电荷密度恰好就正比于单位体积中的电子数目。我们只需关注这么一 
个 事实： 体积可以由于距离的相对论性收缩而发生改变。 

现在，我们把这些概念应用于正在运动的那根导线。如果取长度为 L 。 的一段导线，其 
中_电荷具有密度内，则它将含有总电荷 Q = ( OoLoAoo 如果同样这些电荷是在一个以速 
度3动着的不同参照系中被观测的，则它们均会在一段较璋的长度 


L = L 0 71 - v 2 / c z (13.22) 

的材料内被找到。但面积 A > 却依旧不变(因为垂直于运动的尺度不会改变）,参见图13-11。 

若把电荷在其中运动着的那个参照系中的电荷密度叫做则总电荷 Q 将是 ioLAo 。 这也 
必定 等于押 ,因为在任一参照系中电荷总是一样的，所以 pL =,或根据式 (13. 22) , 
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图 13-11 如果处于静止的带电粒子的一个分布具有电荷密度内，則从一个以相对速度 t ； 运动着的参 
照系来#，同样的电荷将具有密度 A "I —W 


P = 


VI -V 1 /c 2 


(13.23) 


在一个运动着的电荷分布中，其电荷密度的变化情况，就像一个粒子的相对论性质量那样。 

现在我们将这一普遍结果应用于导线中的正电荷，这些电荷在 S 参照系中是静止的。 
然而在 S ' 系中，导线以速率〃运动，因而正电荷密度就会 变成： 



VI - V 2 /c 2 


(13.24) 


色电荷在 S ' 系上是静止的，因而在这一参照系中它们具有“静密度”作，即在式 （13. 23) 
中，作= 〆 。由于当导线静止时，即在 S 系中，负电荷的速率为 I ；，因而它们具有密度 
于是对于传导电子来说，我们便有 

/ 

P 

P- 一 , ■ ■ ■ -7 

y/l-V 1 /C 2 

或 

p = P \/1 一 vVc 、 

现在我们就能够明白，为什么在 s ' 系中会有电场一因为在这一个参照系上导线里拥 
有净电荷密度 〆 ，其为 

〆 = 〆 ♦+ 〆 -• 

利用式 （13. 24) 和 （13. 26), 便得 


(13. 25) 

(13.26) 


P 


Vl -^/ c z 

由于静止导线是中性的，"=一~，因而我们就有 


4-^o Vl 一 if lc l • 


P = P 、 


(13.27) 


>/l — v 2 /c 2 

由此可见，运动导线会带正电，并将在导线外的一个静止电荷处产生电场 E '。 我们已经解 
决了一个均匀带电柱体的静电学问题。与该柱轴相距为 r 处的电场为 


E，== fe^ = 


p^Av 2 /c 2 
2 mo t-J\ — jf !<? 


(13.28) 
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作用于带负电粒子上的力指向导线。从这两个观点来看，至少我们有一个相同方向的力，在 
S ' 系中的电力与在 S 系中的磁力方向相同。 

在 S ' 参照系中，力的大小为 

= -3- ^ - (13.29) 

2 咖 r yi - v 2 /c 2 

拿这个结果，与式 （13. 21) 中的结果 F 比较，我们看到从这两个观点来说力的大小几乎完 
全相等。事实上， 

F 1 = (13.30) 

\/1 — u /c 2 

所以对于我们已经考虑过的低速情况，这两个力相等。至少，对于低速情况我们能够说，我 
们相信磁和电不过是“观察同一事物的两种方法”而已。 

可是事情甚至比此还要好。若我们从一参照系过渡到另一参照系时把&的变换这一事 
实也计算在内，则将发现这两种看待事情发生的方法对于任何速度来 说都& 实给出相同的 
物理结果。 

要弄清楚这一点的一种办法，是先提出这样一个 问题： 力作用了一会儿之后，该粒子会有 
什么样的横向动量？从第1卷第16章中我们知道，不论在 S 或^参照系中，一个粒子的横向 
动置应该相同。若把这横向坐标叫作: y , 则我们要来比较和 A〆 ,。 利用在相对论中正确 
的运动方程 F = dpM ，我们期待在以时间之后粒子将有一横向动 S △/>，,这在 S 参照系中即是 

A />, = FAt . (13.31) 

而在 S ' 系，则这横向动 M 将为 

A />；= F ' M '. (13.32) 

当然，我们必须在互相对应的时间间隔〜与以'中来比较 △/», 和 AA '。 在第1卷第15章中 
我们裨见到，相对于一个运动粒子来说，时间间隔显得比在该粒子的静止系统中要长些。由 
于粒子在 S ' 系中最初是静止的，因而我们期望，对于小的 At , 应有 


At 


cu' 

y/l-V 1 /C 1 ' 


(13.33) 


而所有这一切都表现正常。根据式 （13. 31) 和 （13. 32), 


Ap r FAt * 


如果把式 （13. 30) 和 （13. 33) 两式结合起来，上式正好等于1。 

我们已 发现: 对于沿一导线运动着的粒子，无论是从相对于导线静止的坐标系，还是从 
相对于粒子静止的坐标系来进行分析，都会得到同样的物理结果。在第一种情况下，该力纯 
系“磁 ”力； 而在第二种情况下，则力纯系“电”力。这两种观点显示于图 13-12 中（尽管在第 
二个参照系中仍有一磁场 B ' ,但它对于一静止粒子来说将不会产生任何力）。 

要是选取另一个坐标系，则会找到另一组不同的 E 和 B 场。电力和磁力都是同一物理 
现象一粒子间的电磁相互作用——中的两个部分。把这一相互作用分成电的和磁的两部 
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a 13-12 在 S 参照系，电荷密度为零而电 a 密度为）。这里仅有一磁场。 （ b > 在 S ' 

系，就有电荷密度 〆 和一不同的电流密度磁场扩已经不同，且还有一电场 f 

分，在很大程度上取决于被选用来描述它的参照系，但完整的电磁描述是不变的，因而电和 
磁合在一起就同爱因斯坦的相对论是一致 的了。 

由于我们改变坐标系时，电场和磁场会以不同的混合体显示出来，所以如何看待£场 
和 B 场就必须小心遒慎。例如，倘若我们把 E 和 U 想象成“线”，就决不可能賦予太多的真 
实性。若试图从一个不同的坐标系去进行观察，有些线可能会消失。比如，在 S ' 系上有电 
场线，但我们却从未发现过这些线“在 S 系上以速度 t ； 在我们旁边通过”。在这个 S 系中根 
本就没有电场 STls 此，做这样的陈述是没有意义 的：当 我把一块磁铁移动时，它会带着它 
的磁场一起动，因而 B 线也就在移动。一般说来，从“场线的运动速率”这么一种概念出发， 
始终无法构成任何意义。场是我们用来描述在空间一点所发生的事情的办法。特别是 ， E 
和 B 告诉我们作用于一个运动粒子上的力。“由运动磁场作用于一电荷上的力是什么”的 
问题根本不含有任何准确意义。力是由电荷处的值给出的，而公式 （13. 1) 不会由于 
£或 B 之瘦正在运动而改变 (£ 和 B 之值才会由于源的运动而发生改变）。我们的数学描 
述只是同相对于某一惯性参照系的两种作为 x , >. *和< 的函数的场打交道。 

以后电场和磁场的连”，诸如光波。但这与谈论一根弦线上的 
行搜 相似。此时,我们并非指耷线的某部分将会在波的方向上运动，而是指弦线的位移将首 
先5现在某处，继而又出现在¥二处。同理,在一电磁波中，遮在传播，但是场的^'在 g 
所以今后当我们——或其他人——谈及一个“运动着"的场时，你就应该把它看作仅是 
1种描述在某些情况下变化着的场的既便利而又快捷的途径。 


§ 13-7 电流与电荷的变换 


对于上面当我们对粒子和对导线里的传导电子均取同样的速度 U 时所作的那种简化手 
续，你可能会感到担心。本来尽可以返回去并对两个不同速度再进行分析，但更方便的却是 
去注意电荷和电流是一个四维矢量的分量（见第1卷第17 章）。 

我们已经知道，若在静止参照系中的电荷密度为押，则在具有速度 f 的参照系中， 
该密度为 


P = 



在这参考系中电流密度为 
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卜 PV =^^ (13 . 34) 
原来我们知道，一个以速度 v 运动着的粒子其能量 C 7 与动量 p 分别由下列两式 给出： 
jj _ m 0 c l D _ wipV 

\/1 — t / / c z ’ \/1 一 / c 1 ’ 

其中 / n 。 为粒子的静质量。我们也知道,[/与 P 构成一相对论性四维矢量。由于/与速 
度 v 的关系同[/和 p 与速度的关系一样，所以我们便可以 断定# 和_/也是一个相对论性四维 
矢量的分量。这一性质就是对以任一速度运动着的导线之场进行普遍&的钥匙。如果我们 
想要对线外粒子速度 W 不同于那些传导电子速度的问题再次谋求解决,就需要这一把钥匙。 

如果我们希望把^和/变换到以速度《沿： t 轴运动的一个坐标系中，则我们知道，它们 
应该恰好如同 * 和 ( H *) 那样变换（见第1卷第15 章）： • 



/ _ t — ux/c 1 n > = P — uj, /c 1 

VI - U l /C 2 ’ 9 VI - U l /c 1 • 


有了这些方程式,我们就能把两个参照系中的电荷和电流互相联系起来。取得其中一 
种参照系中的电荷和电流后，我们便能通过应用麦克斯韦方程组解出在该参照系中的电磁 
学问题。不管我们选取哪一个参照系，所获得的关于粒子 S 动的结果将会彼此相同。稍后 
我们还将回到有关电磁场的相对论性变换上来 。+ 

§ 13-8 叠加 原理； 右手定则 


我们将通过对静磁学这一课题再作出两点评论来结束这一章。首先，关于磁场的两个 
基本方程 


▽ •fl = 0, V X B = y /c* (0 


对 U 和 J 来说都是线性的。这意味着，叠加原理也适用于磁场。由两个不同的恒定电流所 
产生的场等于每一电流单独作用时的场之和。我们的第二点评论是关于以前曾遇到过的右 
手定则（诸如由电流所产生之磁场的那个右手 定则） 的。我们也曾注意到 ，一 块磁铁的磁化 
被理解成来自该材料里的电子自旋。一个自旋电子的磁场方向也通过同样的右手定则而与 
其自旋轴线相联系。由于 B 是按照“手”式法则一涉及一个叉积或旋度一而制定的，因 
而被称为挂矢量（凡在空间里的方向与参照右手或左手都无关的那些矢量则叫做怪矢置。 
例如，位移、速度、力和£都是极矢量）。 

可是，在电磁学中物理方法上的可观测量却不悬右手（或 左手） 的。电磁相互作用在反 
射(变换）下是对称的 diTSiTTJIT ' 每当计算两组电流间的磁力时，改变手的约定并 
不会改变所得的结果。与右手约定无关,我们的方程组总会导致同向电流相吸而异向电流 
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相斥的最终结果（试用“左手定则”来算出力）。吸引力或排斥力是一种极矢 S 。 之所以出现 

这一结果，是由于在描述任一完整的相互作用时，我们两次用了右手定则-次是从电流 

找出再一次则是求出这个 B 在另一电流上所产生的力。使用右手定则两次与使用左手 
定则两次是一样的。假如把约定改变成一左手系统，则所有的 B 场都将反向，但所有的 
力一或更加确切的乃是所观测到的物体的加速度一却仍保持不变。 

虽然最近物理学家惊讶地发现，自然界的所有定律未必总是对镜面反射保持不变的，但 
电磁定律的确具有这样一种基本对称性。 



第 14 章在各种不同情况下的磁场 


§ 14-1 矢 势 

在本章中，我们将继续讨论与恒定电流有关的磁场——静磁学课题。磁场与电流之间 
由如下的基本方程相 联系： 

V • B = 0； (14. 1) 

c 2 V X B = (14.2) 

Co 

现在我们希望以一种臂漳的方式，即不需要任何特殊对称性或直观猜测，就能在数学上解出 
这些方程。在静电学中，我们呰发现当所有电荷的位 H 均为已知时存在求场的一种直接方 
法。人们通过对电荷取积分一比如式(4.25> 中的积分一就能简单地算出标势4来。然 
后，如果还想知道电场，则可对#求微商而得到。现在我们要证 明：如 果已知所有运动电荷 
的电流 密度』 ，则会有一种求得磁场 fl 的相应方法。 

在静电学中，我们就知道（由于 E 的旋度始终是零），有可能把 E 表达成一个 标世场 i - 
的梯度。现在 B 的旋度却王常等于岑，因而一般说来不可能把它表达成一梯度。然而 ， B 
的數度却永远为零，这就意味笤我们总能把 B 表达成另一个矢 tt 场的度 g 。 因为正如我 
们以前曾在 §2-7 中见到的，旋度的敗度总等于芩。于是，就总能够把'^将被称作 A 的 
场互相联系起来， 

B = V X A . (14.3) 

或者通过写成分 tt , 则有 


(14.4) 


既然写出了 B = VXA , 就能保证式 （14. 1) 被满足，因为必然有 
▽ • B = ▽ . ( VXA ) = 0. 

A 这个场被称为矢势。 

你会记得，标势#并未由其定义完全规定。如果你对某一问题已求得了 h 你还总能通 
过加上一常数而找到另一个同样好的势多 '： 



* r = *+c. 
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因为梯度 VC 为零，所以这个新的势 f 会给出相同的电场。因而 f 与#代表相同的物理性质。 

同样，我们也有可能给出同一磁场的不同矢势 A 。 而且，由于 B 是由 A 的微商得到的， 
因而，若在 A 上加一常数并不改变任何物理的实质。可是对于 A 来说，还有更加广阔的活 
动余地。我们可以对 A 加进任何场，只要它等于某一标量场的梯度,就不致改变其物理情 
况。这可证明如下。假设对某个实际问题我们已有了一个 A , 它正确地给出了磁场 B , 并试 
问在什么情况下某一个新的矢势 A ' 才能在代入式（1 4 .3>中时，会给出同一个场 B 。 于是 , A 
和 A ' 必定具有相同的 旋度： 

B = VXA ， = VXA . 

因此， VXA ， -VXA = VX ( A ， - A )=0. 

但若一矢置的旋度为零，则它必然是某一标量场——比如说—的梯度，因而 A'—A = 
V 0 O 这就意味着，若 A 为适合于某 一问题 的矢势，则不论对于任何化 

A ' = A + \4> (14. 5) 

仍将是一个同样令人满意的矢势，因为它导致相同的场 

这样做往往很方便，即任意使 A 受另一条件限制，因而将其某些“活动范围”扣除出去 
(正如我们经常选取在无限远处的标势 > 等于零也很方便一样）。例如，可以任意规定 A 的 
散度必须是什么而对 A 加以限制。我们总能够这样做，而不致影响 B 。 这是因为 ：虽然 和 
A 都具有同一旋度，从而给出了相同的 B , 但它们却不需要具有相同的散度。审实上， V - A - = 
V -A + V ^, 因而通过选取某一适当的 A 就可以使 ▽ ■ A ' 成为我们所希望要的任何东西。 

对于 ▽ • A 到底应该如何选取呢？这一选择应为 获得敁 大的数学方便而做出，并将取 
决于我们所要解决的问题。对于 静磁学 来说，我们将做这种简单 选择: 

V • A = 0 (14. 6) 

(往后，当考虑电动力学时。将改变这种选择）。于是，目前我们对 A 的完整定义 •为： 

VXA = B 和▽•々 = ()• 

为了对矢势得到一些经验，让我们首先看看对于匀强磁场 B 。 来说，它的矢势是什么。 
选取 z 轴作为 B 。 的方向，我们就 应有： 

B * = 尝-贽= 0 ; 

B ，= 警-尝 (14 - 7) 

经检查可知这些方程的一个可態解为： 

A y = xB 0 ; A , = 0； A x = 0. 

* 我们的定义仍未唯一地确定 A 。 对于一个 f : 的规定，我们还得说明在某个边界上或在无限远处 
场 A 的行为如何。例如，选取在无限远处场趋向于；有时是方便的。 
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或者，我们也同样可 以取： 

A , =— yB 0 i A , = 0； A , = 0. 

还有另一个解则是上述两个解的线性 组合： 

A , =— Y yB ° 5 A ，= + xB 。； A , = 0. (14.8) 

很明显，对于任一特定场 B 来说，矢势 A 有许多可能性，因而不是唯一的。 

上面第三个解，即式 （14. 8), 具有某些有趣的特性。由于其分量正比 于一; y , 而其 y 
分量正比于 + x , 所以 A 必定垂直于与 z 轴同方向的矢量。我们把这个矢 置叫作 r ' (之所以 
加上一撇是为了要提醒我们，并不是从原点出发的一个位移矢量）。并且, A 的大小仍正比 
于因而也就正比于 r '。 所以(对于我们的匀强磁场 来说) A 可以简单写成 

A = + B 0 X〆 . • (14.9) 


这矢势 A 具有 B 。 〆 /2 的设值 并绕着 z 轴旋转，如图 14-1 所示。例如，若 B 场为螺线管内 
的轴向磁场，则这个矢势便和螺线管上的电流一样沿着同一指向环行。 


关于一匀强场的矢势也可由另一种方式获 
得。 A 绕任一闭合回路 r 的环流与 VXA 的面积 
分可以由斯托克斯定理、即式 (3. 38>相 联系： 

ffi A • ds = | (V X A ) - nda . 

Jr J 在 

(14. 10) 

但右边的积分等于 B 穿过回路的通 ft , 因而 . 

(E A • ds = [ B • nda . (14. 11) 
Jr Jam 

因此, A 绕任一回路的环流等于 B 穿过该回路的 
通 ft 。 如 iff 与匀强场 B 垂直的平面上取一半 
径为，的圆形回路，则通 M 恰恰为 

nr ' z B . 

如果把原点选取在对称轴上，则可以认为 A 沿着 
圆周并且仅仅是 r ' 的函数，所以 A 的环流将为 



图 14-1 —个沿*方向的匀强磁场 B 对应 
于绕着 * 轴旋转而又具有大小为 A = Br '/2 
的矢势 A ( r ' 是从^轴出发的 位移） 


OA • d 5 = 2 izr'A — nr ' z B . 


同上面一样，我们得到 



在刚才所述的例子中，我们已从磁场算出了矢势，这与正常做法恰好相反。在复杂 
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问题中，往往先解得矢势，然后才由它来确定磁场，那就比较容易。接下来，我们将说 
明如何才能做到这一点。 


§14-2 已知电流的矢势 


由于 B 是由电流确定的，所以 A 也如此。我们现在要由电流来求 A 。 从基本方程式 
(14.2) 出发: 

c * ▽ X B =丄， 

<0 

当然，这就意味着 

c * VX (VX A ) = A (14. 12) 

<0 

这一方程对于静磁学/正如同方程 

▽ 上 （14.13) 

<0 

对于静电学一样。 

如果我们应用矢 tt 恒等式 (2. 58) ,将 ▽ X <▽ X A ) 改 写成： 

VX ( VX ' A ) = V(V - A )- V 2 A , (14.14) 

则关于矢势的式 （14. 12>看来就更像关于4的式子。由于我们已决定使▽•々 = ()(而现在 
就会看出个所以然来了），所以式 （14. 12) 变成 

V"A (14.15) 

当然,这个矢 S 方程包括下列三个 方程： 

寸、 =- , 7? 5 ^/\, =~^；寸 K =- ( 14 . 16 ) 

而这三个方程中的每一个 在跦学上 均与下列方程 全同： 

V ^=-2. (14.17) 

<0 

所有以前曾学习过的由已知 P 解出势的方法，都可用来由已知_/解出 A 的每一个分鼍！ 

在第4 章中 ，我们已经知道,静电学方程式 (14.17) 的一个通解为 


, (1)= 1 r.mdv, 

r i2 

因而我们就立即知道，关于的通解为 
A ，⑴ 

^ K( 0 c J r l2 


和 A , 与此相仿（图 14-2 将使你们想起关于|* 12 和 dV 2 的习惯表示）。我们可以将这三个 
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解合并在一个矢量式中 

如果你乐意，还可直接对各分量取微分而证 
实 :关于 A 的这一积分满足 ▽. A = 0,只要 
V-J = 0,而我们早已知道对于恒定电流来 
说这是理所当然的。 

这样，我们就得到关于求出恒定电流的 
磁场的普遍方法。原 则是： 从一电流密度 y 
所产生的矢势的 x 分量与从一等于 h / c 2 的 
电荷密度所该产生的 电势# 相同一而 : y i 



围 14-2 点1处的矢势 A 是对所有点2处的电 
流元 _/ dV 积分而得出的 


z 分量也与此相仿（这一原则只对在固定方 


向上的分置才适用。例如, A 的“径向”分 ft 不能用同样的办法从_/的“径向”分景算出来〉。 
因此，从电流密度矢置 y , 便可以应用式 （14. 19> 求出 A ——即通过求解电荷分布为 p = 
和内 = j ,/ c 1 的三个想象中的静电学问题，从而求得 A 的每一分世。然后， 
又可通过4的各种微商算出 VXA , 最后获得 B 。 这比静电学稍微复杂一些，但想法是相同 


的。现在，我们将通过在几种特殊情况下矢势的求解例子来说明这一理论。 


§14-3 直导线 

作为第一个例子,我们将再次求一直导线的场一这在上一章中已经应用式 (14. 2) 和一 
些关于对称性的论据而解出。我们考虑半径为 a 而通有恒定电流/的一根长直导线。与静电 
学中电荷分布于一导体上的情况不同，导线中的恒定电流乃均匀地分布在该线的横截面内。 

如果选取如图 14-3 所示的坐标系，则电流密度矢 ft y 便只 
有一个2分》,其大小在导线内为 

入=忐， （14.20) 

而在导线外则为零。 

既然 h 和八都是零，我们便立即有 
A x = 0; Ay = 0. 

为求得 A , ,我们可以利用带有均匀电荷密度 p 的 

导线,解出其电势必在一无限长均匀带电圆柱体之外的 
各点，其电势为 

式中 r ' 而 A 则为单位长度的电荷，即所以对于通有均匀电流的长直导 

线之外的某点应该为 



图 14-3 沿* *轴而通有均匀电 
流密度 J 的一根长圆柱形导线 


A: = 
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由于 no 1 ], = 1 ,上式还可以写成 


A * =_ 2^?^ n 〆• (14. 21) 

现在就可由式 (14. 4) 求出 B 。 由于该式的六个微商中只有两个不等于零，因而得出 


A = ~2^7 fe ln /= -2^^ ； 

I d_ x / = I x 

y ~ 2^ i 7 si 


2 moC 

B « = 0. 

我们得到了与以前相同的结果 4 环绕着导线，其大小为 

2/ 


B = 


intoC 2 


(14. 22) 

(14.23) 

(14.24) 


§ 14-4 长螺线管 

其次，再来考虑一个无限长螵线管。沿管的表面单位长度通有 w 的环行电流（我们设 
想每单位长度绕有 n 匝通了电流/的导线，并略去绕圈时的微小螺距）。 

正如曾经定义过的“面电荷密度” < t 那样，这里我们 
也定义“面电流密度” J, 它等于在该螺线管表面上单位 
长度的电流(这当然恰好就是平均电流密度•/乘以该 
薄线圈层的厚度）。 J 的大小在这里等于 W 。 这一表 
面电流（见图 14-4) 具有如下分景： 

J, ―― Jsin 4>, J , = Jcos 令， J. = 0 . 

现在我们必须对这样一种电流分布找出 A 来。 

首先，我们希望找出在螺线管外面各点处的 
这结果与带有面电荷密度 



图 14-4 通有面电流密度 J 的长 
蟫线管 


(其中 < T „= — J /<： 2 ) 的圆柱外的电势相同。我们从未解 
过这样一种电荷分布，但却求解过某种相似的问题。 
这一电荷分布相当于两根各带正电和负电的实 心圆 
柱，在方向上它们的轴有了微小的相对位移。这样一对带电柱体的势，与单独一根均匀 
带电柱体的势对 >> 的微商成正比。这一比例常数是可以算得的，但暂时无需对它操心。 

一根带电柱体的势正比于 In r ', 于是一对带电柱体的势便为 

&誓=斧 


因此我们知道 
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A , =- K ^ r ， (14.25) 

式中 K 是某一常数。根据相同的论证，我们会求出 

A , - K (14. 26) 


尽管以前曾经说过在螺线管之外没有獲场，但现在我们却发现有一个 A 场环绕着 z 轴，如 
图 14-4 所示。问题在于，它的旋度是妄等于零？ 

显然,和圮都等于零，而 


B ' = h ( K ^)~- k (~ K ^) = K (^~ V ^ + 7^~^) =0 - 


因此,在一个十分长的螺线管外面磁场的确为零，即使矢势并不等于零。 

上述结果我们还可以利用其他已知的东西来核对 ：矢势 绕螺线管的环流应等于管内 B 
的通《(式14.11〉。•这环流为 A •2 Jt 〆 ， 或者，由于 A = K / 〆 ， 所以环流为 2 n K 。 注意！这 
与 〆 无关。如果管外不存在 B 的话，这恰好就是应得的结果，因为通量仅仅是螺线管 g B 
的大小乘以 M 2 。 对于半径 r '〉 a 的所有圆周这通置都相同。在上一章中我们曾经得£管 
内的场为 d / UP ), 因而可以确定常数 K : 

2kK = d 


即 

K — nla 1 

K -W 

因此,管&矢势的大 小为： 

A = 卽， (14.27) 

并且总是垂直于矢量 r '。 

我们刚才考虑的是一个由导线绕成的螺线管， 
假如旋转一根表面带有静电荷的长柱体，也会产生 
那相同的场。若有一根半径为《、带有面电荷密度》 
的薄圆柱壳，则当把它旋转时就会形成一个表面电 
流/ = ( TU , 其中 v = au > 是面电荷的速度。这样，在 
该柱内就将有一个 B = aaco / U ^) 的磁场。 

现在,可以提出一个有趣的问题。假设我们 
把一根短导线 W 安置成垂直于柱轴，从轴心伸至 
柱面，并固定于柱面上，以便随柱旋转，如图 14-5 
所示。由于这根导线是在磁场中运动，因而力 vX 
B 就会引起该导线两端带电（两端将被充电直至 
由这些电荷所产生的 E 场的力恰好抵消 v X B 之 



囹 14-5 一根 旋转着 的带电柱壳在柱内会 
产生一个磁场^伴随该柱旋 转的一 根径向 
短导线会有电荷感生于其两端上 



SO I 费恩曼物理学讲义（第 2 卷） 

力为止>。如果该柱壳带有正电荷，则导线在柱轴那一端将有负电荷。通过测 a 这根导线一 
端的电荷，我们能测得该系统的旋转速率。这样，也就有一种“角速度计”了！ 

但你还在 怀疑: “要是把自己置身于该旋转柱的参照系上又将如何呢？这时不过是一根 
静止不动的带电圆柱壳，而我知道那些静电方程说明并没有电场存在于该柱壳之内，因而也 
就没有任何力会把电荷推向轴心。因此一定是出了某种差错”。但却没有发现什么东西弄 
错了。原来不存在“转动的相对性”。由于一个转动系统并不是一个惯性参照系，因而物理 
规律是不同的。我们必须确实保证，只相对于惯性坐标系才应用电磁学方程组。 

要是我们能够运用这么一个带电圆柱売来测量地球的绝对转动，那该多好，但可惜该效 
应过于微小，即使采用目前能够得到的最精密仪器也无法观察出来。 

§14-5 一个小电流回路 的场； 磁偶极子 


让我们应用矢势的方法求出一个小电流回路的场。所谓“小”者，照例它仅仅指我们所 
感兴趣的乃是远比回路尺度大得多的那些距离处的场。结果将得出，任一个小回路就是一 
个“磁偶极子”。这就是说，它所产生的磁场类似于一个电偶极子的电场。 

首先考虑一矩形回路，并按照图 14-6 所示选择我们的坐标系。由于沿 z 方向并没有电 
流，因而为零。在长度各等于 a 的两边则都有沿I向的电流。每一段中，电流密度（以 
及电流）都是均匀的。因此关于的解就恰好像来自两根带电棒的静电势（见图14-7)。 
既然这两根棒各带相反电荷，所以它们在远处的电势只可能是一个偶极子的势（§6-5)。在 
图 14-6 中的 P 点，这势应为 



(14.28) 



围 14-6 通有电流/的一个矩形回路。在 P 点的磁场有 
多大（尺》<«或6 > 



图 14-7 在图 14-6 的电流回 
路中 j , 的分布 


式中 P 为该电荷分布的偶极矩。在这种情况下，偶极矩等于一根棒上的总电荷乘以两棒 
间的 距离： 

p = Xab . (14. 29) 


这偶极矩指向负: y 方向，因而 K 与 P 夹角的余弦为 一：y/R (其中 y 是 P 点的坐标）。所以 




我们有 
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简单地用 7/ c 2 代替 A , 我们就得到 A I: 

一為合 < 14 - 3 °> 

同理可得 A , = ^ (14.31) 


另外, A , 正比于: c , 而 A , 则正比于 一： y , 所以该矢势（在远处)绕 2 轴围成圆环，与回路中的 
电流 J 有相同的指向，如图 14-8 所示。 


A 的强度与成正比，即是电流乘以该回路的 
面积。这一乘积称为该回路的磁偶槔矩（常简称“磁 
矩”）。我们用#来 表示： 

= lab . (14.32) 

—个具有任何形状（圆、三角、或其他）的平面小回路 
的矢势也式 （14. 30) 和 U 4. 31) 给出的，只要我们 
用下式来代替 

回路面 积). (14.33) 

这留给读者去证明。 



如果把//视作矢 ft , 并将其方向规定为垂直于该 ® 14-8 在 Uy 平 面的) 原点处一个小 
回路的平面，由右手定则给出其正的向指 （图 14-8), 电流回路的 矢势; 一个磁偶极子的场 

则可把有关 A 的方程写成如下的矢量 形式： 


1 fiXR = 1 itXe K 

4 it < oC l R 3 4 jt < 0 c 2 R 2 


(14.34) 


现在仍需求出 B 来。应用式 (14.33) 和 （14. 34), 连同式 （14.4> 一起，便可 得到： 



[其中我们用…来代表 #/(4 i «。/)], 

B ， = 磊 (一 …#) = …發， 

B ' = A (… #)一惫 卜…# ) = —(+ _ 輋). 


(14.35) 


(14. 36) 


可见 U 场分量的表现与由一指向*:轴的电偶极子产生的£场的表现完全一样[见式 
(6. 14) 和 (6. 15) 以及图 6-4], 这就是为什么我们把电流回路叫作磁偶极子的缘故。“偶极 
子”这个词，当应用于磁场时，是有点令人迷惑不解的，因为并没有与电荷相对应的磁“荷”。 
磁“偶极子场”不是由两个“荷”所产生的，而是起因于一电流回路元。 
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然而，事情显得有点 奇怪： 从完全不同的两定律 ▽•£ = (<> /<。和 VXBsjAoC 2 出发，竟 
会得出形式相同的场。为什么会这样呢？那是由于偶极子场只出现在与所有电荷或电流的 
距离都很远处。因此通过大部分有关空间， E 和 B 的方程就相 同：两 者各具有零散度和零 
旋度。所以它们给出相同的解答。然而，我们用偶极矩来概括的那些瘦的位形在物理上却 
很不相同一对于彼此互相对应的场，在一种情况下源是一环行电流,5在另一种情况下源 
则是位于该回路平面上与下的一对电荷。 


§ 14-6 电路的矢势 

我们经常感兴趣的是导线直径与整个系统的线度相比非常小的那种电路所产生的磁场。 
在这种情况下，我们就能简化磁场的方程组。对细小导线来说，我们可以把体积元写成 

dV = Sds, 

式中 S 是导线的横截面积，而 d s 则是沿导线的距离元。实际上，由于矢量 d S 与_/方向相 
同，如图 14-9 所示（而且我们也可假定 J 在任一给定截面上各处保持不变），我们便可写出 
—个矢董 方程： 

jdV = jSds. (14.37) 

但 _/ S 恰好就是我们所称的导线中的电流 J ,因而关于矢势式 （14. 19) 中的积分就变成 

= (14 - 38) 

(见图14-10)。我们假定通过电路的电流处处相同，但若有几条各载有不同电流的支路，则 
对于每条支路当然就应各自采用适当的/。 

我们又一次可由直接对式 (14. 38) 进行积分或由对相应的静电学问题求解而把场求出来。 



图14-»对于一根细小导线来说, 
JdV 与 / d * 相同 


m 14-10 导线的《场可以通过环绕 
该电路取积分而获得 


§14-7 毕奥-萨伐尔定律 


在学习静电学时我们了解到，某一已知电荷分布的电场可直接由积分式 (4.16) 获得: 

4 ^ 0 J r ? 2 
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正如我们曾经见到的，要算出这一积分——实际上是三个积分，每一分量各有一个一比起 
算出势的积分并求出它的梯度来，通常要花费更多工夫。 

有一个相似的积分，它把磁场同电流联系了起来。我们已有一个关于4的积分，即式 
(14. 19> ,就可以通过对该式两边取旋度而获得关于 B 的 积分： 


b(i) =vxA(i > = vx (i4 - 39 > 

现在我们必须小 心：该 旋度算符的含义是取 A ( l > 的旋度，这就是说，它仅对坐标 ( X ,, y ,, 
A 〉进行运算。如果我们记住， VX 这个算符只对附有脚标1的那些变量才进行运算，而这 
些变量显然仅出现于 

rn = [(x, — ij) 1 + (y, — yi) 1 + (z, —z z ) l y /! (14.40 〉 

中，则可将该算符移进积分符号之内。对于 B 的: r 分量，我们得 


& =急-^ = 忐(士)一)，忐(士) P 2 


4n( 0 c 2 




(14.41) 


方括号内 的量恰 好就是 


JXr tl _JX e lt 
rj t 


的工分撤。对于其他分 M , 我们将会找出相应结果，因而有 

B ( l ) = 4 ^? S J ( 2 ) rU e ' !dV2 - 04.42) 

这一积分直接由已知的电流给出了 B 。 这里所涉及的几何性质与图 14-2 中所示的相同。 

若电流仅存在于细小导线的电路中，则如同上一节，我们可立即从导线的一头到另一头加 
以积分，即用/也代替 _/ dV , 其中 d 5 是导线的长度元。这时,采用图 14-10 上的符号, 便得： 


8 < 1 )=_ 4^71 


Ie i2 X ds 2 


(14.43) 


(负号之所以出现是由于我们颠倒了该叉积的次序）。这一有关 B 的方程，以它的发现者的 
名字命名，称为毕奥-萨伐尔定律。它提供一个直接获得载流导线所产生的磁场的公式。 

你可能会觉得 奇怪: “如果能直接由那个矢量积分找出 B 来，则矢势还有什么用处呢？ 
毕竟 A 也含有三个积分！”因为有关 B 的积分中存在叉积，所以该积分往往较为复杂，正如 
由式 （14.41) 显然可见。并且，由于 A 的积分同静电学的那些相仿，所以我们可能已经懂得 
它们了。最后，我们还将见 到：在 更高一级的理论内容（比如相对论，力学定律的更高级描述 
方式，像以后将要讨论到的最小作用量原理，以及量子力学等）中，矢势起着重要的作用。 
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§ 15-1 作用于一电流回路上 的力； 偶极子能置 


上一章我们研究了由一矩形小电流回路所产生的磁场。并发现那是一个偶极子场，其 
偶极矩由 


H = IA (15.1) 

给出，式中/为电流而 A 为回路面积。矩的方向垂直于该回路平面，因而也就可以写成 

fi = lAn , 


式中》«是该面积 A 的法向单位矢 g 。 

一个电流回路或磁偶极子不仅会产生磁场，而且当罝于其他电流的磁场中时也会感受 
到力的作用。我们将首先考察在一匀强磁场中作用于一矩形回路上的力。设2轴沿磁场方 
向，而回路平面则被 H 于通过; y 轴并与面成0角，如图 15-1 所示。这样，该回路的垂直 
于回路平面的磁矩就将与磁场成角。 



围 1 S -1 —个通有电流 f 的 
矩形回路位于一匀强磁场 B 
(沿 z 方向的）中。这样作用 
于该回路上的力矩就是^= 
#* XB , 其中磁矩/«= M 


由于在矩形对边上的电流互相反向，所以作用在上的那 
些力也将反向，从而不会有净力作用于该回路上（当磁场均匀 
时）。然而，由于图中标明为1和2的两边上存在作用力，因 
此就有一个倾向于把该回路绕着 y 轴旋转的力矩。这两个力 
F , 和 f : 的大小为 

F , = = IBb . 

它们的力臂为 

asin 0 , 

从而该力矩为 

r = IabB sin 0 , 


或者，由于 / c »6 是该回路的磁矩，所以 
r = sin 0 . 

这力矩还可以写成矢量 形式： 


r = fiXB . (15.2) 


尽管仅仅在一个相当特殊的情况下证明了力矩由式 （15. 2) 所给出，但这一结果对于任何形 
状的小回路都正确，正如我们将会看 到的。 对作用于电场中一电偶极子上的力矩也有相同 
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类型的关 系式： 

r = p X E. 

现在我们要询问这一电流回路的机械能。由于存在力矩，所以这能量显然与取向有关。 
虚功原理讲，力矩等于能量相对于角度的变化率，因而我们可写出 

dU = rdfl . 

$ r = 1 « B S i n 0 并积分，则能量可以 写成： 

1/=一 /zBcos 0 + 常数 （15.3) 

(符号之所以为负，是因为该力矩企图把磁矩旋转至与磁场同向，当 M 与 B 平行时能量最低)。 

由于今后将会讨论到的一些原因，这一能置并不萆该电流回路的总能量（首先，我们未 
曾把回路中维持电流的那种能 a 计算在内）。因此，将这一能 a 称为就是要提醒我们 
它只是能》的一部分。并且，由于无论如何我们总已漏掉了某些能置，所以可令式 (15. 3>中 


的常数等于零。因而可把上式写成 


U 机械 =—/i - B . 

05.4) 

这再次与电偶极子的结果相 对应： 


U =— p•E• 

(15.5) 


原来，式 （15. 5) 中的静电能是真实的能贵，但式 （15. 4) 中的 l / eu * 却不是实际的能 fi 。 
然而，凭借虚功原理它仍沒用来计算力，假设回路中的电流或至少是¥保持不变的话。 

我们能够证 明:对 于一个矩形回路来说,1^«也相当于把该回路拿进场所需做的机械功。 
只有在匀强磁场中施于回路上的总力才等 T •零; 在非均匀场中，则始终直一净力作用于通有电 
流的回路上。在把该回路 P ! 于场中时,我们势必经过其中场并非均匀的一些地方，因而就做了 
功。为使计算简单起见，我们将设想该回路被带进场时它的矩沿着场的指向（在到达了指定 
位 S 之后，还可以转至最后位 S )。 

试设想我们希望把该回路沿工方向 
移至场较强的区域，而该回路的指向按 
图 15-2 所示。我们从场等于零的某处 
出发，并对回路移进场中时所受的力乘 
距离后进行积分。 

首先，让我们分别计算对每边所做 
的功，然后取其和（并非在积分之前就把 
力加起来）。作用于边3和边4上的力 
与运动方向垂直，因而没有做任何功。 

作用于边2上的力为在 x 方 
向，因而要获得抵抗磁力所做的功就必 
须从场为零的某处、比方说从 I =一 ~处积至它目前所处的位置， 

W 2 =— J 2 F z cLr =— 2 B ( x)dx . (15. 6) 




围 1 S -2 —个回路沿 x 方向移动，通过与 I 轴正交 
的 B 场 
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同理，为抵抗磁力而对边1所做的功为 

W , =-|^ F,dx = (15.7) 

为求得每个积分，我们需要知道 BU ) 是怎样依赖于 x 的。但要注意，边1紧跟在边2之后， 
因而对它的积分就包括对边2做功的大部分。事实上，式 (15. 6) 与 （15. 7) 之和恰好就是 


W =- Ib [ ，! B ( x)dx . (15.8) 

Jx l 

但若在一个区域里边1与边2处的场 B 几乎相等，则可将该积分写成 
I 2 B(x)cLr = (xt — xj )B = aB , 

式中 B 是在该回路中心处的场。我们所加进去的总机械能为 

= W =一 IabB =一 /iB • (15. 9) 

这个结果同我们把式 (15. 4) 作为能量相一致。 

当然，要是在进行积分以求得功之前先将作用于回路上的力相加起来，也应该获得同样 
的结果。如果令为边1处、而 B 2 为边2处的场，则沿 a : 方向总的力为 


F . = lb ( B 2 - B ,). 

若该回路很“小"，也就是说，若氐和氏相差不多，则可写成 
Bi = B , + 

因而力为 

F , = lab ||. (15.10) 

由&力对该回路所做的总功为 

- J F x dx = Jaij ^dr = - IabB , 


这恰好又是一 // B 。 直到如今我们才看出为什么作用于一小电流回路上的左会与磁场的微 
商成正比，正如我们从 

F,Ax =— AU ntt =— A (— fi - B) (15.11) 

中预料到的。 

上述结果 表明： 即使 =- M B 可能并未包括系统的所有各种能量在内——它是一 
类膺造的能量——但它仍能同虚功原理一起被用来求得作用于恒定电流回路上的力。 


§ 15-2 机械能与电能 


现在我们要来证明，为什么上一节所讨论的能量并不是与恒定电流相关的正确的 
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能量——它并未包括世界上的总能量。固然，我们曾经强调过它仍是一种能量，可用它由虚 
功原理算出力来, R 要在回路中的电流（以及所有其他电流）都维持不变。让我们来看看为 
什么会是这样。 

试设想图 15-2 上的回路正在沿正 x 向运动，并选取 z 轴在 B 的方向，在边2中的传导 
电子将感受到一个沿线即沿 >> 向的力。但由于这些电子的流动——造成电流——就会有 
— 个与此力同向的运动分量。因此，每一电子将得到功率为 F y v y 的功,其中％是电子沿导 
线的速度分量。我们将称对电子所做的这个功为曳功。现在证 明：如 果该回路在一匀强场 
中运动，则总电功为零，因为对回路的某些部分做的正功等于对其他部分做的负功。但如果 
该电路是在一非均匀场中运动，那就不正确了，此时 g 会对电子做净功。一般说来，这功会 
倾向于改变电子的流动，但若电流维持不变，则 能量; ^然会被那些维持电流恒定的电池组或 
其他电源所吸收或输出。上面当我们由式 （15. 9) 计算[/(^时，这能量还未包括进去，因为 
我们的计算仅仅包括施于导线整体上的那些机械力。 

你可能在想 :但作 用于电子上的力取决于导线运动得多达,若导线运动得足够慢，也许 
这一电能便可以略去。真的，电能被输出的功率与导线运动的速率成正比，但输出的总能置 
却也与这一功率所持续的时间成正比。因此,总电能就正比于速度乘时间，那刚好是移动的 
距离。对于在场中移动给定的距离，就做了相同数 S 的电功。 

让我们考虑单位长度的一段导线,其中通有电流/并沿与其本身及磁场 B 均成直角的 
方向以速率运动。由于通有电流，所以导线中那些电子将具有沿导线的漂移速度叫》。 
对每一电子所施的磁力在漂移方向上的分 M 为因此做出电功的功率为&*移= 

。设每一单位长度的导线里共有 N 个传导电子，则所做电功的总功率为 

•移. 

但 Nq . v •褥 = I ， 即导线中的电流，因而 

现在由于电流保持恒定，所以作用于那些传导电子上的力并不引起它们加速，也就是说 
这电能将不会成为电子所有而是归于维持电流不变的那个电源所有。 

但要注意作用于上的力为 / B , 因而也是对导线做机梂功的功率，即 
dU nm /At = 。 我们断言 :对导 线所做的机械功恰好等于对电流源所做的电功， 

因而回路的能量保持不变！ 

这并不是偶然的，而是我们所已知定律的一个推论。对导线中每个电荷的总作用力为 
F = q(E + vXB ). 

其做功的功率为 

v • F = g [» • E +v • ( vXB )]. (15.12) 

如果没有电场，便只有第二项，而这项总是等于零。以后我们将见到，一个正在 变化# 的磁 
场会产生电场，因而我们的论证就只适用于在恒定磁场中移动着的导线。 

那么虚功原理又怎会给出正确的答案呢？那是由于我们 g 未曾把世界上的甚能量 都计' 
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算进去。我们未曾把里连亡圭磁场(该磁场正被着手进行处理）的电流能量也包括在内。 

设想有一个如图 15-3( a ) 所绘的那种完整系统，其中我们正在把带有电流的回路移 
进磁场故中去，而这磁场是由线圈中的电流 J 2 产生的。原来回路里的电流 J , 也将在线圈 
那里产生某个磁场氏。如果回路正在移动，则场 B 2 将正在变化。正如我们将在下一章见 
到的，一个变化着的磁场会产生一个 E 场，而这一 E 场则将对导线中的电荷做功。这样一 
个能量也应包括在我们关于总能量的出纳表中。 



围 15-3 试求一个小回路在磁场中的能* 


我们本来可以等到下一章才来求出这个新的能置项，但若按照下述办法应用相对性原 
理，则我们也可见到它将是什么。当把回路朝静止线圈移动时，我们知道回路中的电能恰与 
所做的机械功相等而符号相反。所以 

I ； 机械 +1/ % (回路 ）= 0. 

现在假设从一个不同的观点来考察所发生的事情，即在其中回路静止不动，而线圈向着 
它运动。这时线圈正在移进由回路所产生的场中。同样的论证会给出 

I/机械+1/“ 线圈 ） = 0. 

在上述两种情况下所做的机械功相同，因为它来自两电路之间的作用力。 

这两个方程之和给出 

21/机槭+17* (回路）+1/*(线圈） = 0. 

整个系统的总能量，当然就是这两项电能再加上仅取一次的机械能。因此我们有 

U & =1/电（回路）+[/电（线圈>+17» 1| » (15.13) 
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世界上的总能量确实等于的 g 值。比方，若我们需要磁偶极子的真实能量，则应 写成: 

U & =+ fi - B . 


只有当我们假定一切电流都维持不变的那种条件时才能只用其中某一部分能量、即 
(这始终等于真实能量的负值)来求那机械力。在更普遍的问题中，我们就必须细心地把所 
有一切能量都包括进去。 

在静电学中，我们已见过类似的情况。我们曾经证明，一个电容器的能量等于 Q 2 / 
(2 C )。 当我们应用虚功原理去求作用于电容器两板上的力时，能量的改变等于 Q 2 /2 乘以 
1/ C 的改变，这就是说， 

现在假设我们曾在保持两导体间的电压不变的条件下，计算把两个导体向不同位置移 
动时所做的功。那么若我们做某些假定，则可以从虚功原理获得关于力的正确答案。由于 

Q = CV , 所以真实的能量就是 | CV 2 。 但若我们定义一个等于一 | CV 2 的人为能嫩，以及坚 
持使电压 V 维持不变，并令这一人为能量的变化等于机械功，则可应用虚功原理来求力。于是 

犯 机械 ==一 (15.15) 

上式与式 （15. 14) 相同。即使我们忽略了为维持电压不变而由电系统所做的功，也仍能获得 
正确结果。这个电能又刚好是两倍的机械能而符号相反。 

这样，若不把电压源必须作功以维持电压不变这个琪实考虑在内，而人为地进行计算， 
则还是能够获得正确的答案。这与静磁学中的情况完全相似。 

§ 15-3 恒定电流的能量 

现在我们可以应用关于=_这一点知识来求出恒定电流在磁场中的真实能 
量。可以从一个小电流回路的真实能 a 出发，简单地称为 u , 便可写成 

U = ft • B . (15. 16) 

尽管这个能置是对平面矩形回路算出来的，但这同样的结果对于任何形状的小平面回路均适用。 

一个任意形状的电路可以设想为由许多小的电流 
回路构成，从而可以求出该电路的能量。比方说，有一 
条如图 15-4 所示的回路 r 那种形状的导线。我们用 
一个 S 面来填满该曲线，并在该面上划出大量的小回 
路，其中每一个都可以认为是平面。如果让电流/沿 
每一小回路环行，净结果将犹如电流环绕 r 一样，因为 
iT 内的那些电流将在所有线段上都互相抵消。物理 
上，这个小电流系统与原来的电路是不能区别的。能 
量也必然会相同，即刚好是那些小回路的能量之和。 



囹 15-4 —个大回路在磁场中的能 S 可 
以认为等于许多个小回路的能®之和 
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设每一小回路的面'积为仏,则它的能量为 I ^ aB . ，其中 B „ 为垂直于 Aa 的分量。总能量为 
U = J ^ IB . Aa . 

当各回路趋于无限小的极限时，求和变成积分，即 


U = /Jfi.da — jjfi - nda, (15. 17) 

式中》«是垂直于 da 的单位矢量。 

如果令 B = VXA, 则可利用斯托克斯定理把一个面积分与一个线积分联系 起来： 

/ J s ( VXA ) - nda = A • ds , (15.18) 

式中 d s 是沿 r 的线元。因此我们就有了对于任意形状的电路的 能量： 

(15.19) 

在这个表式中, A 当然是指产生了导线所在处之 B 场的那些电流（而不是该导线中的电流 
/) 所造成的矢势。 

现在，恒定电流的任何分布都可以设想成由平行于电流线的一些细线电流所构成。对 
于这样的细线电路中的每一对，能 M 由式 （15. 19) 给出，式中的积分是环绕其中一个电路取 
的，同时应用那来自另一个电路的矢势>1。为求得总能量.我们需要对所有各对求和。如果 
不保持一对一对求和，而是把全部电流线都相加起来，则会计算能》两次（以前在静电学中 
也曾见过类似的 结果） ，因而总能 S 可写成 

U = jjj - Adv - (15.20) 

这一公式相当于我们以前对静电能所求得的 结果： 

U = \\ P m . (15.21) 

因此,如果我们愿意，便可在静磁学中将 A 看成是关于电流的一种势能。可惜，这一概念不 
大有用，因为它只适用于静场。实际上，当场随时间变化时，则式 （15. 20) 和（15.21〉均不会 
给出正确的能埴。 


§15-4 B 与 A 的对比 


在本节中我们很想讨论下述 问题: 矢势是否只是一种用作计算的工具——如同在静电 
学中所用的标势那样一或者矢势是一个“真实”的场？难道磁场，由于造成了作用于一个 
运动粒子上的力，它就是一个“真实”的场吗？首先,我们应该说“一个真实的场”这一短语并 
不非常有意义。其一，无论如何你可能不会感觉到磁场十分“真实”，因为甚至整个有关场的 
概念都相当抽象。你不能伸出手来感受磁场。而且，磁场之值并不十分确定，例如，通过选 
用一适当的运动坐标系，你可以使在某一给定地点的磁场消失。 



_ 第 15 章矢 势 I 191 

我们这里所谓“真实”的 场是： 一个真实的场就是被用来避免超距作用概念的一个数学 
函数。如果有一个带电粒子位于位置它会受到放在离 P 点某个距离处的其他电荷的影 
响。描述这相互作用的一种方法是讲其他电荷会在 P 点周围形成某种“状况"一不管它 
可能是什么状况。倘若知道了该状况,并通过给出电场和磁场来加以描述，则我们便能完全 
确定该粒子的行为——不需进一步询问那些情况是怎样产生的。 

换句话说,若其他电荷以某种方式发生了改变，但由 P 点的电场和磁场所描述的 P 点 
的状况却依然未变，则该电荷的运动也将保持一样。这么一来,一个真实的场就是我们用某 
种方法规定的一组数字，即在某点所发生的无论什么事情都仅取决于该点的这些数字。我 
们不必知道其他地方将发生的更多事情。正是在这一种意义上我们将要来讨论矢势是否是 
一种“真实”的场。 

你可能对这个事实感到奇怪，即矢势并不是单值的，它可以通过加上任一标量的梯度而 
改变,但丝毫不会改变施于粒子上的力。然而，这却与我们现在所谈的这种意义上的真实性 
问题毫不相干。比如,在某种意义上磁场可以通过相对论性变换而改变 (£ 和 A 场也都如 
此），但我们却不会去操心如果场可以这样改变而发生的 事情。 这实际上并不会造成任何差 
别，与矢势是否是一种用来描述磁场的适当的“真实”场或只是一个有用的数学工具的问题 
毫无关系。 

关于矢势 A 的用处我们也应作出一些评论。我们已见到，利用它并通过正常步骤即可 
以计算已知电流的磁场，正如可用#来求电场。在静电学中我们曾看到 > 是由一个标量积 
分给 出的： 

^ 1 ) = 05.22) 

4ir<oJ rj 2 

通过三次微分运算，便可从这个#获得 E 的三个分*。这个步骤通常要比在下列矢量式中 
算出三个积分较易于 掌握： 

E = (15.23) 

4w<oJ 

首先这里就有三个积分，其次，每个积分一般又较困难。 

对静磁学来说，优点远没有那么明显。 A 的积分就已经是一个矢置 积分： 

A ( l ) = r ^~ F f J(2 〉 dV? , (15.24) 

^ n<oC J r\ t 

这当然包含了三个积分。并且，当我们取 A 的旋度以获得 B 时，不得不做六次微商把它们 
一对一对地结合起来。在大多数问题中，这一步骤是否确实比直接从下式算出 B 来较为容 
易，就不是立即能看清 楚的： 

B(1) = j (2) ^ g |； dV z . (15.25) 

对于简单问题，应用矢势往往较为困难，那是由于下述原因。假设我们只对一点的磁场 
B 感兴趣，而问题又具有某种好的对称性——比如说，我们要求出在一环形电流的中轴上某 
—点的场。由于对称性，我们可以通过对式 （15. 25) 的积分而很容易地获得 U 。 然而，假如 
我们先求出 A , 则还得从 A 的瘦 g 算出因而就一定要知道在所注意点笠涯所有点的 A 
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值。而这种点大多数位于对称轴的外面，从而使 A 的积分变得较复杂。例如，在那圆环问 
题中，我们不得不用到椭圆积分。在这样的问题中,4显然不是十分有用。但对于许多复杂 
问题，用 A 来计算比较容易，那却是真的。不过为了证明技术上的这点方便就认为使你多 
学习一种矢量场是正当的，那就有点困难了。 

我们引进了 A 是因为它的确具有重要的物理意义。它不仅与电流的能 M 有关，如在上 
节中我们曾经见 到的； 而且它在上述意义上的一种“真实”的物理场。在经典力学中我 
们显然可把作用于一粒子上的力写成 下式： 

F = q ( E + vXB ). (15.26) 

因而若给出了力，则关于运动的一切事情就都确定了。在任何 B = 0的区域中即使 A 不为 
零,诸如在一螺线管外面，那里并没有可觉察到的 A 的效应。因此人们早已相信4不是一 
个“真实”的场。然而事实却证明，存在着涉及到 M 子力学的现象，它们表明场 A 实际上就 
是我们定义过的那种意义的“真实"的场。在下一节中我们将向你们说明那是怎么回事。 

§15-5 矢势与量子力学 


当我们从经典力学过渡到 a 子力学时，在什么概念是重要的方面有了很多改变。我们 
曾在第1卷中谈过其中的一些，特别是，力的概念逐渐消失，而能《和动 m 的概念却成为最 
重要的了。你应当记得，人们与之打交道的乃是在空间和时间里变化着的概率幅，而不是粒 
子的运动。在这些振幅中，既有与动》相联系的波长，又有与能通有关的频率。因此，那些 
能确定波函数相位的动 M 和能 M 就成了域子力学中重要的量了。我们处理的是改变波的波 
长的相互作用，而不是力。力的概念变得十分次要，如果它多少还存在一点的话。比方，当 
人们谈论核力时，他们经常加以分析和计算的是两个核子间的相互作用能而不是它们之 
间的力。从没有人会为了找出力是个什么样 干而对 能域取微分。在这一节中我们要描述矢 
势和标势是怎样进入贵子力学的。实际上，正因为动景和能 S 在置子力学中起着重要作用， 
才使得 A 和#提供了把电磁效应引进 W 子描述的最直接途径。 

我们必须稍微复习一下量子力学是如何处理问题的。让我们再次考虑在第1卷第37 
章中曾经描述过的假想实验，在其中电子经两个狭缝而衍射。这个装 S 再次表示在图 15-5 
上。能 a 几乎相同的电子离开了源而向具有两条狭缝的壁前进。在壁的外面是“挡板”，在 
其上有一个可移动的探测器，我们称之为/,它是用来测 S 电子到达挡板上距离对称轴为 : C 
处的一个小区域中的比率。这比率正比于各个别电子在离开了源之后到达该挡板区的概 
率。这概率具有如图所示的那种复杂形状的分布，我们认为这是由于两个波一每个来自 
一个狭缝——相互干涉所致。这两个波的干涉结果取决于它们间的相位差。也就是说，若 
振幅分别为和 C 2 eA , 则相位差5= «>,―办就确定了它们的干涉图样[见第1卷，式 
(29. 12)]。设屏与狭缝之间的距离为 L , 又若通过两狭缝的电子所走过的程差为 a , 如图所 
示，则这两个波的相位差为 


d = 



(15. 27) 


照例，我们令々 = A /(2k) ，其中 A 就是概率幅空间变化的波长。为简单起见，将只考虑那些 
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远小于 L 的 o : 值，这样便可令 

a = t d 

和 

(15.28) 

当 X 等于零时为零，两波同相，因而概率有一个极大值。当5等于 II 时，两波反相，它们 
就会干涉相消，而概率成为极小。因此，我们将得到有关电子强度的那种波形函数。 

现在我们想要说明用来代替力的定律1^ = <^><11的置子力学定律。这将是用来确定具 
有置子力学性质的粒子在电磁场中的行为的那种定律。由于发生的事件都要由概率幅来确 
定，所以这一定律就必然会告诉我们磁效应如何影响概 率幅； 我们不再与粒子的加速度打交 
道了。这定律是这 样的： 经过任一轨道的粒子，其概率幅的相位因磁场存在而改变的蛋，等 
于矢势沿整个轨道积分乘该粒子的电荷再除以普朗克常置。也就是， 

磁所引起的相位变化= • d * • (15.29) 

要是没有磁场，波到达时会有某一定的相位。但若某处存在磁场，则到达波的相位增加了式 
(15. 29) 中的积分。 

尽管对于目前的讨论不必用上它，但我们还是要提出静电场的效应在于产生一个相位 
变化，它等于标势 > 的时间积分的 负值： 

电所引起的相位变化 =— ^ dt . 

上述两式不仅对于静场正确，而且合起来对于静的或动的任何电磁场也都正确。这就是用 
来代替 F = q(,E + vXB ) 的定律。然而，现在我们只考虑静磁场。 

假设在双狭实验中存在磁场，则我们要问，通过两狭缝的两个波在到达屏上时其相位如 
何。两波的干涉确定概率的极大值将出现在何处。我们可把沿路径 （1) 的波的相位叫作 
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办。若 4 >,(B = 0> 为在没有磁场时的相位，则当加上磁场时这个相位便将是 

办 = ^(B = 0) + jj" ⑴ A • d*. (15.30) 

同理，关于路径 (2) 的相位为 

02 =< Pz(B = 0) + -|J A • ds . (15.31) 

这两个波在探测器上的干涉取决于其相位差 

5 = = 0) -4 > 2 (B = 0) + -|-J (| A - ds - • d *. (15.32) 

无场时的相位差我们将称 之为狖 B = 0), 那恰好就是在上面式 （15. 28) 中曾经算出来的那 
个相位差。并且，我们注意到，这两个积分还可以写成一个沿路径（1〉向前并沿路径 (2) 返回 
的积分，我们称这个路径为闭合路径（1-2)。因而有' 


S = d(B = + 2 A • d *. 


(15.33) 


上式告诉我们，电子的运动如何被磁场所改变。有了这个式子，我们就能求出在挡壁上强度 
为极大和极小的那些新位罝。 

可是，在做这件亊之前，我们要提出下面有趣而又重要的一点。你会记起，矢势函数具 
有某种任意性。其差为某一标 ft 函数梯度 V ★的两个不同的矢势函数 A 和 A ', 都代表同一 
个磁场，因为梯度的旋度为零。因此，它们将给出相同的经典力 ？ vXB 。 如果在激子力学中 
其结果取决于矢势，则在许多可能的 A 函数中究竟哪一个是正确 的呢？ 

答案是, A 同样的任意性在置子力学中依然存在。如果我们把式 （15. 33) 中的 A 改变 
成 A ' =>! + ▽ 〆 则对于 A 的积分变成 



• ds = I A • ds - l - q ) V 0 • ds . 
J(l-t) J (!•*) 


V # 的积分仍环绕闭令路径 （ l - 2 >, 但根据斯托克斯定理.梯度的切向分鼉沿一闭合路径的 
积分总等于零。因此, A 和 A ' 两者都给出相同的相位差和相同的最子力学干涉效应。在经 
典和*子力学的两种理论中只有 A 的旋度才是要紧的，对 A 函数的任何选择，凡具有正确 
旋度的，都给出了正确的物理意义。 

如果我们引用 §14-1 的那些结果，则结论明显相同。那里我们曾求得 A 沿一闭合路径 
的线积分为穿过该路径的 B 的通量，在这里就是穿过路径 （1) 与 （2) 之间的通置。如果我们 
愿意，式 (15. 33) 便可以 写成： 


3 = 5 ( B = 0) + 号[路径⑴与（2> 之间 B 的通置]， （15.34) 

式中 B 的通量通常指 B 的法向分量的面积分。这结果仅取决于 B , 从而也仅取决于 A 的旋度。 

由于用 B 或用 A 都能写出结果，因此你可能傾向于认为 B 保持它本身为“真实”的场， 
而 A 仍可视作为一种人为的结构。但我们原来提出的“真实场”的定义，是建筑在真实场不 
会对粒子做超距作用的概念上的。然而，我们能够举出一个例子，其中在有某种机会找到粒 
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子的任何地方, B 都等于零或至少任意地小,因而不可能认为磁场会直接对粒子作用。 

你应当记得，对于通有电流的长螺线管，管内 
有 B 场，而管外则无;但却有许多 A 环绕在管的外 
面，如图 15-6 所示。若我们安排一种情况，其中电 
子只在螺线管处被发现一即在那个只有 A 的地 
方——则按照式 （15. 33) 对其运动的影响依然存 
在。从经典方面看，这是不可能的。按经典理论 
是，力仅取决于为了知道螺线管是否正通有电 
流，就必须使粒子穿过它。但从量子力学方面看， 

通过粒子围绕螺线管运转，甚至不用靠近它，你就 
能发现有存在于螺线管内！ 

假设我们把一个直径很小的长螺线管恰好放 
在障壁后面的两缝之间，如图 15-7 所示。螺线管 
直径要比两狭缝间的距离 d 小得多。在这种情况 
下，电子在狭缝处的衍射不会提供电子接近该螺线 
管的相当大的概率。这对我们的干涉实验将会发生什么影响呢？ 



图 15-6 —个长*线管的磁场和矢势 



围 15-7 磁场能够影响电子的运动,哪怕场仅存在于其中找到电子的概率是任意小的区域里 


试比较电流有否流经螺线管的两种情况。若没有电流，我们便不会有 B 或 A , 因而就 
得到挡板处电子强度的原来 图样。 但若对螺线管通电流并在管内建立磁场则在管外 
便有 A 。 于是就存在一个正比于管外 A 的环流的相位差方面的移动，这意味着整个极大 
和极小的图样被移至一个新位置。事实上，由于对任一对路径来说，穿过其中的 B 的通 
董是常数，因而 A 的环流也是常数。对于每一到达点来说就有相同的相位变化；也就是 
相当于使整个图样在工方向上移动一个常数，比方说工。，那是容易算出的。极大强度将出 
现在两个波的相位差为零的地方。应用关于 S 的式 (15. 32) 或 (15. 33) 以及关于扠 B = 0> 的式 
(15. 28), 我们得 
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文。 =. 玫 V 4 . ds ， 。 5 . 35 ) 

或 

心=_|^[路径 （1) 与 （2) 之间 B 的通量]. (15.36) 

从螺线管所在的位置来看，出现的图样•应如图 15-7 所示。至少，这是量子力学的预言。 

的确如此,这一实验最近已经做成了。它是一个十分难做的实验，由于电子的波长很 
短，所以仪器必须以微小的尺度来观察干涉现象。两狭缝必须互相紧靠，这意味着需要有一 
个非常细的螺线管。事实证明，在某些场合下，铁晶体将会生长成十分长而又只在显微镜下 
才能看得到的细丝，即所谓晶须。当这些铁晶须被磁化时，像微小的螺线管，因而除了靠近 
两端的地方，外面就没有任何磁场。电子相干实验，是把这种晶须放在两狭缝之间做出来 
的，而所预言的电子图样中的移动被观测到了。 

于是，在我们的意义上 A 场是“真实”的。你可能 会说： “但磁场本来就衰的。”本来就 
有,不过要记住我们原来的概念——所谓场是“真实”的，那只要它是为了得到 i 动而就必须 
在粒子所在的位置被规定的。在晶须里的 B 场却有#超距的作用。如果我们不愿意用超 
距作用来描写它的影响，则非得用矢势不可。 

这一课题曾有过一段有趣的历史。我们所描述的理论从1926年置子力学问世时人们 
就知道了。矢势出现在 ft 子力学的波动方程（薛定谔方程）中的事实，从该方程 tt 初被写出 
来的那一天起就已经明显了。它不可能以任何轻易的方式由磁场代替，这已由企图做此种 
尝试的人们陆续注意到了。从我们对于在没有磁场的区域里运动的电子仍然受到影响的例 
子来#，那也是清楚的。但由于在经典力学中 A 没有显示出任何直接的 ffi 要性，并且由于 
它可以通过加上一梯度而改变，人们便不断地说矢势不具有直接的物理意义——即使在 
M 子力学中也只有磁场和电场才是“正确”的。在进行回顾时似乎觉得奇怪，为什么从没 
有人想要讨论这一实验，一直到了 1956年才由博姆和阿哈罗诺夫最先对此提出建议，从 
而使整个问题明朗化。其意义始终存在，但就是没有人曾注意到它。于是，当这一事情 
被提起时许多人都颇受展动。这就是为什么会有人认为值得做实验以弄明白它确实是 
对的，尽管这么多年来已被人们确信的置子力学给出过明确的答案。有趣的是，像这样 
一件事情竟搁 S 达30年之久，只是由于对什么东西有意义而什么东西没有意义的某些 
偏见，就使这件事一直被 忽视。 

现在我们希望继续做稍微进一步的分析。要证明 S 子力学公式与经典公式间的关系， 
即证明为什么结果是 ：若以 足够大的尺度来考察事件，则它看起来好像粒子被等于 9 VXVX 
A 的力所作用着似的。为要从最子力学得到经典力学，需要考虑这种情况，其中所有波长比 
起如场那样的外加条件做出可观变化所跨越的距离来都远为微小。我们将不在最普遍的场 
合下证明这一结果，而只是以一个十分简单的例子表明它是如何得出来的。我们再次考虑 
相同的狭缝实验，但不再把所有磁场都局限在两狭缝间的一个十分微小的区域里，而是设想 
磁场延伸至狭缝后面较广阔区域中，如图 15-8 所示。我们将考虑一种理想情况，其中磁场 


• 如果 B 是从图面向外，则根据我们曾对其下过的定义，通量为正，而因电子的电荷 g 为负，所以办 
为正。 
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在与 L 相比相当小的、宽度为的狭窄长条中是均匀的（那很容易安排，挡板可以随意地放 
在某一远处）。为了要算出相位的移动，必须算出沿路径（1〉和 (2) 的两个积分。正如我们曾 
经见到的，它们间的差值恰好就是在两路径间 B 的通量。对于我们的近似程度，这通 M 为 
这样，对于这两路径的相位差就是 

S = S(,B = 0) + ^Bwd. (15.37) 

我们注意到，对于我们所取的近似程度，这一相位移动与角度无关。因此，这一效应又把整 
个图样向上移动一个距离 Ax 。 利用式 （15. 35), 

Ax =-^AS=-^[S-S(B = 0)]. 



对于3 — 5 (B = 0), 利用式 （15. 37) 得 

Ax =— Lk ^ B - w . (15.38) 

这样的移动相当于把所有轨道都偏转了一个角度 <*( 见图 15-8), 这里 

o = ^ =— -^ qB - w . (15.39) 

原来按照经典理论,我们也会期待薄狭长条磁场会把所有轨道都偏转某一个小角度，比 

如说</,如图 15-9( a ) 所示。当电子通过磁场时，它们将感受到一个持续了时间的横向 

力 9 V X B 。 它们横向的动量的改变就恰好等于这个冲量，因此 

△/>! =— qwB . (15. 40) 

角偏转[图 15-9( b )] 等于这一横向动量对总动量/>的比。我们得到 

^ = ^£=-2^. (15.41) 

P P 
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可以把这个结果同由量子力学算出来的 
相同的量 0 做比较。但经典力学与量子力学 
之间的关系则是 这样： 一个具有动量的粒 
子相当于随波长 k = h/p 变化的量子振幅。 
应用这个等式, 0 和 0 '就彼此全等。经典的与 
量子的两种计算给出相同的结果。 

从这个分析我们看到，在量子力学中以明 
显的形式出现的矢势怎样产生一个仅取决于 
其微商的经典力。在量子力学中重要的是邻 
近路径间的相干作用，结果往往是该效应仅取 
决于从一点至另一点场 A 变化了多少,因而仅 
取决于 A 的微商而并不^于 A 本身之值。 
虽然如此，矢势 A (以及与相随的标势約看来 
似乎给出了物理学的最直接描述。我们越是 
深入到置子理论中去，这一点就变得越清楚。 
在量子电动力学的普遍理论中，人们把矢势和 
标势作为代替麦克斯韦方程的一组方程中的 
基本量和 B 逐渐从物理定律的现代表示式 
中消失，它们正在被 A 和4所代替。 

§15-6 对静态是对的而对动态将是错的 

我们现在处于探索静场这一主题的末尾了。在这一章中，我们已经冒险地开始接近必 
须对付场随时间变化时所发生的 情况。 我们过去处理磁场能最时，仅仅依靠躲入相对性论 
证的避难所才逃避了它。即使如此，我们对能置问题的处理还是多少带着人为性和也许甚 
至是神秘性，因为曾经忽略了实际上运动的线圈必定产生变化的场这个事实。现在正是学 
习处理随时间变化的场一电动力学这一门学科的时候。我们将在下一章中做这件事。然 
而，首先将要强调下面几点。 

尽管在这一课程中，我们是从一组完整而又正确的电动力学方程的表达方式出发的，但 
我们立刻开始学习某些不完整的部分一因为那是比较容易的。从静场的简单理论出发， 
并只在后来才逐步进入包括动态场在内的更复杂的理论，是有很大优越性的。马上要学习 
的新材料比较少，因而也就有时间给你去发展智力，为更加艰巨的任务做准备。 

但在我们开始了解全部事情之前的这一过程中会存在这样的危险性，我们以这种方式 
学习过的那些不完整真理可能变成了根深蒂固的东西并误认为是全部真理——把那些正确 
的与那些有时才是正确的理论互相混淆起来。因此，我们在表 15-1 中提供一个我们已经接 
触过的重要公式的总结，把那些普遍正确的与那些只有对静态才正确、而在动态则是错误的 
东西区别开来。这个总结表也部分地表达了我们今后的动向，因为在今后处理动态时就将 
详细地发展此刻我们仅仅必须提出来而没有加以证明的那些东西。 

对这张表做一些说明可能会有用处。首先，你应该注意到，我们最初处理的那些方程都 



(b) 

围 15-9 粒子通过狭长条磁场时被偏转 
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是正确的方程——在那里并没有给你错误的印象。电磁力（常称为洚伦兹力 ) F = q(E + 
vXB ) 是年确的。只有库仑定律才是错误的，它仅适用于静态。关的四个麦克 
斯韦方程也是正确的。当然，那些我们对静态取的方程则是错的，因为已删去了所有含 
有时间微商的项了。 

高斯定律 ▽ • E = P 依然正确，但 E 的旋 度一般 并王等于零。所以 E 不能总是等于 
—个标量——静电势一的梯度。我们将看到标势依然保但它是一个随时间变化着的 
量了，必须与矢势一起配合才能用作对电场的完整描述。所以，那些支配这个新标势的方程 
也必然都是新的。 

我们也必须把在导体里£等于零的概念丢掉。当场正在变化时，导体里的电荷一般没 
有时间安排它们本身使得电场为零。它们被迫运动，但却永远达不到平衡。唯一普遍的说 
法是: 导体里的电场产生了电流。所以在变化的场中导体并不是一个等势体。由此可知，电 
容器的概念不再是准确的。 


表 15-1 

—般 是锘的 （只 有对静态才正 《) 总是对的 


(库仑 定律） 


» 9 ( E + rXII > (洛伦兹力） 

• 高斯 定律） 

<0 

VXE - 0 

E -一 

对于导体 ， E »0. ♦= 常数 . Q«CV 

- VXE (法拉第定律 > 

在导休中 . E 造成电流 

安培 定律） 

—不存在 磁荷） 

B = VXA 

- c * VXB -+ ^ 

to ot 

寸* ■-■(泊松方程） 

fo 

而 

lv • A = 0 


而 

V-a + 4^-0 

dt 



而 

c 


L / = J (-|-E - E + 誓 B • B)dV 


那些用箭头 (—> 标明的方程*是麦克斯帛方程。 
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由于不存在磁荷，所以 B 的散度就永远为零，因此, B 总可以等于 VX A (—切都不变）。 
但 B 的产生不仅来自 电流： VXB 正比■流密度加上一个新的项沒 t 。 这意味着,4由 
一个新的方程同电流相联系，而且也同#有关。如 i 了我们自身的方便而利用对 ▽ • A 进 
行选择的自由，则可以把关于 A 或#的方程安排成一种简单而又优美的形式。因此，建立 
c 2 V-A =-3^/3 t 的条件，就能使有关 A 或的微分方程表现出如表中所列的形式。 

A 和#这两种势仍可通过对电流和 
电荷的积分而求得，但已不同于静态积 
分。然而，最令人惊异的是，真实的积分 
很像静态的积分，只有一个小小的、在物 
理方面引人注意的修改。当我们计算积 
分求某一点、比如图 15-10 中的点 （1) 的 
势时,就必须使用较早时刻 «' = t - r n ! c 、 
位于点 (2) 处的_/和 P 值。正如你所预期 
的，影响以速率 c 从点 （2) 传播至点（1)。 
用这一点小改变，人们就能求解关于变 
化电流和电荷的场。因为一旦我们知道 
了 A 和 A 就能像以前那样从 ▽ X A 得到 
B , 而又从-▽卜 3 A 如得到£。 

最后，你将注意到，有些结果——比如，在电场中的能 S 密度为 <。圮/2—对于电动力 
学与对于静电磁学一样都是正确的。你应当不会误解以致认为这完全是“自然”的。在静态 
中导出的任何公式的正确性都必须在动态情况下再度加以论证。 一个 相反的例子是，由一 
的体积分所表达的有关静电能的表示式，这个结果仅仅对于静态才正确。 

在适当的时候我们将更加详细地考虑上述所有这些内容，但记住这个总结表也许是有 
用的，这样你就会知道哪些可以忘记，哪些作为永远正确的东西应该记住。 



围 15-10 通过把在游动点 (2) 处源的毎个体积元中较 
早时刻 < — 的电流和电荷的贡献相加起来，而给 
出《时刻点 （1) 处的势 



第 16 章感生电流 

§16-1 电动机与发电机 

1820年对电和磁间密切关系的发现曾令人十分兴奋一在那以前，电和磁这两个课题 
—直被认为是完全互相独立的。首先发现的是导线中的电流会产生磁场，接着于同一年中， 
又发现载流导线在磁场中会受到力的作用。 

每当机械力存在时,令人兴奋的一件事是，利用它在机器中做功的可能性。当上述现象被 
发现后，几乎立即就有人开始利用这些作用于载流导线上的力来设计电动机了。这种电磁式 
发动机的原理如图 16-1 中裸露轮廊图所示。用一块永磁铁一通常配合一些软铁片——在 
上下两梢里产生磁场。在每一个梢的对面都有南北两极，如图所示。在每个梢中放置铜制矩 
形线圈的一边。当电流通过线圈时，在两梢处的电流互相反向，因而力也反向，这样便 产生一 
个环绕轴线的力矩。如果线圈安装在传动轴上以便 
转动，则可与滑轮或齿轮互相配合而做功了。 

同样的设想也可用来制作电学测 S 方面的灵 
敏仪器。自从该力的规律被发现之后，电学测 ft 的 
梢确度就大大提高了。首先，可以使电流绕行许多 
匝而不仅仅是一匝，以促使这种电动机的力矩大大 
增加。于是，这个线圈又可以装配得用一个很小的 
力矩便能够转动——或者把它的转轴装在一个十 
分精致的宝石轴承上，或者用十分细小的金属丝或 
石英丝来悬挂该线圈。于是一个极小电流便能使 
线圈转动，而对于小角度来说这转动的大小将与电 
流成正比。把一指针粘紧在该线圈上，或对于非常 
精密的仪器，则通过安装在线圈上的一个小镜子来 
观察标尺的像的移动，这转动的大小就可以测到 
了。这样的仪器叫作电 流计。 至于伏特计和安培 
计，也是基于相同的原理工作的。 - 

这一概念也可用来大规模地制造提供机械 
动力的大型电动机。利用安装在轴心上的一组触点可使线圈每转半周接法就变换一 
次，这样，线圈便能不断旋转，于是力矩将始终朝同一方向。小型直流电动机就是这样 
制成的。较大型的电动机，无论是直流的或交流的，往往利用一个由电源激励的电磁 
铁来代替永磁铁。 

在认识了电流能够产生磁场之后，人们立即提出，也可以设法使磁铁产生电场。各种实 



图 16-1 —部简单电磁式发动机的示意 

轮廊图 
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验都尝试过。例如，将两根导线平行排列，当电流通过其中之一时就希望能在另一根导线中 
也找到电流。当时的想 法是: 磁场或许会用某种方法在第二根导线中拖动着电子前进，给出 
诸如“同类喜欢以同样的方式运动”的规律。结果是否定的，尽管已利用了当时可资用的最 
大电流，以及为探测电流用的最灵敏电流计。把大块磁铁置于导线旁边也产生不出可观测 
到的效应。最后，法拉第于1840年发现最重要的特点给漏掉了一只有当某种东西 正在变 
佐时电效应才存在。如果两导线之一中存在着正变化着的电流时，则另一根导线中 
流感生，或者如果一块磁铁在一电路附近运动电路中会有电流存在。我们讲，这 
些电流是给 g 出来了。这就是法拉第现的电磁感应效应。它把相当沉闷的静场 
课题转变成包括大量奇异现象的、十分激动人心的动力学课题。本章专为其中某些现象 
做出定性描述。正如以后将会见到的，人们很快就将遇到难以详细做出定量分析的一些 
相当复杂的情况。但不要紧，这一章的主要目的首先在于使你熟悉所涉及的现象，我们 
在以后才做详细分析。 

从我们所学过的知识可以容易理解磁感应现象的一个特性，尽管在法拉第时代还没 
有被人知道。它来自作用于运动电荷的 vXB 这种力，而该力正比于电荷在磁场中的速 
度。假设有一根导线在一块磁铁附近经过，如图 16-2 所示，并将这根导线的两端连接至 
一电流计。如果移动导线使其通过磁铁的一端，电流计的指针就会摆动。 



图 16-2 —根导线在磁场中运动会产生电流，并由电流计显示出来 

磁铁产生了某个竖向磁场，而当我们将导线推过该磁场时，导线里的电子便会感受到一 
个侧_—既垂直于场也垂直于运动。该力沿着导线推动电子。但为什么会使电流计摆 
动呢，它与那个力相距有那么远？这是由于当那些感受到磁力的电子试图运动时，它们一 
通过电的排斥一沿导线推稍远的电子，这些被推的电子又依次推斥更远一些的电子，以此 
类推，在一个长距离上的电子也受到推斥，简直令人吃惊。 

最早制成电流计的高斯和韦伯感到如此惊异，以致试图弄清楚这些力在导线中会传到 
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多远。他们把导线跨越整个市区。 在一端 ，高斯先生将导线接至电池组（电池在发电机之前 
就为人们所熟悉），而韦伯先生则在另一端观察电流计的摆动。于是他们有了一种在长距离 
上通讯的办法——这就是电报的起源！当然，这并非直接与感应有关,它只是使导线载流必 
须用的方法，不管电流是不是由感应推动的。 

现在假设在图 16-2 的装备中，我们让导线静止不动而令磁铁运动。这样，仍然会看到 
在电流计上的效应。正如法拉第所发现的那样,把磁铁在导线下面朝某一方向移动与将导 
线在磁铁上面朝反向移动，具有相同的效应。但当磁铁被移动时，就不再有作用于导线内部 
电子上的任何 vXB 力了。这是法拉第找到的一个新效应。今天，我们也许希望从相对论性 
的论证中来理解它。 

我们已经了解到一块磁铁的磁场是来自它的内部电流。所以如果不用图 16-2 上的那 
块磁铁，而是用一个载有电流的线圈，我们预料也会观察到相同的效应。如果使导线运动并 
经过线圈，则将有电流流经该电流计，或如果让线圈运动并经过导线，情形也是如此。但现 
在有一个更动人的事态发生 了：若 我们不是通过运动而是通过改变其中的电流变更线圈的 
磁场，那么在电流计中又再度会发生效应。例如，设有一导线回路放在一线圈附近，如图 
16-3 所示，此时若保持回路与线圈两者都不动，而断开线圈中的电流,就会有一电流脉冲通 
过电流计。当我们再对线圈通上电流时，电流计则将向相反的方向摆动。 

每当在诸如图 16-2 或图 16-3 所示悄况 
中电流计有电流通过时，导线里的电子总会 
受到沿着导线某一方向的一个净 推力。 在不 
同位 S 可能有不同方向的推力，但在某一方 
向的推力比其他方向的大。这推力绕整个电 
路的累积是什么，这个净的累积起来的推力 
叫作该电路的电动势 （《 nf )。 更准确地说， 

电动势被定义为导线中单位电荷所受的沿线 
切向力对整个电路环绕一周的路程所作的积 
分。法拉第的整个发现在于可以由三种不同 
方法在导线中产生电动势 :通过 使导线运动， 

通过使磁铁在导线附近运动，或通过改变邻 
近导线中的电流。 

让我们再考虑图 16-1 的那部简单机器， 

只是现在不再输人电流通过导线使之转动’ B 16 . 3 誠獅-个教 流线® 或将其中的电流变 

而是由一外力，比如是用手或水轮机使该回 化，这个线圈会在第二个线圈中产生电流 

路旋转。当线圈转动时，它的导线在磁场中 

运动，而我们便将在该线圈电路中发现电 动势。 电动机变成了发电机。 

发电机的线圈由于运动就有感生电动势。这电动势大小由法拉第所发现的一个简单法 
则给出（目前仅陈述这一法则，等待以后再详细分析）。法则是这 样的： 当穿过回路的磁通量 
(这通量就是 B 的法向分量对整个回路所包围面积的积分）随时间变化时，电动势等于这通 
量的变化率。我们称这一法则为“通量法则”。你看到当图 16-1 中的线圈转动时，穿过它的 
通量改变了。开始时有某一通量朝一个方向穿过，然后当线圈转过了 180°时相同的通董朝 
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另一个方向穿过。如果继续转动线圈，该通量首先是正，然后是负，再又是正，如此等等。通 
量的变化率必然也是正负交替地改变的。因而在该线圈中就有一个交变电动势。如果将这 
线圈的两端通过某种滑动接触——称为汇电环——(只有这样导线才可不至于扭绕起来）与 
外面导线连接，则我们具有了一部交流发电机。 

或者，也可以这样 安排: 通过某些滑动接触，使在每转动半圈之后线圈端点与外导线之 
间的连接便反转过来，因而当电动势反转时，连接方式也反转了。因而电动势的脉冲始终在 
同一方向推动电流通过外电路。这样,我们就有一部所谓的直流发电机。 

图 16-1 上的那部机器既是电动机也是发电机。利用两部结构全同的永磁式直流“电动 
机”，在它们的线圈间用两根铜线相连，则关于电动机与发电机之间的互易性就可以漂亮地 
显示出来。当其中一个线圈的轴做机械旋转时，它便成为一部发电机而推动另一部作为电 
动机。如果将第二部的轴旋转，则它变成发电机而把第一部当成电动机驱动。因此,这里是 
自然界中新型等效性的一个有趣 例子： 电动机与发电机彼此等效。事实上，这种定量的等效 
性并非完全出于偶然，它是与能虽守恒律密切相关的。 

能够用来既产生电动势又响应电动势的装1的另一种例子，是一部标准电话机的接收 
器——即“听筒”。贝尔原来的电话机由用两根长导线连接起来的这样两个听筒构成，其基 
本原理如图 16-4 所示。一块永磁铁在由软铁制成的两块“轭铁”以及在一薄铁膜片中产生 
了磁场，该膜片则由声压引起运动。当这膜片运动时，改变了轭铁中的磁场大小。因此，当 
声波撞击膜片时，在环绕其中一块轭铁的线圈中所穿过的磁通设就改变了。因而在该线圈 
中就有电动势。如果线圈的两端与一电路相连接，则一种以电的方式表达声音的电流就会 
建立起来。 

如果图 16-4 的线圈两端用两根导线连接至另 
一个完全相同的装 H , 则那变 化着的 电流将在第二 
个线圈中流动。这些电流将产生一个变化着的磁 
场，并将对该铁的膜片造成一个变化的吸引作用。 
这膜片将上下振动而造成声波，这些声波大体上 
与原来使膜片振动起来的那些声波相似。这就 
是说，利用几块铜和铁就能使人们的声音在导线 
上传递！ 

(现代的家用电话所用的受话器与上面所描述 
的相似，而其送话器改进了，它利用了一种新发明以 
获得较强大的功率。那就是“炭粒传声器”,它利用声压以改变来自电池组的电流。） 

§16-2 变压器与电感 

法拉第发现的最重要的特征之一，不是在一运动线圈中存在电动势一那是可以用磁力 
qvXB 来理解的——而是在一个线圈中变化的电流会在另一个线圈中产生电动势。而十分令 
人惊奇的是,在第二个线圈中所感生的电动势其大小也由同样的“通量法则”给出 ：电动 势等于 
穿过线圈的磁通量的变化率。假设我们有两个线圈，各绕在彼此分开的一捆铁片上（这些铁 
片起着使磁场增强的作用），如图 16-5 所示。现在把其中一个线圈 a 连接到一交流发电机 



条形永磁铁 

图 16-4 电话的送,受话器 
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上。那不断变化的电流产生一个不断变化的磁场。这变 
化的磁场就在第二个线圈6中产生一个交变电动势。这一 
电动势能够,例如，产生足够大的能量使一个灯泡发亮。 

线圈6中的电动势的频率当然与原来发电机的频率 
相同。但线圈6中的电流则可能大于或小于线圈 a 中的电 
流。线圈6中的电流取决于其中的感应电动势以及线路 
中其余部分的电阻和电感。这电动势可能比发电机的小， 

例如,若通量的变化较少。要不然，线圈6中的电动势可以 
通过增加围绕其的线圈匝数而比发电机中的大许多，因为 
在一给定磁场中此时穿过线圈的通量增加了（或者，若你 
喜欢用另一种方式来看它，则由于每一匝的电动势彼此相 
同，而总电动势等于分开的各匝的电动势之和，所以如有 
许多匝串联起来就会产生一个较大的电动 势)。 

两个线圈的这种组合——通常用配罝的铁片来引导 
磁场一称为 变压器 。它能把一个电动势(也叫“电压”)“变 
换成另一个电^7 

在单个线圈中也会有感应效应发生。例如在图 16-5 
的那种装 S 中，有一个变化的磁通量不但穿过线圈6以使灯泡发亮，而且也穿过线圈 a 。 在 
线圈 a 中变化荇的电流会在它自己内部产生一个变化*的磁场，因而这个场 的通嫌 也就不 
断变化，结果在线圈 a 中有一个自嗥电动势。当任何电流正在建立磁场时一或更普遍地 
说，当它的场以任何方式变化时一便有一个电动势作用于该电流上。这个效应称为自感。 

当我们在上面给出 “通® 法则”、即电动势等于磁通匝连数的变化率时，还未确定电动势 
的方向。有一个简单法则，叫楞次法则，就是为了判断电动势指 向的： 电动势企图反坑任何 
磁通变化。也就是说.感生电动势的方向总是这样 ：如果 电流沿该电动势的方向流动，则它 
总会产生一个 B 通该通置抗拒产生该电动势的 B 发生变化。楞次法则可以用来找出图 

16-3* 中那部发电机的电动势方向，或图 
中变压器绕组内电动势的方向。 

特别是，如果在单一线圈（或任何导 
线）中存在变化的电流，则在该电路中就会 
有“反”电动势。在图 16-5 的线圈 a 中，这 
个反电动势作用于流动的电荷上以反抗磁 
场的变化，从而也处在反抗电流改变的方 
向。它力图保持电流恒定不变，当电流增 
加时它与电流反向，当电流减少时则与电 
流同向。在自感中的电流具有“惯性”，因 
为该感应效应力图保持电流恒定，正如机 
械惯性力图保持物体的速度恒定一样。 



图 16-6 电磁铁的电路连接法。灯泡允许在开关 
打开时仍然有电流通过，这是为了避免出现过高的 
电动势 



两个线圈.能让一部发电机在没有 
S 接连接的情况下使一个灯泡发亮 


• 原书中为图 16-1, 拟有误。译者 
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任何大型电磁铁中都会有大的自感。假设一个电池组连 接于一 个大型电磁铁的线圈 
上，如图 16-6 所示，则一个强磁场就被建立起来了（电流达到了一个由电池组电压和线圈中 
导线电阻所确定的稳恒值）。但现在假定我们试图通过打开开关而切断电池组。要是真的 
断开电路，电流就会迅速趋于零，而在这样做时会产生一个巨大电动势。在大多数情况下， 
这一电动势会大到足以在开关的断路接点间发展成一个跨越接点的电弧。这样出现的高电 
压也许会损害线圈中的绝缘一甚至会把你击伤，如果你正是打开开关的那个人！由于这 
些原因，电磁铁往往被接成像图 16-6 所示的那种电路。当开关打开时，电流并不做迅速变 
化，而是保持稳定，这是由于受线圈中的自感电动势所驱使的电流正在流经灯泡。 


§16-3 作用于感生电流上的力 

你也许曾经见过利用如图 16-7 所示的那种装罝来戏剧性地演示楞次法则。这是一个 
电磁铁，非常像图 16-5 中的线圈 a ,— 个铝质圆环放在电磁铁的顶端。当闭合开关使线圈 
连接至一交流发电机时，这个环就飞向空中。当然，力来自环中的感生电流。环会飞开这一 
亊实表明，环里的电流反抗穿过其中的磁场的变化。当电磁铁正在其顶端形成北极时，在环 
里的感生电流正在形成一个朝下的北极。.环与线圈犹如两块同极磁铁那样互相排斥，但如 
果在环里制造一个狭窄的径向裂缝，力就会消失，这表明力确实来自环中的电流。 

如果不采用圆环而改用一个铝盘或铜 
盘横放在图 16-7 中磁铁上端，它也被推开； 
感生电流在盘的材料里形成环流，再度产生 
了排斥作用。 

其根源与此相类似的一个重要的效应发 
生在一片理想的导体中。要知道，理想导体 
无论对于什么电流都不会有电阻，所以如果 
电流一旦在其中产生，它们就能够永远保持 
下去。事实上 ，一 个最微小的电动势都会产 
MvT 生一个任意大的电流——这实际上意味着完 

全可以没有电动势。任何要把磁通置送进这 
样一片理想导体里的尝试都产生引起相反 B 
场的电流一所有这一切都由于无限小的电 
围 16-7 —个导电环会被一块通有变化电流的 动势，因而没有磁通量进入理想导体中。 

电磁铁强烈推开 如果有一片理想导体并把一块电磁铁 

放在其附近，则当我们接通电磁铁的电流 
时，被叫作涡流的那种电流会出现在该片导体里，使得磁场不能进入其中。场线看来会像图 
16-8 所示。当然,如果把一条形磁铁移近一理想导体，这同样的情况也会发生。由于涡流 
正在产生相反的磁场，磁铁就受到导体的排斥。这样就有可能让一条形磁铁悬浮在形状有 
点像个盘子那样的理想导体片之上，情形如图 16-9 所示。这磁铁受到理想导体里感生涡流 
的排斥而被悬浮于空中。在通常温度下不存在理想导体，但某些材料在足够低的温度下会 
变成理想导体。例如，在 3.8 K 以下的锡，导电就十分完美。它被称为超导体。 
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如果图 16-8 中的那块导体不是很理想的导体， 
则对于涡流的流动会有一些阻力。电流将逐渐消失 
而磁铁便将慢慢落下。在一非理想导体中，涡流需要 
电动势来维持，而要有电动势，通置必须保持不断变 
化。这样，磁通 fit 就会逐渐透入导体中去。 

在正常导体中，来自涡流的不仅有推斥力，而且 
也可能有侧向力。例如，若把一块磁铁沿导体表面向 

旁边移动, 



围 16-9 由于受到涡流排斥，一根条形 
磁铁会思浮在一个超导体碗上面 



则涡流将产生一个阻力，因为这些感生电流正在 
反抗通 M 配罝的变化。这种力的大小与速度成 
正比，像一种黏性力。 

这些效应在图 16-10 所示的仪器中得到令 
人满意的表现。一块方形铜片悬挂在一根棒的 
下端而构成一个摆。这铜片在一电磁铁的两极 
间来回摆动。当电磁铁的电流接通时，摆动突然 
被抑制。这块金属板当进入电磁铁的缝隙中时， 
板里就有感生电流,它起着抗拒通过该板磁通量 
变化的作用。假若该板是理想导体，即其中电流 
会大到足以将板重新推出去一即它会反弹回 
去。若采用的是一块铜板，由于板里有一些电 
阻，因而当它开始进入磁场中时，板中的电流将 
先把该板阻止到几乎停止运动的地步。然后，当 
电流降低时，板就会在磁场中缓慢地降到静止。 

铜摆中涡流的性质如图 16-11 所示。这种 


图 16-10 摆的制动表明有起因于涡流的力 电流的强度及几何图形对板的形状很敏感。例 
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如，若像图 16-12 所示，用一块中间割成几条狭槽的铜板来代替原来的铜板，则涡流效应会剧 
烈地减弱。摆通过磁场摆动，仅有一微小的阻尼力。原因是 :在铜 板的每个截面内激励电流的 
磁通置减少了，因而使每个回路电阻的作用增大。电流变小而阻力也就小了。如果把一块铜 
板放在图 16-10 的磁铁两极间然后释放，则力的黏滞特性还会看得更加清楚。铜板不会掉落 
下来，只是缓慢地下沉。涡流对该运动会施加一个强大阻力一就像蜂蜜中的黏性阻力一样。 



围 16-11 铜摆中的涡流 



圈 16-12 在铜板中割出一些狭梢.涡流效应会剧烈下降 


如果不是将一块导体拉着经过磁铁，而是在磁场中尝试转动导体,则将有来自同样效应 
的抵抗力矩。反之，若在导电板或导电环附近旋转一块磁铁，则板或环将被拖着在一起旋 
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转，板或环里的电流将产生一个倾向于使其跟随磁铁旋转的力矩。 

—个恰好像那转动磁铁的磁场可以用如图 16-13 所示的那种排列的线圈来完成。我 
们取一个铁环（也就是一个像炸面圈那样的铁环）并绕上六个线圈。如果如图 （ a ) 所示使 
(1>和 （4) 两绕组通有电流，就会有一个如图所示方向的磁场。现在若把电流转移到 （2) 
和 （5) 两绕组上，则磁场将指向图 （ b ) 所示的新方向。继续这个步骤，便会得到图上其他 
部分所示的磁场顺序。倘若这一过程顺利地进行，就会有一“旋转”磁场了。把各线圈连 
接至一套三相电源线上就能轻易地获得所需的电流顺序，因为三相电源线正好提供这种 
电流。“三相电源”是利用图 16-1 的原理在一部发电机 
中形成的，只是有三个回路以对称的方式一起固定在同 
—根轴上——也1^5^,—个回鉍与邻近的一个回路之间 
要相隔120°。当各回路作为整体旋转时，先是在一个线圈 
中的电动势为极大，然后在下一个线圈中达到极大，以此 
类推。三相电源有许多实际优点，其中之一就是可能造成 
一个旋转磁场。由这种旋转磁场在导体中所产生的力矩 
可轻易地由刚好在铁环上面的绝缘台上一个竖立的金诚 
环来演示，如图 16-14 所示。这旋转磁场会引起该导电环 
绕着一根垂直轴线旋转。在这里春到其基本原理与在一 
部大型商用三相感应电动机中实际上起作用的原理完全相同。 

感应电动机的另一种形式如图 16-15 所示。这里所示的配 a 对一部实用的高效率电动 
机虽不适用，但能说明原理。电磁铁 M 由一捆多层铁片和在其外面绕 苒的螺 线管式线圈构 
成，用一部发电机的交变电流来提供动力。这电磁铁会产生一个穿过该铝盘的变化#的 B 
通 M 。 但如果我们仅仅有这两个部件，如图 （ a ) 中所示的，则还不能构成一部电动机。盘中 
虽然有了涡流，但它们是对称的.因而不会产生任何力矩（由于这些感生电流，盘里多少总会 
发生一些热）。现在若用一个铝板刚好遮盖磁极的一半，如图 （ b > 所示，则盘便将开始转动， 
而我们便有 一部电 动机。这种运转有赖于涡流效应。首先，在铝板中的涡流抗拒着穿 
过它的通量变化，因而在这块板上面的磁场就总会落后于不受遮盖的一半磁极在上面产生 
的磁场。这种所谓“屏蔽磁极”效应在那“被屏蔽”区中会产生一个其变化非常像在“非屏蔽” 
区中的磁场,只不过在时间上被延迟了一个恒定的值。整个效应就像只有一半宽的一块磁 



场可用来对一个导电环提供力矩 




围 16-15 磁极屏蔽式感应电动机的一个简单例子 
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铁不断从非屏蔽区移至屏蔽区。于是，这些正在变化着的磁场就会与铝盘中的涡流互相作 
用而产生一个作用于铝盘上的力矩。 


§ 16-4 电工技术 

当法拉第最初将其著名的发现一即关于变化着的磁通量会产生电动势——公诸于世 
时，他曾被人质问（像任何人在发现自然界的新事物时被人质问一样） ：“ 这有什么用处呢?” 
其实他所发现的不过是当他在一块磁铁近旁移动一根导线时就会有一小电流产生的奇事。 
这有什么被“利用”的可能呢？他的回答 是:“ 一个新生的婴儿有什么用处呢？” 

然而想一想他的发现已经导致多么巨大的实际应用。我们上面所描述的不只是一些玩 
具，但是选择的这些例子在大多数情况下是为了说明某种实用机器的原理的一些例子。例 
如,在一旋转磁场中的转动环就是一部感应电动机。当然，它与实际的感应电动机之间存在 
某些区别。那个环只有很小的力矩，你用手就可以止住它。对于一部优良电动机，结构就必 
须安排得更加 紧凑： 不能让那么多的磁场"浪费”在外面空气中。首先，利用铁芯以集中磁 
场。我们还未讨论过铁芯如何会完成这一使命，但铁芯的确能使磁场比单靠铜线圈时强几 
万倍。其次，铁片与铁片间的缝隙被缩小了，为此，有些铁片甚至被嵌入该旋转环之中。毎 
一件东西都被安排得能够获得最大的力和最高效率，也就是说,把电功率转变成机械功率， 
—直到该“环"不再能够用手去阻止它转动并使其停下来。 

封闭缝隙以及使事情按最实用的方式进行，这些问题厲于工程技术。这需要对设计做 
认真的研究,尽管从获得力来说并不存在任何新的基本原理。但要从基本原理过渡到一种 
实用而又经济的设计却仍然有一段漫长的道路 要走。 然而，正是这种细致的工程技术设计 
才使得像博尔德 ( Boulder ) 水坝《那类庞然大物及其所有附厲的东西成为可能。 

博尔德水坝是什么？一条大河给一座混凝土的墙壁挡住了。但究竟是怎样的墙壁呢？ 
它是按一条经过十分仔细计算过的理想曲线来建造的，使用了最 少量的 混凝土，便能挡住整 
条河流。它的底部得到了加厚，它的奇妙形状为艺术家们所喜欢，而工程师们对它则能够理 
解，因为他们慊得这样的加厚与压力随水的深度而增加有关。但我们却已离开了电学。 

然后，河水被导入一条巨大的管道。这件东西本身就已经是工程上绝妙的一项成就。 

管道把水提供给水轮-座巨大涡轮机一而使水轮旋转（另一项工程业绩）。但为什么 

要转动水轮呢？它们同一大堆精巧而复杂的、又相互交织纠缠在一起的铜和铁耦合起来，其 

中包括两部分-部分在转动而另一部分不动。几种材料的复杂混合物，其中绝大多数 

是铁和铜，但也有供绝缘用的一些纸片和虫胶。一件会旋转的巨大怪物，也就是一部发电 
机。在这一大堆铜和铁之外还有铜制的几个特殊配件。水坝、轮机、铁和铜,所有这些都配 

置在那里以使某一特殊事物终于发生在几根铜杆之间-个电动势。然后，这些铜杆伸 

出去并在一变压器的另一铁块上绕了几圈，于是它们的任务完成了。 

可是环绕那同一铁块的却还有另外的铜缆，看上去它与来自发电机的那几根铜杆毫无 
直接联系。铜杆由于在磁场附近经过而正受影响——因而获得了电动势。变压器把对发电 


• 博尔德水坝位于美国西南部科罗拉多河上，坝长 360 m , 深222 tn , 蓄水量 3.95 X 10 111 。一 译 

者注 
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机的有效设计所需的那种相对低的电压转变成十分高的电压，这对于电能跨越长电缆而做 
有效传输是再好不过的了。 

每一件东西都必须效率非常高——不能有任何浪费或损失。为什么？ 一个都市的动力 
全部经由此通过。要是有一小部分损失了——比方说百分之一二——想一想留给后面的能 
量！要是有百分之一的能量留在变压器里，这些能量就必须设法取出来，否则，若它表现为 
热，就会马上将全部机件都熔掉。当然，采取下述做法也有点降低效率，然而这是必需的。 
那就是要有几部液泵，使某种油循环流过散热器中以保证变压器不致过热。 

从博尔德水坝出来的是几十根铜棒——也许有手腕那样粗的长长的铜棒伸向四面八 
方，越过数百英里。这些小铜棒把一条大河的动力都载上了。然后这些棒又分叉成更多的 
棒，再又接至更多的变压器，有时则接至能产生其他形式电流的巨大发电机，有时接至为了 
庞大工业目标而运转着的机器，接至更多的变压器，然后又再行分叉和散开，直到最后该河 
流就遍布了整个城市——驱动着电动机、发热、发光以及使许多小机器运转。从600 mile 外 
的冷水变成炽热灯光这样一种奇迹一全都由一些特殊布 S 的铜、铁块完成。轧钢用的大 
型电动机或牙科医生用来钻牙齿的微小电动机,千万个小轮子都随着博尔德水坝那边巨轮 
的运转而转动。如果停止该巨轮的转动,所有一切小轮就都会 停止； 电灯也会熄灭。它们确 
实是互相联系着的。 

此外，还有更多的东西。获取河流的庞大动力，和把这些动力散布于各地农村，直到几 
滴水流便足以驱动牙科医生用的牙钻，都是相同的一些现象，它们也一再出现在一些非常精 
密仪器的建造上，对于异常微小电流的探测，对于口语、音乐和图像的传递，对于计算机，对 
于惊人准确的自动化机器。 

所有这一切之所以成为可能就是由于对铜和铁的梢心设计安排——有效地产生出来 
的磁场，具有6 ft 直径的铁块当旋转时其缝隙才有1/16 in 宽，为了获得敁高效率而对 
铜选 取的® 仔细比例，所有一切的古怪形状，都像该水坝的曲线那样，为的是达到同一 
个目标。 

如果未来的某一位考古学家发现博尔德水坝，那么我们可能推测他将对那些曲线的优 
美加以赞叹。但出自未来某一伟大文明时代的探险者也将 望若该 发电机和变压 器说: “注意 
每一块铁片都各有其美妙的有效形状。想想渗透到每块铜片里面去的思想吧!” 

这就是工程的威力以及电工技术的精心设计。在发电机中已创造出一种在自然界其他 
地方都不存在的东西，果然不错，在其他地方存在感应的力，在太阳和星球周围的某些地方 
肯定也会有电磁感应。例如地球磁场或许（虽然还不确定)也是由对地球内部的环行电流产 
生影响的一种类似发电机的东西维持着。但什么地方都没有这样的部件，它们与运动的部 
分一起构成一个整体——用很高的效率和规则性——像发电机那样产生电能。 

你可能会想，设计发电机不再是一门有趣科目，而是一门呆板的科目了，因为各种发电 
机都已被设计出来了，几乎完美的发电机或电动机都可从货架上取下来。即使这是真的，但 
我们可以对这个问题接近圆满解决的惊人成就表示钦佩。何况还保留着许多没有解决的问 
题，甚至发电机和变压器正再度成为问题。整个低温和超导体技术领域都有可能很快就被 
用于电力分配课题上。由于在这一课题中已经出现了一个根本上崭新的因素，所以新的最 
佳设计就非得创造出来 不可。 未来的动力网可能与今天的仅有很少类似之处。 

在学习感应定律时你可以看到有数不清的应用和问题可以供我们研究。关于电机设计 
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的研究本身就是一项终身的工作。虽然我们不能在这方面走得太远，但应该意识到这个事 
实，即当人们发现了电磁感应规律之后，便突然把理论和大量的实际发展联系了起来。然而 
我们总必须把这一科目留给那些对算出特殊应用细节感兴趣的工程师和应用科学家们。物 
理学只是提供基础一无论哪一种应用的基本原理(我们还未完成这种基础，因为还得详细 
考虑铁和铜的性质。稍后一些我们将会见到，物理学对于这些都会有所论述）。 

现代电工技术是由于法拉第的发现而开始的。那个毫无用处的初生婴儿竟会培养成一 
位非凡的天才，以一种连他那自豪的父亲都从来没有想象到的方式把地球的面貌改变了。 



第 17 章感应定律 


§17-1 感应的物理过程 


在上一章中我们曾描述过许多现象，它们表明电感效应既很复杂又很有趣。现在我们 
要讨论控制这些效应的基本原理。我们已经把导电电路中的电动势定义为作用在电荷上的 
力对该回路全长的总累积。更具体地说，它是作用于单位电荷上力的切向分量，沿该电路一 
周的线积分。因此,在数量上就等于环绕电路一周对单位电荷所作的总功。 


我们也已给出这样的“通 ft 法则”，它 讲： 电动势等于穿过这样一个导电电路的磁通 ft 的 
变化率。让我们来看看能否理解其中的原因。首先，我们将考虑由于电路在恒定磁场中移 


动而导致通设变化的情况。 

在图 17-1 中，我们表示一个面积可以改变的简单 
导线回路。这回路有两部分,固定的 U 形部分 ( a ) 和一 
根可以在该 U 的两腿上滑动的横杆 ( b >。 它始终是一 
个完整电路，不过其面积是在变化的。假设现在把该 
回路 S 于一匀强磁场中，使 U 形平面垂直于磁场。按 
照通 S 法则，当横杆移动时在回路中就该产生一个电 
动势，它与穿过回路通《的变化率成正比。这电动势 
将在回路中引起电流。我们将假定导线中的电阻相当 
大以致电流很小，于是便可以略去来自这个电流的任何 



8 B 17-1 如采 通敏是 由于改变电路 
面积而改变的，则在该回路中会感生 
—电动势 


磁场。 

穿过该回路的磁通量为因而对于电动势一我们将把它写成 S —“ 通馕法 


则”给出 


^ = wB 




= wBv , 


式中 v 是该横杆的移动速率。 

现在应该能够从作用于移动杆里电荷上的磁力》 X B 来理解这一结果。这些电荷会感 
受到 一个力 ，该力与导线相切，每单位电荷所受的力等于 dB 。 在沿横杆的长度 w 上这力恒 
定，而在别处则都是零，因此力沿整个电路的积分为 


^ = wvB , 


这与上面从通量的变化率所获得的结果 相同。 

刚才所给出的论证可以推广至导线在固定磁场中移动的任何情况。在一般情况，人们 
能够 证明: 对于任何电路，当其部分在固定磁场中移动时，产生的电动势等于通量对时间的 
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微商，而与该电路的形状无关。 

反之,若回路固定不动而改变磁场，情况将会怎样呢？我们不能根据同一论证来导出对 
这一问题的解答。那是法拉第在实验上的发现，即不管通量怎样变化，该“通量法则”总是正 
确的。作用于电荷上的力，普遍地说，是由 F = 9 (E + vXB) 给出的，并没有任何新的特殊 
的、“由于变化磁场而产生的力”。任何作用于固定导线中的静止电荷上的力都是来自£的 
项。法拉第的观察导致发现电场和磁场是由一个新的规律联系起来的 ：在一 个其中磁场正 
在随时间变化的区域里，电场被产生了。正是这一电场驱使着电子围绕该导线移动——因 
而当有变化磁通量时在一固定电路中引起电动势。 

对于与变化磁场有关的电场，其普遍的定律为 

VXE =-| j . (17.1) 


我们将这称之为法拉第定律^它是由法拉第发现的.但首先是麦克斯韦将其写成一微分形 
式并作为他方程组中的一个方程。让我们看一看这方程怎样给出电路中的“通量法则”。 
利用斯托克斯定理，这一定律可以写成积分 形式： 


^ E • ds = J (V X E ) • nda = — J • nda , 


(17.2) 


式中 r 通常指任意闭合曲线，而 s 则是由它所包围的任何曲面。这里应该记住, r 是一条固 
定于空间中的^曲线，而 s 则是一个固定曲面。于是该时间微商就可以移至积分符号的 
外面，因而我们有 


丰, '£ • ds =— 去 • "da =—去(穿过 S 的通置>. 


(17.3) 


把这个关系式应用到沿一个固定的导电电路而行的曲线 r , 我们便再度获得“通 ft 法则"。 
左边的积分为电动势，而右边积分则是由该电路包围着的通置的负变化率。所以式 （17. 1) 
应用在一个固定电路上时，就相当于“通》法则”。 

因此,“通置法则”——电路中的电动势等于穿过该电路磁通量的变化率一无论由磁 
场变化还是由电路运动（或两者兼有)所引起的通量变化都适用。在该法则的表述中这两种 
可能性——“电路移动”或“磁场变化"——不能加以区别。然而在我们对该法则的解释中， 
则对于这两种情况已用了两条完全不同的定律一在“电路移动”中用 vXB , 而在“磁场改 
变”中则用 VXE 

我们知道，在物理学的其他领域里还没有一个这么简单而又准确的普遍原理，为了真正 
理解它需要依据两种不同现象的分析。通常，这么一个优异的普遍性总是发源于一个单一 
而又深刻的基本原理。然而，在我们这种情况下一点没有任何这样的深刻的含意。因此，我 
们得把这个“法则”理解为两种完全独立现象的组合效应。 

我们必须按照下述方式来看待“通量法则”。 一 般地说，对单位电荷的作用力为= 
E + vXB 。 在移动导线时，有一个来自第二项的力。并且，如果某处有变化着的磁场，则该 
处也有一个 E 场。它们是两个独立效应，但环绕该导线回路的电动势则始终等于穿过其中 
的磁通量的变化率。 
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§17-2 “通量法则”的一些例外 

现在我们将举一些例子，其中部分起源于法拉第。这些例子表明，清楚地记住导致感生 
电动势的两种效应之间的差别是十分重要的。下述例子将包括“通量法则”不能够应用的一 
些情况一或者由于根本没有导线，或者由于感生电流所取的路径在一导体的扩展体积内 
运动。 

作为开始，我们指出如下一个要点 ：来自 E 场的那部分电动势并不依赖于实体导线（如 
v X B 那部分所要有的实体导线那样）的存在。£场可以存在在自由空间中，而它环绕任一 
固定在空间中的想象曲线的积分就等于穿过该曲线的 B 通量的变化率（注意，这与由静止 
电荷所产生的 E 场完全不同，因为在那种情况下£绕一闭合回路的线积分永远为零）。 

现在我们将描述一种情况，其中穿过电路的通量没有改变，但仍然存在电动势。图 
17-2 表示一个可以在磁场存在的情况下绕一固定轴旋转的导电盘，其一个接触点装在轴 
上，而另一个接触点则与该盘的外缘相擦，通过电流计使该电路闭合。当盘旋转时，该电 
路一意思就是在空间中有电流经过的那些地方一总是一样。但在盘中的那部分“电 
路”是在运动着的材料里。尽管穿过该“电路”的磁通量固定不变，但仍然有一电动势，可 
以由电流计的偏转观察到。很清楚，这里的情况就是转动盘中的 vXB 力产生了电动势， 
但它却不能被等同于 通量的 变化。 



电嫌计 

图 17-2 当金厲盘旋转时，有一个来自 》 XB 的电动势， 围 17-3 当两板在一匀强磁场中辗转而过 

但在被包围的通*中却没有什么变化 时，可以有巨大的磁通1链变化，但却没有 

电动势产生 

现在作为一个相反例子，我们将考虑一种稍微有点异常的情况，即在其中穿过“电路” 
(又是指在有电流通过的那些地方）的磁通量发生了变化，但却哚有什么电 动势。 设想两块 
边缘稍微弯曲的金属板，如图 17-3 所示，这两块板被放在与其垂直的匀强磁场中。每 
一块板连接到电流计的一端，如图所示。两板在 P 点相接触，因而构成了一个闭合电路。 
如果现在两板辗转过一个小小角度，接触点将转移至 P '。 如果设想该“电路”沿图中所示的 
那条虚线经两板而形成，则当两板往复辗转时，穿过这一电路的磁通量变化就很大。然而这 
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种转动却可由微小运动来完成，以致 vXB 很小，实际上不存在电动势。“通置法则”在此不 
适用，它必须应用于其中电路材料保持相同的那些电路。当电路的材料正在变化时,就必须 
回到基本定律中去。 g 确的物理意义总是由这两个基本定律 

F = q(E+vXB), 


给出的。 

§17-3 感生电场使粒子 加速； 电子感应加速器 


我们已说过，由变化磁场而产生的电动势即使在没有导体时也能存在，这就是说，没有 
导线也可以有电磁感应。我们仍然可以想象环绕空间中任意数学曲线的电动势，它被定义 
为 E 的切向分置绕该曲线的积分。法拉第定律讲，这个线积分等于穿过该闭合曲线磁通量 
的变化率的负值，即式 （17. 3)。 

作为这种感生电场效应的例子，我们现在要考虑在变化磁场中电子的运动。想象有这 
么一个磁场，在一个平面上处处都指向其垂直方向，如图 17-4 所示。磁场是由电磁铁产生 
的，但其细节我们将不予考虑。对于这一例子我们将设想磁场对某个轴是对称的，也就是 
说,磁场强度将仅取决于离轴的距离。这一磁场也是随时间变化的。现在设想有一个电子 
在这磁场中正沿以轴为中心、半径恒定的圆周运动《(我们稍迟将看到，如何才能安排这一 
种运动）。由于变化着的磁场，因此就会有一个与电子轨道相切的场 E , 这将驱动电子环绕 
蒋该圆周运动。又由于对称性的缘故，这电场在圆周上各处将有相同的值。若电子轨道具 
有半径 r , 则 E 环绕其轨道的线积分将等于穿过该圆周的磁通 M 的变化率的负值。 E 的线 
积分恰好就是它的大小乘以圆的周长 2« r 。 一般说来，这磁通 M 必须从一积分求得。这时， 
我们令代表该圆周内的平均磁场，于是通*为这平均磁场乘圆的面积，我们将有 


2nrE = 去 (B， n . nr 2 ). 

由于假定「为常数，所以 E 与一平均场的时间微商成 正比: 




側视图 


9 17-4 电子在 一个轴 对称的、正在增强的磁场中被加速 
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电子将感受到电力 ？ E 并将被加速。想起有关运动的相对论性的正确方程乃是动量的变化 
率正比于力，所以我们得 

^ = % 07.5) 

对于已假定的圆周轨道，电子所受的电力始终指向其运动方向，因而它的总动置将按式 
(17. 5) 所给出的时间变化率增加。合并式 （17. 5) 和 （17. 4), 我们就可将动量变化率与平均 
磁场的变化率互相联系 起来： 

^ = 2： dB 平均 ( 17 fi ) 

dt 2 dt - 

对<进 行积分，可得到电子的动置 

p = Po + f AB ¥ ^ , (17.7) 

式中/>。为电子开始时的动嫌，而则是接着发生的改变。 电子感应加速器 - 

种用来把电子加速至高能的机器一的运行就是以这一概念为基础的。 

为了详细看看电子感应加速器是怎样工作的，我们现在就必须探讨如何才能把电子约 
束在一个圆周上运动。我们曾在第 I 卷第11章中讨论过所涉及的原理。如果能够这样安 
排，使得在电子的轨道上有一磁场 B , 则将有一横向力 9 vXB , 对于一个适当选择的 B , 这个 
力就能够使电子保持在所预定的轨道上 运动。 在电子感应加速器中，正是这一横向力引起 
了电子在一固定半径的圆周轨道上运动。通过再度应用关于运动的相对论性方程（不过这 
回却是关于力的横向分 fi 的 h 我们便能找出在该轨道上的磁场强度应有多大。在这电子感 
应加速器中（见图 17-4), 由于 B 垂直于 V ,因而横向力为 9 U B 。 于是这个力就等于动量的横 
向分《 A 的变 化率： 

qvB = (17.8) 

当一粒子在圆罔上运动时，它的横向动量的变化率等于总动量的大小乘以转动角速度 CO (根 
据第1卷第11章中的论 证）： 

管=邮， (17.9) 

这里，由于是圆周运动，所以 

< o = y . (17.10) 

合并式(17.8)、 （17.9) 及 （17. 10) 得 

qvB ^ = Py , (17.11) 

式中 Bus 为半径 r 处的磁场。 

当电子感应加速器运行时，电子的动量会按照式 （17. 7>正比于而增长。而若电子 
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继续在其原来的圆周上运动，且当其动量增大时式 （17. 11>仍应继续维持正确，则的值 
就必须随动量/>成比例地增大。将式 (17. 11) 与确定的式 （17. 7) 做比较，我们看到，在半 
径为 r 的轨道担的平均磁场与在轨道上的磁场必须有如下 关系： 


= 2 AB ftia o (17.12) 

电子感应加速器的正确运行 要求: 在轨道内的平均磁场的增长率比轨道处磁场本身的增长 
率要大一倍。在这种情况下，当粒子能量被感生电场增加时，轨道处的磁场以维持该粒子在 
圆周上运动所需要的比例增长》 

电子感应加速器被用来加速电子,使其达到几千万乃至几亿电子伏的能量。然而，要把 
电子加速至远高于几亿电子伏的能量就变得不切合实际，这里有几个原因。原因之一是，要 
在该轨道内获得所需的高平均值磁场在实际上有困难。另一个原因则是，式 （17. 6) 在能量 
高的情况下已不再正确，因为它并没有把由于粒子电磁辐射（即在第1卷第34章中所称为 
同步加速器辐射的）而损失的能量包括在内。由于这些原因，要把电子加速至更高能量—— 
达到几十亿电子伏——就得采用另一种称为 同步加速器 的机器来完成。 

§ 17-4 一 个佯谬 

现在要向你们描述一个显而易见的佯谬。佯谬指的是这样一种情况，当用一种方 
法分析时得出一个答案，而用另一种方法分析时又得出另一个答案，因而对于实际上 
究竟会发生什么我们就会陷于某种困境。当然，在物理学中从未有过任何真正的佯 
谬，因为实际上只有一个正确答案，至少我们相信自然界只按照一种方式行动（不用 
说，那就是正确方 式〉。 因此，在物理学中佯谬只是我们本身理解上的一种混乱。下面 
是我们将要提出 的一个 佯谬。 

试想象构造一个如图 17-5 所示的装 H 。 一个薄而圆的塑料盘被支撑在一根装有优良 
轴承的同心轴上,从而能够十分自由地旋转。在该盘上，与转轴同心地放着一个短螺线管形 
状的线圈。通过这个线圈的恒定电流/由一个同样是装在盘上的小电池组供应。靠近盘的 

边缘绕圆周边等距离地分布着若干个金厲小球， 
它们相互之间以及与线圈之间均由制造该盘的塑 
料材料绝缘。这些小导体球，每一个都各带有等 
量的静电荷 Q 。 每件东西都完全固定，而盘则静 
止不动。假设现在由于某一偶发事件或由于预先 
的安排，线圈中的电流被中断了，然而却没有受到 
任何外界干扰。只要继续通电流，便有或多或少 
与盘的轴平行的磁通量穿过该线圈。当电流中断 
时，这通量一定会趋于零。因此，就必然会感生一 
电场，而这电场将以该轴为中心环绕成一些圆周。 
在盘的周边那些带电球体均将感到一个与圆盘边 
缘相切的电场。这个电力对于所有电荷来说都在 
与圆盘边缘相切的方向，因而将产生一个作用于 
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该盘上的净力矩。从上面的论证，我们预期当线圈中电流消失时，圆盘将开始转动。要是我 
们已知道盘的转动惯量、线圈中的电流以及小球上的电荷，那我们就能够算出所要的角速度。 

但我们也可轻易地做出不同的论证。利用角动量守恒原理，我们可以说，盘及其一切部 
件的角动量在开始时为零，因而这整套装置的角动量就应该保持等于零。当电流中断时不 
应有转动。究竟哪一种论证才是正确的呢？盘将转动还是不转动？我们将把这一问题留给 
你们去思考。 

必须提醒你们一点,正确的答案并不有赖于任何非本质的特征，诸如电池组的非对称位 
罝等等。事实上，你可以想象一种诸如下述的理想情 况：该 螺线管是由超导电线绕成的，里 
面通有 电流。 在该盘已经小心地被安罝于静止状态后，让螺线管的温度缓慢上升。当导线 
的温度达到介乎超导电性与正常导电性之间的转变温度时，螺线管里的电流便将因导线的 
电阻而趋向零。如前所述磁通 a 将降低至零，因而环绕着该轴心将产生一个电场。我们也 
应该提醒你，这个解答并不容易得到，但也不是一种诡计。当你把它想出来时，你已经发现 
了一个重要的电磁学原理。 


§ 17-5 交流发电机 

在本章的其余部分，我们将应用§ 17-1 中的原理来分析第16章中曾讨论过的若千现 
象。我们首先要对交流发电机更详细地加以审察。这种发电机基本上由一个在匀强磁场中 
转动的导电线圈构成。相同的结果也可用磁场 
中的固定线圈来获得，而磁场的方向按上 一« 所 
描述的方法旋转。我们将仅仅考虑前一种情况。 

假设有一个圆形线圈能够以它的一根直径为轴 
而旋转。让这个线圈安放在一个垂直于该转轴 
的匀强磁场之中，如图 17-6 所示。我们并且设 
想该线圈两端通过某种滑动触点被引至外电路。 

由于线圈转动，穿过它的磁通量便将发生改 
变。因此，在线圈的电路中就有一个电动势 。令 
S 为该线圈的面积*，而0为磁场与线圈平面法 
线之间的夹角。于是穿过线圈的磁通量就是 



: 

负荷 



U X 

B 

- 


r — 1 


圈 


'-6 —个导电线圈在匀强磁场中旋 

转——交流发电机的基本原理 


BScos 6 . (17.13) 

如果线圈以匀角速度 o •旋转，则0随时间变化为0 = 0^。 

线圈中每匝的电动势都等于该通量的变化率。若线圈有 N 匝，则总电动势就大 N 倍， 

所以 


S =— N ^(BScos u > t ) = NBScusin cot . 


(17.14) 


如果把来自发电机的导线引导至离转动线圈相当远的地方，那里的磁场为零，或至少磁 


* 现在由于字母 A 已被用于矢势了，我们建议用 S 来表示表面积。 
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场已不随时间变化，那么在这个区域里 E 的旋度将为零，因而我们可以定义一个电势。事 
实上,若没有电流从发电机中引出，则两根导线间的电势差 V 将等于该旋转线圈中的电动 
势。这就是说， 


V = BSwsin a)t = V 0 sin wt. 

两根导线间的电势差随 sino >/ 变化。这样变化的电势差称为交变电压。 

既然两根导线之间存在电场，那么它们就必然是带电的。显然，发电机的电动势已经 
把某些超额电荷推出至导线上，直到这些电荷产生的电场强大到足以抵消该感应力时为 
止。从发电机的外面看，两根导线表现出似乎像在静电场中那样，被充电至电势差 v , 而 
电荷又似乎是随时间变化的，因而给出一个交变电 势差。 与静电情况还有另一个不同。 
如果把发电机与一个容许电流通过的外电路连接，则我们将发现该电动势并不允许导线 
放电，而是当电流从导线引出来时继续对导线供应电荷，企图使两导线之间永远保持一 
个不变的电势差。事实上，若发电机与一总电阻为 R 的电路连接，则流经该电路的电流 
将与发电机的电动势成正比与 K 成反比。由于电动势具有正弦形式的时间变化，所以电 
流也是一样。即有一个交变 电流： 


e V。 . 

= _ = _ sina , r 


关 于这一 种电路的原理图如图 17-7 所示。 

我们也能看到，电动势确定了发电机供应能*的多 
少。导线中的每个电荷都以 F * v 的功率接受能揪，其中 F 
为作用于该电荷上的力，而 v 为电荷的速度。现在设单位 
长度导线中的运动电荷数目为〜则对导线的任意线元 ch 
所供应的功率为 

F • vnds. 

对于一条导线来说, v 总是沿着 d *, 所以这功率可以写成 
* 17 ' 7 包含—部交流发电机 nvF . d , 

和一个电阻的电路 

对整个电路提供的总功率等于这一表式环绕整个回路 



的 积分： 


功率= OnvF • ds. 


(17.15) 


现在应当记得,就是电流/,而电动势则被定义为 F / g 环绕该电路的积分。因此就得到 
这么一个 结果： 

发电机提供的功率=打. （17.16) 

当发电机的线圈中有电流通过时，也将会有机械力作用于其上。事实上我们知道，作用 
于线圈上的力矩与它的磁矩、磁场强度 B 以及它们间夹角的正弦成正比，磁矩等于线圈中 
的电流乘以线圈面积，因此该力矩为 

r = NISBsind. 


为维持线圈转动必须做机械功,其功率等于角速度⑴乘以 力矩: 


(17.17) 
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= cor = wN I SB sin d . (17.18) 

把上式和式 （17. I 4 )比较，可见为了转动线圈而抵抗磁力所需的机械功率恰好等于幻，即 
发电机的电动势所输送出来的电能的功率。在发电机中用掉的全部机械能表现为电路 
上的电能。 

作为由于感生电动势而产生的电流和力的另一个例子，让我们分析在§ 17-1 中曾描述 
过、如图 17-1 所示的设备中发生的事情。那里有两根平行导线和一根滑动横杆放置在一个 
垂直于该平行导线平面的磁场中。现在让我们假定该 U 形“底”部（图中的 左端） 是由高电 
阻导线制成，而那两根側线由像铜一样的良导体制成——于是我们就不必担心当横杆移动 
时电路的电阻会发生改变。和以前一样，电路的电动势为 

S = vBxv . (17. 19) 

电路中的电流与这个电动势成正比而与电路的电阻成 反比： 

卜 | =学. (17.20) 

由于这个电流，所以就会有作用于桷杆上的磁力.这力与杆的长度、杆中的电流以及磁 
场均成正比，即 

F = BIw . (17.21) 


由式 (17. 20) 取7,因而对于力便有 

f= -r~ v - 


(17.22) 


我们看到，力与横杆的速度成正比。正如你可以很容易就明白，这个力的方向与杆的移动速 
度相反。这种像黏力那样与“速度正比”的力，每当在磁场中移动导体而产生感生电流时总 
会出现。在上一章中我们所举的有关涡流的例子，也会产生作用在导体上、与导体速度成正 
比的力，尽管一般来说，这样的情况都会给出难以进行分析的复杂电流分布。 

在机械系统的设计中，要得到与速度成正比的阻尼力往往是方便的。涡流力提供一个 
获得这种与速度有关的力的最方便办法。应用这种力的一个例子就是普通的家用电表。在 
电表中有一个旋转于永磁铁两极间的薄铝盘。这个盘由一个小电动机驱动，其力矩与家庭 
电路中所消耗的功率成正比。鉴于在盘中的这个涡流力，便会有一个正比于速度的阻力，当 
平衡时该速度与电能消耗的速率成正比。利用一个连接于转盘上的计数器，就把它的转数 
记录下来了。这个数目就是总能量消耗、亦即所用去的瓦时数的指示。 

我们也可以指出，式 （17. 22) 表明来自感生电流的力——也就是任何涡旋电流的力—— 
均与电阻成反比。材料的导电性能越好，这力就越大。当然原因在于电阻低，电动势所产生 
的电流就更强，而较强的电流表示较大的机 械力。 

从那些公式我们也可以看出，机械能是如何转变成电能的。如前所述，对电路中电阻所 
提供的电能为积打。当移动导电横杆时对其所做的功率，为杆受到的作用力乘以杆的速 
度。利用关于力的式 (17. 22) 后,所做的功率为 


dW = 

"dT R ~ 
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我们看到，这确实等于由式 (17.19) 和 (17. 20) 所该获得的积打。机械功再次表现为电能。 

§ 17-6 互 感 

现在我们想’要考虑一种导线线圈固定而磁场在变化的情形。当我们过去描述磁场由电 
流产生时，仅考虑恒定电流的情况。但只要电流变化缓慢，磁场在每一时刻就几乎与一恒定 
电流的磁场相同。在这一节的讨论中，我们将假定电流总是足够缓慢地变化着，使得这种情 

况保持正确。 

导致变压器起作用的那些基本效应，可由图 17-8 
所示的那两个线圈的配置来加以演示。线圈1由绕成长 
螺线管形状的一根金厲导线构成。在这个线圈外面—— 
与之绝缘的一还绕上一个仅有几匝导线的线圈2。 
现在，若电流通过线圈1,我们知道在其内部将出现一 
磁场，这磁场也穿过线圈2。当线圈1中的电流变化时， 
磁通量也起变化，从而将会在线圈2中感生一电动势。 
现在我们将计算这一感生电动势。 

在§ 13-5 中我们曾看到，在一长螺线管内磁场是 
均匀的，而其大小为 

B = (17.23) 

式中为线圈1的匝数，为通过其中的电流，而/即 
为线圈长度。令线圈1的横截面积为 S , 那么 B 的通置 
就是它的大小乘以 S 。 如果线圈2共有；^匝，则这通 
量与线圈2耦合了 N z 次。因而在线圈2中的电动势就 

爲 =- N 2 S 莹. （17.24) 

在式 （17. 23) 中，唯一随时间变化的量为 J ,。 因此电动势为 

,_ N,N 2 S dl, ... 

it- (17 - 25) 

我们看到，线圈 2 中的电动势与在线圈 1 中的电流变化率成正比。该比例常数基本上 
是两线圈的一个几何因数，称为5感,而往往被记作 M 21 o 于是式 （17. 25) 便可以写成 

e 2 = M n (17.26) 

现在假设电流通过线圈2而要问线圈1中的电动势。我们应该计算出磁场，它处处与 
电流 h 成正比。穿过线圈1的磁通匝连数应与几何形状有关，但同时又应与 J 2 成正比。 
因此,在线圈1中的电动势再次正比于 d / 2 Ak , 可以把它写成 



a 17-8 线圈1中的电流会产生一 
个穿过线圈 2 的磁场 

由下式 给出： 
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<?. = M n (17.27) 

要算出 M u , 比起刚才对于 M 21 所做的计算更困难一些。我们不打算现在就来进行计算，因 
为在本章稍后将会证明必然等于 。 

由于任何线圈中的磁场总是与其电流成正比，因此对任何两个线圈就会获得同种类型 
的结果。 $7. 26) 和 （17. 27) 具有相同形式，只是常数 iW 21 和 Mu 不同，它们之值应取决于 
两线圈的形状和它们的相对位置。 

假设我们希望求得任意两个线圈——比如如图 17-9 所示的那两个线圈一之间的 
互感，我们知道在线圈1中的电动势其一般 
表式可写成 

^1 = 一 - t - I B • nda . 

QtJ ( l ) 

式中 B 为磁场，而积分是对以电路1为边界 
的整个面进行的。在§ 14-1 中我们已经知 
道，这种对 B 的面积分可以与矢势的一个线 
积分相联系。具体地说为 

B • nda = (D A • dsi , 

J (i) J <i) 

式中 A 代表矢势，而 d S , 则是电路 1 的一个线元。该线积分必须环绕电路1进行。因此，在 
线圈1中的电动势可以写成 

=一去 |⑴ A . 如. (17.28) 

现在让我们假设在电路1处的矢势是由电路2中的电流产生的。于是这矢势便可以写 
成环绕电路2的一个线 积分： 

(17 . 29) 

式中代表电路2中的电流，而 n : 则是从电路2中的线元 dh 至电路1上我们正在计算其 
矢势的那一点之间的距离（见图 17-9) o 合并式 （17. 28) 和 （ I 7 . 29), 则可将电路1中的电动 
势表达成一个双重的线 积分： 

式中的积分全都是对于固定电路进行的。唯一与积分的变量无关的只有电流 L 。 因此，我 
们可以把它提到两个积分号之外。于是电动势就可以写成 

(?, = M 12 



式中系数 m 12 为 
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M 12 =- & I 包 d ' (17.30) 

4丌 < 0 c J ⑴ J ( 2 > r 12 

从这一积分我们见到, M , 2 仅取决于电路的几何结构，它依赖于两电路间的一种平均间距， 
而在这个平均过程中对两线圈互相平行的那些节段必须加权。我们的式子可以用来计算两 
个任意形状电路间的互感。并且,它表明 M 12 的积分与的积分全同。因此，我们已证明 
了这两系数是全等的。对于只含有两个线圈的系统，这两个系数 M l 2 和 M 2I 常被表示成没 
有任何下角标的符号 M , 简单叫作5 感: 

= M 2 \ = M. 

§ 17-7 自 感 

在对图 17-8 或 17-9 的两个线圈中的感生电动势进行讨论时，我们仅仅考虑了其中一 
个线圈中电流的情况。如果两个线圈中同时载有电流，则耦合到每一线圈的磁通量就将是 
那些分开存在着的两个通置之和，因为叠加定律对于磁场是适用的。因此，每个线圈中的电 
动势不仅正比于另一线圈中的电流变化，而且也正比于该线圈本身的电流变化。于是，在线 
圈2中的总电动势就应当写成_ 

衣 2 = M 21 ^ + JVf : 2 皆. （17.31) 

同理，线圈1中的电动势将不仅依赖于在线圈2中的变化电流，而且也依赖于本身的变 
化 电流： 

名 = Ml 嗤 + M "柴 • 

系数从^和从, ，都 永远是负数，通常被写成 

M" =—L, , M 22 =—L, , 

其中 I 和 L 2 分别称为两个线圈的 自感。 

当然，即使仅有一个线圈，自感势依然存在。任一线圈因自身的原因都有一个自 
感 l 。 电动势将正比于其中电流的变化率。对于单个线圈，通常采取这样的惯例，即如果 
电动势与电流的方向相同，那它们就被认为是正的。按照这种惯例，我们可以把单个线 
圈的电动势写成 

g =~ L f t - (17.34) 

负号指明该电动势反抗电流的变化——故常称为“反电动势”。 

由于任何线圈都有反抗电流变化的自感,所以线圈里的电流就有一种惯性。事实上，如 
果想要改变线圈里的电流,就必须把线圈接至某一电池组或发电机的外电压源来克服这一 
惯性，原理图如图 17-10( a ) 所示。在这样一个电路中，电流/按照如下关系依赖于电压 V : 


(17.32) 

(17. 33) 


• 式 （17.31) 和 （17.32) 中的符号取决于对该两线圈中正电流向指的任意选择。 
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(17. 35) 


B 17-10 («> 含有一电压源和一自感的 电路； （ b > 类似的机械系统 


这一方程与粒子在一维中情况下的牛顿运动定律具有相同形式。因此，我们可以按“相 
同的方程具有相同的解"的原则来对它进行研究。这样，若把外加电压 V 对应于所加的外 
力 F , 而把线圈中的电流对应于粒子的速度，则该线圈的自感就对应于粒子的质 gm •。看 
一看图 17-10( b )。 我们可以编制一个关于各相应量的对 照表： 


祗 


F (力） 

V (电 势差） 

W 速度） 

«电流) 

x ( 位移） 

9( 电荷） 

c * dv 

F = m d ? 


mv (动 鼉） 

LI 

(动能 > 

磁能） 


§ 17-8 电感与磁能 

继续上一节中所进行的类比，我们就会预期，对应于其变化率为作用力的机械动量/> = 
就会有一个等于 ！•/ 的类似量，其变化率为 V 。当然，我们并没有任何权利讲就是电 
路的真实动置，事实上，它并不是。整个电路可能固定不动而没有任何动量。与动置 mr ; 

相类似只是在彼此都满足相对应的方程这一意义上说的。同样，对于动能也有一类 

似量与之对应。但这里却使我们感到惊异，这 + 在电的情况下的确就是能量。 

这是因为对电感做功的时间变化率为 V /,而它在力学系统中相应的置为 i ^。 因此,就能量 
来说，这些量不但在数学上彼此对应，而且也具有相同的物理意义。 

从下面所述情况我们可更详尽地明了这一点。就像在式 （17. 16>中我们曾经求得的那 
样，由感应力所做的电功其时间变化率为电动势与电流 之积： 


• 附带说一下,这并予.孝在力学最与电学最之间能够建立起对应关系的啤一途径。 
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dW .. 

-dT = gI - 

将式 (17. 34) 中用电流表示的<?代入上式,我们得 

dW _ j j dl n7 

-dr~~ u dl- ( 17 . 36) 

对这一 方程进行积分，则就求得在建立电流过程中为了克服自感电动势而需要从外部电源 
获得的能量* (这必定等于所储存的能量 [/) 为 

-W = U = jLl 1 . (17.37) 

因此，储藏于自感中的能量为 

把与此相同的论据应用于诸如图 17-8 或 17-9 中的那一对线圈，就可以证明该系统的 
总电能由下式 给出： 

U = (17.38) 

为此，设开始时两线圈中的/ = 0,然后可以先在线圈1中接通电流/,，让线圈2中的电流 
h = 0 o 此时所做的功正好为 + L , J ?。 但现在当接通时，就不仅在电路2中对抗电动势 

做功〖，而且也做了附加的功后者等于电路1中电动势 [ M ( d / 2 / tk )] 的时间积 
分，再乘以该电路中当时的电流 L 。 

假设现在希望求出分别带有电流 h 和的任意两个线圈之间的作用力。首先我们也许 
预期,可以应用虚功原理通过取式 (17. 38) 中的能量变化而求得。当然，还必须记住，当我们改 
变两线圈的相对位罝时，唯一变化的 S 是互感 M 。 这样,我们也许会把虚功原理方程 写成： 

— FAx = Al / = (错 了）. 

但这个式子却是错误的。因为，正如我们以前曾经见过的，它只包括两线圈中的能量变化， 
而没有包括为使电流和保持恒定值的那些电源的能量变化。现在我们能够理解这些 
电源必须在线圈移动时供应能量以便抵抗线圈中的感生电动势。如果想要正确地应用虚功 
原理，就必须把这些能量也包括进去。然而，正如我们曾经见到的，可以取一捷径，通过回忆 
知道总能量等于所谓的“机械能”[^減的负值后，再应用虚功原理。因此,我们可以把力 写成： 

— FAx = AUfim — — At /. (17.39) 

于是两线圈间之力由下式 给出： 

fax = i, i 2 am. 

关于两线圈系统的能量表示式 （17. 38) ，可以用来证明两线圈间的互感 JW 与自感 L , 和 


• 目前我们忽略电流在线圈的电阻中发热而引起的任何能置损耗。这种损耗需要来自电源的附加能 
«,但不会改变输入电感中的能量。 
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L 之间存在一个有趣的不等式。十分清楚，两线圈的能量必须总是正的。如果把两线圈的 
电流从零开始增加到某个值，则我们就已经在给该系统输入能量了。要不然的话，电流便会 

自发增加而同时又对世界其他部分释放能董-件不可能会发生的事情！现在，我们的 

能置表示式 （17. 38) 也同样可以写成如下 形式： 

u= Y Lx ( Ii+ r i It ) t ( 17 _ 40 ) 

这只是一个代数变换。这个量对于^和/ 2 的任何值都必须始终为正。特别是即使^恰巧 
为特殊值 

U =-^-. (17.41) 

它仍必须为正。但对于这个电流，式 （17. 40) 中的首项为零。如果能置一定是正值，则式 
(17. 40) 的末项就必须大于零。因而要求有 

L l L t > M t . 


这样，我们就已证明了这个普遍结果 ：任意 两个线圈互感 M 的大小必然小于或等于两个自 
感的几何平均值 ( M 本身是可正可负的，这取决于对电流/,和的符号约定）。 

I M \< y / LjT . (17.42) 

M 与自感的关系常被写成 

M = ky / UTU . (17.43) 

常数 * 称为耦合系数。如果来自一个线圈的通 ft 大部分贯穿另一个线圈，则该耦合系数很 
接近于1,我们说该两线圈是"紧耦合”的。如果两线圈相距很远，或由另外的安排使得其互 
相贯串的通量很少，则耦合系数接近于零，而互感便很小了。 

为计算两线圈的互感，我们在式 （17. 30>中已给出了一个环绕两电路的双重线积分公 
式。或许我们认为，可以利用相同的公式通过环绕同一个线圈进行两次线积分而获得单个 
线圈的自感。然而，这办法行不通，因为在环绕两个线圈积分时，若两线圈都落在同一点，则 
被积函数中的分母 n : 将会趋于零，于是从这个式所得到的自感就会无限大。原因在于这个 
公式是一种近似，只有当两电路的导线截面比从一个电路至另一个电路的距离小时这个公 
式才适用。很清楚，这样一种近似对于单个线圈并不成立。事实上，单个线圈的自感，当其 
中导线的直径变得越来越小时，真的会按照对数函数方式趋于无限大。 

这样，我们就必须寻找计算单个线圈自感的另一种方法。有必要将导线里的电流分布 
也计算在内，因为导线的大小是一个重要参数。因此，我们不应去追究一个“电路”的自感如 
何,而应去寻求导体分布的自感如何。或许求出自感最方便的办法是利用磁能。以前我们 
在§ 15-3 中曾求出€于恒定电流分布的磁能表 示式： 

U = yjy - AAV . (17.44) 

如果已知电流密度 _/ 的分布，则可以算出矢势 A , 并进一步算出式 （17. 44) 的积分而获得能 
量。这个能量等于自感的磁能，即令两者相等我们就给出了关于自感的 公式： 
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L = ^ J _/. AdV . (17.45) 

当然，我们期望，自感是只与该电路的几何形状有关而与电路中的电流7无关的一个数值。 
式 (17.45) 的确会给出这样的结果，因为这个式中的积分与电流的平方成正比，电流通过 
出现一次，通过矢势 A 又出现一次。这积分除以 P 后将与电路的几何形状有关而与电流7 
无关了。 

关于电流分布 的能里 表示式 (17. 44), 可以写成一个十分不同的形式，后者有时更便于计 
算，并且，正如我们以后将见到的，它是=种重要形式，因为它的正确性更普遍。在关于能量的 
公式 (17. 44) 中, A 和 J 两者都可以联系到 B , 因而可以指望用磁场来表示这能量一就像过去 
我们能够把静电能同电场联系起来那样。我们通过用 VXB 代替 J 开始，但不能那么容易 
地代替 A , 因为 B=VXA ,所以并不能倒过来用 B 给出 A 。 但无论如何，我们总可以写出 

U = ^ J ( VXB ) • AdV . (17.46) 

有趣的是，附带一些限制条件，这个积分可以写成 

U = - ( VXA ) dV . (17.47) 

为看淸这一点，我们将其中一个典型项详细写出。假定我们处理式 (17. 46) 积分中所含的项 
(▽ XU )，,。 将其各部分写出，便得 

1( 尝 - 旁) 

(当然.还有两个相同类型的积分）。现在就第一项对 z 进行积分一采用分部积分法，这 
就是说，我们可以有 

JfA 一， A.— » 

现在假定我们的系统——指各源及各场一是有限的，因而在无限远处所有的场都趋于零。 
这样，若那些积分都是对全部空间进行的，则在积分限处项的值将为零。剩下的就只 
有 B ,( M , 那一项，这显然是 B , ( VXA ), 的一部分，因而也就是 B • ( VXA ) 的一部分。 
如果你又算出其余五项，就将看到式 （17. 47) 的确与式 （17. 46) 等效。 

但现在我们可用 B 来代替 VXA , 从而获得 

V = 1°£1 Jb • BdV . (17.48) 

上式已经把一静磁情况的能量仅用磁场来表示,这一表示式紧密地对应于我们曾经得到的 
静电能 公式： 

V = - EdV . (17.49) 


之所以强调这两个能量公式，其中的一个原因是，有时它们更便于应用。而更为重要的 
是，事实证明，对于动态场（当 E 和 B 都随时间变化时)这两个表示式 (17. <48) 和 (17. <49) 都保持 
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正确,而以往关于电能和磁能所曾给出的其他公式则不再正确——它们仅适用于静态场。 

如果对单个线圈的磁场已经了解，则可以通过使能量表示式 （17. 48) 等于 jLJ 2 而求出 

自感。让我们通过求出长螺线管的自感来看看这是如何计算出来的。以前就知道长螺线管 
里的磁场是均匀的而管外的 B 为零。管内磁场的大小为 B = nJ / OoC 1 ), 其中”为单位长度 
的绕线匝数，而 J 为电流。如果该线圈的半径为 r 而其长度为 /( 我们 设想/ 很长，也即 Z 》 r , 

从而可以忽略边缘效应），则管内的体积为 yz 。 因而磁能为 

U = - (体积> = 

它等于 | u 2 , 即 

L = ^- 1 . (17.50) 
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§ 18 - 1 麦克斯韦方程组 

本章我们将回到第1章中作为我们起点的、由四个式子构成的、完整的麦克斯韦方程 
组。到目前为止，我们已经零碎地研究过麦克斯韦方程组，现在是把最后一部分加进去并将 
其全都合起来的时候了。于是对于可能以任何形式随时间变化的电磁场，我们将有完整而 
又正确的描述。在这一章中所谈到的任何事情与以前谈到的事情发生矛盾的话，则都以本 
章为准，以前所谈到的是错误的——因为以前所论述的只适用于诸如恒定电流和固定电荷 
那样一些特殊情况。尽管过去每当我们写出一个方程时总是十分细心地指出它受到的限 
制，但很容易把所有的限制条件都忘记了，而且很容易对那些不正确的方程学得过分认真。 
现在我们准备给出全部真理，而不附带（或几乎不具有）任何限制条件。 

整套麦克斯韦方程组列于表 18-1 中，其中包括语言和数学符号两种表达方式。语言与方 
程式等效这一事实从现在就应该熟悉它——你应当能够从一种形式顺利地变换到另一种形式。 


表 18-1 经典物理学 


麦克斯韦方 程组： 



I. \ 

<0 

(穿过一闭合面的 E 通鼴 >-=( 面内 电荷） /<o 


n . vxe —f 

(E 环统一 N 路的线 积分） ■一 穿过该 0 路的 B 通 *> 

in. v • b = o 

(穿过一闭合面的 B 通置 > _0 


IV. c* VXB= + + 备 1 
[•电 荷守恒 

(B 环嫌一回路的积 分）- 穿过该 lal 路的电* /,。+ 告 

•(穿过该 M 路的 E 通置> 

▽.卜一耷 

力的 定律： 

F- q ( E -^- wXB ) 

运动 定律： 

(穿过 一闭合《的电流 通匿） __ •(闭合面内 电荷） 


去 ( P ) ， F, 其中 P * 

引力： 

F — G ^ e r 

; , (经爱因斯坦修正过的牛頓 定律） 



第一个方程一 E 的散度等于电荷密度除以——是普遍正确的。无论对于动态场或 
静态场，高斯定律永远正确。穿过任何闭合面的 E 通量与面内电荷成正比。第三个方程是 
与第一个方程相对应的、关于磁场的一般定律。由于不存在磁荷，所以通过任一闭合面的 B 
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通量总是等于零。第二个方程，即£的旋度为一这就是法拉第定律，我们在前面两 
章中已经讨论过了，它也是普遍正确的。最末一个方程含有某种新的东西，以前我们只看到 
对恒定电流才适用的那一部分。在那种情况下，我们曾经说过 B 的旋度为但普遍 
正确的方程则还带有一个由麦克斯韦发现的新的项。 

在麦克斯韦完成其工作以前，电和磁方面的已知定律就是从第3章至第17章中我们曾 
经学习过的那些。特别是，关于恒定电流的磁场方程仅仅知道为 

V X B (18. 1) 

麦克斯韦从考虑这些已知定律开始并将其表达成微分方程，正如我们这里曾经做过的那样 
(虽然当时▽这一符号尚未发明，但今天我们称为旋度和散度的那些微商组合的重要性，就 
是由于麦克斯韦才首次显示出来）。后来他又注意到式 （18. 1) 有些奇怪。如果我们取这一 
方程的散度，左边将是零，因为一个旋度的散度始终等于零，所以这一方程要求的散度也 
是零，但如果 y 的散度为零，则从任何闭合面跑出来的电流总通量也将是零。 

来自一闭合面的电流通量等于该面内电荷的减少。一般地说，这肯定不能为零，因为我 
们知道电荷可以从一处移至另 一处。 事实上，方程 

V • 7 ^ (18.2) 

dt 

几乎已是我们关于■/的定义了。这一方程表示电荷守恒这样一个最基本定律一任何电荷 
流动都必须来自某个供应处。麦克斯韦认识到这一困难，并提出可以通过在式 （18. 1) 右边 
加进 3 E 沒 t 这一项来加以避免，于是他就得到了表 18-1 上所列的那第四个 方程： 

IV . f 1 VXB = + 

在麦克斯韦时代人们还不习惯于用抽象的场来进行思考。麦克斯韦曾利用好像弹性固 
体那种真空来讨论他的概念。他也尝试过用这种机械模型来解释他新方程的意义。当时对 
接受他的理论存在不少阻力，首先是由于他的模型，而其次则是由于当初尚未有实验证明。 

今天，我们更好地了解到，争论点在于那些方程本身，而并不是用来获得它们的那种模型。 

我们仅仅可以质问这些方程是正确的呢还是错 误的。 这要通过做实验来回答，而无数实验 
都已证实了麦克斯韦方程组。如果把他用以建立他大厦的脚手架搬开，我们将发现麦克斯 
韦的华丽大厦本身仍巍然屹立。他把所有关于电学和磁学的定律都综合在一起而形成一套 
完整而又漂亮的理论。 

让我们来证明这一附加项正好是为解决麦克斯韦所发现的那个困难所必需的。如果对 
他的方程(表 18-1 上的式 IV )取散度，则右边的散度就应 为零： 

V . i+V • ^ = 0. (18.3) 

€ 0 价 

在第二项中对坐标与对时间取微商的次序可以对调，因而该方程可以写成 


£ = 0 - 
dt 


(18.4) 
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但麦克斯韦方程组中的第一个方程表明， E 的散度为^焱。将这个等式代入式 （18. 4) 中，则 
又回到式 （18. 2〉，我们知道它是正确的。反过来，若接受麦克斯韦方程组一事实上，我们 
接受了，因为没有任何人发现过一个实验与这些方程不相符一则我们必定得出结论 ：电荷 
总是守恒的。 

物理规律没有回答下述 问题: “如果电荷突然在这里产生，则会出现什么？有哪一些电 
磁效应该会发生? ”对此没有答案可以提供，因为我们的方程组表明，上述情况是不会发生 
的。要是它真的发生的话，便需要一些新的定律，但我们无法讲清楚这些定律会是怎么样 
的，因为还没有机会去观察一个电荷不守恒的世界将会怎样行动。按照我们的那些方程，如 
果你突然将一电荷放在某处，那你一定是从别处把它带到那里的。在那种情况下，你就能够 
说出将会发生什么了。 

当我们对 E 的旋度方程添加一新项时，就发现有完整的一类新型现象可以得到描述。 
我们即将见到，麦克斯韦对 VXB 那个方程的一个小小附加也具有深远后果。在本章中，对 
这些后果我们只能提及其中的几个。 

§ 18 - 2 新的项是如何起作用的 

作为第一个例子，我们要考虑一个具有球对称的径向电流分布发生的情况。我们设想 
有一个其上面带有放射性材料的小球，这种放射性材料正喷射出一些带电粒子(或者也可以 
设想有一大块胶体，在其中心处 有一个 小空穴，用一支皮下注射针在空穴注入了一些电荷， 
并从那里慢慢地渗漏出来）。在上述任一种情况下，我们都具有处处沿径向流出的电流。下 
面将假定,这一电流的大小在各不同方向上都相同。 

令在任意 半径； •以内的总电荷为 Q ( r )。 如果在相同半径处的径向电流密度为_/(『），则 
式 （18. 2) 要求 Q 减少的速率为 

3 Mrl =- 4 ^ j (, r ). (18.5) 

现在我们要问，在这种情况下由电流所 
产生的磁场如何。假设在半径为 r 的球面处 
画出某一条回路 r , 如图 18-1 所示。这样就 
有一些电流会穿过该回路，因而也许可以期 
望求出沿图上所示方向的磁场环流来。 

但这样我们就已经处于困难之中了 。 B 
如何能在该球面上有任何特殊方向呢？对 r 
的另一种选择将会容许我们断定它的方向恰 
恰与所示的相反，所以怎么能够有环绕着那 
些电流的 B 的任何环流呢？ 

幸而麦克斯韦方程救了我们。 B 的环流 
不仅取决于穿过 r 的总电揀，而且也取决于 
穿过它的电通量对时间 S 化率，一定是这 
两部分刚好互相抵消。让我们看看是否能证 
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明确实是这样。 

在半径为 r 处的电场必定是 Q ( r ) /(^ r 2 ) ——只要如我们所假定的那样，电荷是球对 
称分布的。电场沿着径向，而其时间变化率为 

3 E = 1 3 Q 

3t 4«< 。 〆3*_ 

将此式与式 (18. 5>比较，我们就知道在任何半径处 

U 

at <0 ' 

在方程 W 中那两个源的项互相抵消了，因而 B 的旋度就永远为零。在我们的例子中不 
存在磁场。 

作为第二个例子，我们考虑用来对平行板电容器充电的导线的磁场（参见图18-2)。如 
果板上的电荷随时间变化(但不是太快），则导线里的电流等于 dQ / ck 。 我们会料到这电流 
将产生环绕着该导线的磁场。肯定地说，结束于极板的电流必定产生正常的磁场——它不 
可能依赖于电流在何处消失。 


(18.6) 


(18.7) 




田 18-2 —个正在充电的电容器附近的磁场 

假定选取一条回路 r , ，那是一个如图所示的半径为 r 的圆周。磁场的线积分应等 
于电流 I 除以 <。一，即 

2 nrB = (18.8) 

这是对于恒定电流应该获得的结果，不过在加上麦克斯韦的附加项之后它仍然正确，因为如 
果我们考虑那个圆周内的平面 S , 则在该面上将不会有电场(假定那条导线是十分优良的导 
体），所以的面积分为零。 

然而，假设现在慢谩地把曲线 r , 向下移动，直至电容器的极板水平为止,我们得到的结 
果总是相同。此时电流/变为零，磁场是否就消失了呢？这将是十分奇怪的。让我们来看 
看,对于那条其平面通过电容器两板之间而其半径为 r 的圆周曲线图 18-2( b )], 麦克斯 
韦方程对此将做何解释。 B 环绕 A 的线积分为2^8,它必然等于穿过该圆面 S 2 的£通量 
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对时间的微商。我们从高斯定律得知，这个 E 通量应等于1/<。乘以电容器一个板上的电 
荷。于是就有 

cZUrB = i{^)- (18 . 9) 

那很方便，这结果与我们在式 （18. 8) 中得到的相同。对变化着的电场取积分与对在导 
线里的电流取积分给出相同的 磁场。 当然,这恰好就是麦克斯韦方程所讲的。对于图 18-2 
(b) 所示的由同样的圆周曲线门为边界的两个面 S , 和只要应用与上述相同的论证便 
很容易看出结果永远应该如此。穿过 S, 的有电流/，但没有电通量。而穿过 S 彳的则 没有电 
流，但却有一个以速率变化着的电通 fi。 如果把方程IV应用到任何一个面，则会得到 
相同的 B。 

从我们迄今对麦克斯韦新项的讨论，你可能会觉得有了它并没有增加多少东西——它 
只是把方程组安排得符合于我们已经预期的结果。诚然，若只是孤立地考虑方程IV，就不会 
发现任何特别新鲜的东西。然而，“％立地”这个词却十分重要。麦克斯韦在方程IV中的那 
个小小的改变，当它与其他的方程结合起来时，就的确会产生不少全新而又重要的东西。然 
而，在考虑这些事情多说几句。 

§ 18-3 全部经典物理学 


表 18-1 包含了我们所熟悉的全部基本经弗物理学，即在1905年以前已知的那种物理 
学。这里将其全都列在一个表上。借助这些方程，我们就能理解经典物理的整个领域。 

首先，我们拥有麦克斯韦方程组——写成阐述的形式和简短的数学形式两种。然后就 
有电荷守恒，它即使是写在方括号之内的，也因为一旦我们有了完整的麦克斯韦方程组，就 
能够由其导出电荷守恒了，所以该表甚至还稍微有点重复。其次，我们已写出了力的定律， 
因为尽管有了电场和磁场仍不会告诉我们任何东西，除非我们知道它们对于电荷起着什么 
作用。可是，若知道了 E 和 B, 我们就能求出作用于一个带有电荷 <7、以速度 v 运动着的物体 
上的力。最后，虽然有了这个力但并不告诉我们什么.除非我们知道当力推动某件东西时发生 
了什么，否则我们需要运动定律,那就是力等于动最的变化率（记得吗？我们早在第1卷中就 
已经有了）。我们甚至通过把动量写成 P = 而将相对论效应也包括了进去。 

如果真正希望完美无缺的话，应该再加上一个定律一牛顿的引力定律一所以我们 
将其放在该表之末。 

因此，在一个小小的表中，我们有了经典物理学的全部基本定律一甚至有的地方还用 
语言写出以及有一些重复。这是一个伟大时刻，我们已爬上了一座高峰，处在 K -2 高峰之 
上——正在准备攀登珠穆朗玛峰，那就是量子力学。我们已登上了“洛基山脉分水岭”的那 
个高峰，而现在可以从山的那边下去了。 

我们一直在努力学习如何去理解那些方程式。现在我们已有了集合在一起的完整的方 
程组，以后将研究这些方程具有的意义——它们会说出我们还未见过的那些新东西。为到 
达这个目标，我们一直在努力工作。它已是一个伟大的成就，但现在当我们见到这一成就的 
全部结果时，我们将令人愉快地飘然下坡而去了。 
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§18-4 行移场 

现在就来谈谈一些新的结果。它们是由于将所有的麦克斯韦方程集合在一起而产生 
的。首先,让我们看看在一个我们选定为特别简单的情况下会发生什么。假定所有的量都 
仅在一个坐标内变化，我们的问题就变成一个一维问题了。这样的情况如图 18-3 所示。我 
们具有置于平面上的一片电荷。该片电荷起初是静止的，然后瞬息得到一个平行于 j 
轴的速度 I 并保持以这一恒定速度运动。你也许会为有这种“无限大”的加速度而担心，但 
实际上并不要紧，只要想象该速度很快就提高到〃。因此，我们突然就有一个面电流 /( J 是 
在 z 方向的单位宽度中的电流）。为了保持问题简单，我们假定还有一片静止的异号电荷叠 
加在平面上，使得不会发生任何静电效应。并且，虽然在图上我们仅仅表明，在一个有 
限区域里所发生的情况，但应该想象该片电荷伸展至士: y 和士 z 的无限远处。换句话说，我 
们有这么一种情况，即原本没有电流，但突然有了一个均匀的面电流。这样将发生什么呢？ 



* 18-3 一个无限大电荷片突然平行于其本身运动。这样就会有 
磁场和电场以一恒速率从该片传播出去 


噢！当沿正; y 方向上有一片电流时，如我们所知，在 a ： >0的地方就会产生一个沿负 z 
方向的磁场，而在 I < 0的区域磁场则沿相反方向。我们可以通过应用磁场的线积分将等 
于电流除以这一事实来求出 B 的大小。这样，就会得到 B = J/( 2 <cC z ) (因为在一宽度 
为 w 的长片上，电流/就是 / w , 而 B 的线积分则为 2 Bw ) 0 

这向我们提供了在该片附近一即对于小 I 处——的磁场，但由于我们所设想的乃是 
一 个无限大的片，因而也会期望这同样的论证应当给出在较大 x 值即在较远处的磁场。可 
是，这就意味着，接通电流的瞬间，磁场突然处处从零变到一个有限值。但请等一下！如果 
磁场突然改变，也会产生巨大的电效应(只要它在改变，就有电的效应）。由于移动了该电荷 
片，因此，我们造成一个变化的磁场，因也一定被产生。如果有电场产生，则它们必定 
从零开始而变化至某一个量值。这样就将有个与电流 J 一起将对磁场的产生做出 
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贡献。因此,通过存在大量交相混合的各个方程求解时，我们不得不力图同时求解所有的场。 
如果仅仅考察麦克斯韦方程组，还不容易直接看出如何去求得解答。因此，我们将首先 

向你们说明答案是什么，然后才证实它的确满足那 
些方程。答案是这 样的： 上面我们所算出的场实 
际上的确是在该电流片右面附近（即对于小 I 值）产 
生的。结果一定是这样，因为如果环绕该片做一个 
小回路，则不会有地方可供任何电通量穿过。但是 
在较远—— I 较大——处的 B 场起初为零，它保持 
了片刻为零，然后便突然增大。总之,我们一开通电 
流,磁场立即靠紧在它的地方跃升至一恒定值 B , 然 
后这个 II 的跃升又从源区再度扩展出去。经历了 
某一段时间后，在某一: r 值之内就将处处有一个均 
匀强磁场,在更远的地方则都等于零。由于对称的 
缘故，它会朝着正的和负的两个 I 方向扩展出去。 

E 场也与此一样。在 < = 0( 当我们开通电流 
时)之前，场处处为零。然后在经历了时间 t 之后 , E 
和 B 两者在扩展到 x = Z ；/ 的范围内都是均匀的，而 
再往外则均为零。这些场像潮 汐波一 样向前扩展， 
其波前以一匀速前进，这速度最终将弄清楚是 c , 但 
暂时我们却只叫它作 t *。 关于£或《的大小与： c 的 
关系曲线，在 t 时刻的表现如图 18-4(a) 所示。再回 
顾一下图 18-3, 在 f 时刻，在 x == 士 的区域内都 
“充满”着场，但这些场却还未到达更远的地方。这 
里要再次强调，我们是在假定该电流片以及由此产 
生的场 E 和 B , 都是在 ； y 和 z 方向上伸展至无限远 
的（我们不能够画出一张无限大的片，因而图中所示 
的只是在一个有限大范围内所发生的車情）。 

现在，我们要对所发生的情况做定量分析。为此，就要考察两个截面图，一个是沿; y 轴 
向下的俯视图，如图 18-5 所示； 另一个则是沿 z 轴往回望的侧视图，如图 18-6 所示。我们 
从该侧视图开始，就会见到该电荷片正在向上移动，在+1各处磁场都指向 书内； 而在 

各处磁场则指向读者，电场处处向下- 直伸展至处。 

让我们看看这些场是否符合麦克斯韦方程组。首先，画出一条供计算线积分用的回路， 
比如说图 18-6 中所示的那个矩形 A 。 你会注意到，这矩形的一边落在有场的区域,但另一 
边却落在场还没有到达的地方。有一些磁通量穿过这一回路。如果这通量正在变化着，则 
环绕该回路应有电动势。如果波前正在前进.就会有一个变化着的磁通 S , 因为 B 所存在 
的区域正在以速度 f 逐渐扩大。在 A 内的通置等于 B 乘以存在磁场的那一部分面积。由 
于 B 的大小恒定,所以通 S 的变化率就等于 B 的量值乘以面积的变化率。要获得面积的变 
化率挺容易。若该矩形的宽度为 L , 则其中有 B 存在的面积在时间内将改变 LuAt (见图 
18-6)。于是通量的变化率便是 BLt ;。 按照法拉第定律，这应等于 E 环绕 r z 的线积分，而 
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图 18-4 (»> 在电荷片已经运动之后，在 
<时刻作为 I 函数的 B (或 E ) 的 大小； 
(1)>在 （ _ 丁时才将一电荷片朝着负 y 方 
向移动后的场； （ c ) ( a > 与 （ b > 之和 
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俯视图 



图 184 图 18-3 的俯视图 





m 18-6 图 18-3 的側视图 


那恰好就是 EL 。 于是我们就有 方程： 

E = vB . (18.10) 

因此，若£：对 B 的比率为 X ；,则我们所假设的这些场都将满足法拉第方程。 

但那不是唯一的方程，我们还有联系着 E 和 B 的另一个 方程： 

c 2 V X B =丄 + 孕. (18.11) 

(0 at 

为了应用这个方程，我们考察图 18-5 那个俯视图。我们已经知道，这一方程将提供靠近该 
电流片的 B 值。并且，对于任何画在该片乏外但在波前之后的回路，就不会有》的旋度，也 
不会有任何_ / 或变化的 E , 因而方程式 (18. 11) 在那里是正确的。现在让我们来看看对于如 
图 18-5 所示的那条与波前相交的回路 r , 发生什么事情。这里并没有电流，因而方程式 
(18.11) 可以——用积分形式一写成 

c 2 ^ B • ds = E • it da . (18.12) 
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B 的线积分恰好就是 B 乘以 L 。 £通量的变化率仅仅是由前进的波前引起的。在门内£ 
不为零的面积正在以 vL 的速率增大,于是式 (18.12) 的右边就是 pLE , 所以该方程式变成 

c 2 B = Ev . (18.13) 

我们有这么一 个解: 即在波前后面 B 和 E 都是恒量,它们各与波前行进的方向垂直而且 
彼此之间也互相垂直。麦克斯韦方程组规定了 E 对 B 的比值。根据式 (18.10) 和 (18.13), 得 

E = 和丑 = — B . 

V 

可是请等一等！我们已求得关于比值 E / B 的两个不同的条件。刚才描述的这种场能否确 
实存在呢？当然，要使这两个式都正确，只能也即 u = C , 波前一定要以速度 c 
前进。这样我们就有了一个例子，其中来自电流的电效应以某个有限速度 c 传播。 

现在试问，如果在经历了一段短时间 T 之后，突然把电荷片的运动停止下来，会发生什 
么情况呢？应用 * 加原理我们能够看出将发生什么事情。我们有过电流原来为零，然后才 
突然开通的情况，并且已知道了那种情况的解。现在我们打算加上另一组场，即取另一片电 
荷,并仅在开通了第一个电流后的时刻 T , 在相反的方向以相同的速率突然使它开始移动。 
这两者相加起来的总电流起初为零，然后接通了一段时间了,之后又再中断一因为两电流 
恰好互相抵消，于是我们有一个电流的矩形“脉冲”。 

这一新的负电流产生了与正电流相同的场，只是所有的符号都相反，当然都延迟了时间 
了。波前再次以速度 c 传播出去，在*时刻它已到达了 x =± c ( t - T ) 的远处，如图 18-4( b ) 
所示。因此，就有两“块”场以速率 c 向外推进，正如图 18-4 的 （ a > 和 （ b ) 两部分所示。至于 
联合场则如图 18-4( c ) 所示，在: r>d 处场为零，在 o : = C ( t _ T ) 与 x = ct 之间场为恒置（具 
有我们上面所求得的值），而在 x < c ( t - T ) 处场又是零。 

总之，我们有一小块场—— 厚度为 cT 的一块 —离开了该电流片而独自穿越空间传 
播。场已经“起飞”了，它们正在自由地穿越空间传播若，不再与源有任何方式的联系。毛虫 
已变成了蝴蝶！ 

这组电磁场如何能维持它本身呢？答案 是：依 靠法拉第定律 ▽ XE =_3 B /9 t 和麦克斯 
韦新项 = 它们不得不维持其本身的存在。假定磁场已在消失， 

那就会有一个变化着的磁场，而这变化着磁场会产生一个电场。如果这个电场试图消逝，则 
这变化着的电场将再度产生磁场。因此,通过不断的相互影响——通过由一个场到另一个场 

的前后快速变换——它们必定会永远继续下去，而绝不会消逝'，它们以一种舞蹈方式- 

个围着另一个，第二个又围着第一个转一把它们自己维系在一起，穿越空间而向前传播。 

§18-5 光 速 

我们已获得了一个离开了物质源、而以速度 C 即光速向外行进的波。可是，让我们回顾 
一下,从历史观点看，过去并不知道麦克斯韦方程组中的系数 r 就是光传播的速率，当时只 


* 噢！并不完全正确。如果它们到达一个有电荷存在的区域,便可能被“吸收”。这意味着其他的场可 
以在某处产生而在与这些场互相*加时,通过相消干涉就可将其“抵消”掉(见第1卷第31章)。 
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是一个方程组中的常数。我们从一开始就叫它做 c , 那是因为已知道它最终应该变成什么。 
我们并不认为，让你学习了含有不同常数的公式后，才回过来在它适当的地方代入 c ，这是 
切合实际的。然而，根据电学和磁学的观点，我们恰好开始就拿出两个常数 < 。和 c 2 , 它们分 
别出现在静电和静磁的方程 式中： 

V • E = - (18.14) 

^0 

与 

V X B (18.15) 

如果我们对于电荷的单位采取任何婢耷的定义，便可通过实验来确定式(18.14〉中所需的那 
个常数 <。一例如利用库仑定律测量在两个静止的单位电荷之间的力。我们也必须在实验 
上测定式 （18. 15) 中出现的常数例如通过测量两单位电流之间的力而获得（单位电流 
指毎秒流过的单位电荷）。这两个实验常数之间的比值为 d —正好是另一个“电磁常数”。 

现在应该注意 ：无论 我们选择什么作为电荷单位，这个常数 d 是相同的。如果把两 
倍“电荷”一如两倍的质子电荷一放进我们的电荷“单位"中，那么 ( 。就必须是原来的 
四分之一大。当我们把两个这样的“单位”电流通过两根导线时，在每根导线中每秒通过 
的电荷将是两倍，因而在两导线之间的力就会大四倍。常数—定要减少至四分之一， 
但比值 fo /人 不变。 

因此，仅仅由电荷和电流所做的实验就能求出 d 的数值来，结果证明它是电磁影响传 
播速度的平方。从静态测*—通过对两单位电荷间和两单位电流间作用力的测《—我 
们求得 c = 3.00 X 10» ms - 0 当麦克斯韦首先用他的方程组做出这个计算结果时，就宣布了 
一组电场和磁场应以这一速率传播。同时他也已经注意到这个数值与光速相同的神秘巧 
合。麦克斯 韦说: “我们几乎不可避免地断定，光存在于相同媒质的横向波动之中，这种媒质 
是电和磁现象的起因。” 

麦克斯韦完成了物理学中几项重大 统一事 业中的一项。在他之前，既有光，也有电和 
磁。这后两者是由法拉第、奥斯特和安培通过实验工作而统一的。然后突然地，光不再是 
“别的某种东西”，而只是在这种新形式下的电和磁一独自穿越空间而传播着的一小块一 
小块的电场和磁场。 

曾提醒过你们要注意这种特解的某些特点，但事实却证明，任何电磁波都具有这些特 
点：即 磁场和电场分别与波前运动的方向 垂直； 而且 E 和 B 这两矢量又彼此互相垂直。此 
外，电场的大小£:等于磁场的大小 B 乘 C 。 这三个事实一两种场都垂直于传播方向 ， B 
垂直于 E , 而 E = cB —对于任何电磁波都普遍正确。我们的特殊情况是一个很好的例 
子一■它表明了电磁波的所有主要特点。 

§ 18-6 求解麦克斯韦方 程组； 势和波动方程 

现在，我们愿意做些数学工作，要把麦克斯韦方程组写成比较简单的形式。你可能会认 
为我们正在使其复杂化，但倘若你稍微忍耐一点，它们就会突然显得简单。尽管目前你已完 
全熟悉了麦克斯韦方程组中的每个方程，但其中有许多部分必须全部综合起来。这就是我 



240 I 费恩曼物理学讲义 {第 2 卷） 

们所要做的。 

现在从 ▽ • B = 0 —最简单的方程一开始。我们知道，这意味着 B 是某种东西的旋 
度。所以，如果 气成： 

B = VX A , (18.16) 

则我们已解答了一个麦克斯韦方程(顺便提一下，你知道，若另一个矢量 A ' —其 
中0为任一标量场一则这个 A ' 仍保持正确，因为％的旋度为零，所以 B 还是一样。对此 
我们早已有所论述）。 

其次，考虑法拉第定律 ▽ XE =_ aB / at , 因为它并不涉及任何电流或电荷。如果将 B 
写成 VXA 并对 < 微分，则可把法拉第定律写成如下 形式： 

VXE =-^ VXA . 

由于对时间或对空间取微商的先后次序是可以调换的，上式也可写成 

VX (e + |^)= 0. (18.17) 

由此可见 ， E + U 乃是一个旋度为零的矢量。因此，这一矢置便应当是某种东西的梯度。 

当我们处理静电学问题时，就有 ▽ X E = 0, 于是断定, E 本身就是某种东西的梯度，并假定 
为 一 W 负号是为了技术上的方便）的梯度。现在对于 E + 3 A 泠< 也同样处理，即令 

E + ^ =- W . (18.18) 

at 

这里采用了同样的符号 A 以致在没有东西随时间变化的静电情况下,项消失, E 就是 
我们原来的_坏。因此，法拉第方程可以写成这种 形式： 

(18.19) 

我们已经解决了麦克斯韦方程组中的两个方程，而且我们已发现，为了描述电磁场 E 
和 U , 总共需要四个势 函数： 一个标 fit 势#和一个矢量势 A , 后者当然就是三个函数。 

现在那个 A 确定了 B 和 E 的一部分，那么当我们将 A 改成 A ' = A + Vvfr 时，又会发生什 
么呢？ 一般说来,如果我们不采取某种特别预防措施的话, E 是会改 变的。 然而，仍然可容 
许 A 按照上述方式改变而不影响 E 和 B —也就是说，不改变其物理本质一如果我们总 
是按下列法 则；: ^改变 A 和即 

A ' = A + \^, 〆 = #-%， （18.20) 

dt 

则不论 B 或由式 （18. 19) 得到的 E , 就都不会改变。 

以前，我们曾选取 A = 0,以便使静态方程组稍微变得简单些。现在我们不准备再 
这样做了，打算做另一种选择。但在告诉大家这种选择到底是什么之前，我们将稍微等一 
下，因为以后就会明白为什么要做这样一种选择。 

现在回到余下的势与源 ( P 和之间关系的麦克斯韦方程。一旦我们能够根 
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据电流和电荷确定 A 和就总可以从式 (18. 16) 和 （18. 19) 获得 E 和 B , 所以我们将有另一 
种形式的麦克斯韦方程组。 

首先，将式 (18.19) 代入中，我们 便得： 

这个式子也可 写成： 

V • A = A (18.21) 

dt <0 

这是# 和 A 与源相联系的一个方程。 

最后的方程将是最复杂的一个方程。我们先把第四个麦克斯韦方程重新写成 

然后利用式 （18. 16) 和 （18. 19) 以势代替 E 和 B , 得 

再利用代数恒 等式 ： VX (▽>< A ) = V ( V - A )- VA , 得到： 

- c^A + c 2 V ( V -(18. 22) 

这不是很简单！ 

幸而我们现在可以利用任意选择 A 的敗度的自由。下面将要做的就是利用这一选择 
以便使 A 和4的方程互相分开而又具有相同形式。为此,选择可以按下式规定 * : 

V ， A= ~7^f 08 . 23 ) 

当我们这样做时，式 （18. 22) 中关于 A 和#的中间两项便互相抵消，因而该式也就比原来简 
单得 多了： 

A-VH ( 18 . 24 ) 

而关于4的方程——式 (18. 21) —取相同的 形式： 

( 18 . 25 ) 

C dt (Q 

多么漂亮的一组方程！它们之所以漂亮，首先是因为它们令人满意地互相分开了 • 一 
电荷密度属于 趴电流 则属于 A 。 而且，尽管左边看来有点古怪一拉普拉斯算符加上一个 


■ 这样选取 A 称为••选取一个规范”。通过加来改变 A 的方法称为“规范变换”。式 （18. 23) 称 
为“洛伦兹 规范' 



242 费恩曼物理学讲义（第 2 卷） 


- j ( d / dt ) 2 ——但当我们将其全都展开出来时看到 




(18.26) 


Mm «而言方程具有很好的对称性——这里一 l / c 2 是必要的，因为时间和空间当然 
埤此不同，它们各有不同的单位。 

™ 麦克斯韦方程组已经把我们引导到关于势纟和 a 这 样一类新型方程以及所有四个函数 
4-,A,, A, 及 A . 的相同的数学形式。一 旦掌握 了如何 求解这 些方程 ，便能够由 ▽ X 4 和 
一坏一 获得 B 和 E . 所以我们具有一套完全同麦克斯韦方程组等价的另一种形式的 
电磁学定律，而在许多场合下它们处理起来简单得多。 

事实上，我们曾经解过一个与式 (18. 26) 十分相似的方程。早在第1卷第47章中学习 
声学时，我们就有这种形式的 方程： 

Bx 1 at 1 ' 


并且知道，它描述了波在: C 方向以速率 C 进行的传播。方程式 （18. 26>是关于三维空间相应 
的波动方程。所以在不再存在任何电荷和电流的那些区域中，纟和4都等于零并不是这些 
方程的解（虽然它们的确也是一种可能的 解）。 会有一些解，其中某组#和 A 随时间变化，但 
却总是以速率 c 向外运动，那些场穿越自由空间向前传播，正如本章开头的例子那样。 

借助方程 IV 中麦克斯韦的新项，我们就能用 A 和 si 将场方程组写成一种简单的而又能 
立即使电磁波的存在成为明显的那种形式。对于许多实用的目的来说，利用£和》的原来 
那些方程将仍然很方便。但这都在我们已经攀登过的山峰的那一边。现在我们准备跨越山 
峰到另一边去了。审情看来将会不同一我们准备看到一些新的和美妙的景色。 



第 19 章最小作用量原理 



§ 19-1 专题演讲（完全按演讲记录付印） • 

当我在中学念书时，我的物理教师一他的名字是巴德 ( Bader ) 先生——有一次在讲完 
了物理课之后，把我叫住说 :“看 来你有点厌烦，我要给你讲点有趣的东西。”然后，他告诉我 
—件事，我发现它是绝对会令人神往的，并且自那时以来，我发现它总是那么引人入胜。每 
次提出这一课题时,我就会对它进行分析研究。事实上，当我开始准备这次演讲时，我发现 
自己对这个问题正在做更详尽的分析。并不是为这一次演讲操心，实则我已被卷入到一个 
新的问题中去了。这个课题就是——最小作用量原理。 

巴德先生这样告 诉我: 假定有一质点(例如，在一引力场中）通过自由运动从某处移动至 
另一处一你把它抛掷出去,它就会上升而又落下[图 19- l ( a ) h 它在一定时间内由出发 
点到达最后的地方。现在，你尝试一个不同的运动。假设由这里到达那里是如图 19- l ( b ) 
这样进行的，但所用时间却正好相同。然后他又这 样说: 如果你算出在该路径上每一时刻的 


• 这是一次专题演讲。以后各章并不依賴于这篇专题讲演的材料一这是特意为“娱乐”的目的 
而设置的， 
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动能，减去势能，再计算出在经历整条路径期间它对时间的积分，你将会发现所获得的数值 
比对实际运动所获得的要大。 



S 19-1 

换句话说,牛顿定律可以不写成 F = ma 的形式而表 述成: 一物体从一点到另一点所走 
的路径其平均动能减去平均势能应尽可能地小。 

让我把这里面的怠义说得更清楚些。如果我们考虑引力场的情况，那么若粒子的路径 
为 x (/)( 让我们暂时只考虑一维，即是一条升高、降落、但绝不会偏斜的轨 道）， 其中; c 是地 

面以上的高度，则在任一时刻动能为 jm ( Ar / d /> 2 , 而势能为现在我沿该路径在每 

一时刻取动能减去势能再对时间自始至终进行积分。假定在起始时刻6由某一高度出发， 
并在结束时刻 确实到达了另外某一点[图 19-2( a >]。 

那么该积分就是 

实际的运动为某种类型的一条曲线——如果作一个位 S - 时间图，它是一条抛物线一而对于 
该积分会给出一个确定的值。但我们也可以设想另一种运动，它升得很高，而且以某种特殊的 
方式上升和下落，如图 19-2( b ) 所示。我们可以算出动能减去势能并对这么一个路径或其他 
任何我们所想要的路径积分。令人诧异的是，真正的路径就是那一条会使这一积分取得最 
小值的路径。 



图 19-2 
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让我们把它们彻底检验一下。首先，假定 
取一个完全没有势能的自由质点的情况。那 
么，该法则讲 :在给 定时间内在从一点跑至另一 
点的过程中，动能的积分是最少的，因而它一定 
要以均匀的速率行进（我们知道这是一个正确 
答案一以匀速率前进）。为什么是这样呢？ 

因为假如该质点以任何其他方式运动，则其速 
度将有时比平均值高，有时比平均值低。因为 
它一定要在给定的时间内由“这里”到达“那 
里”,所以平均速度对于每一情况都是相同的。 

作为一个例子，比如你的任务是乘车在给 
定时间内从家里到达学校，你可以用几种方式做到 这点: 可以一开始就像疯子似的使车子加 
速，然后在接近终点时用刹车逐渐放慢 速度; 或者你可以匀速 前进； 甚至你也可向后走一会 
儿,然后再往前开，如此等等。寧实是，平均速率当然必须是你所经过的总距离除以所用的 
时间。但如果你试用各种方式、但就是不以匀速前进，那么你总会有时太快而有时则太慢。 
如你所知，围绕平均值偏差的某亊件，其均$值恒大于其平均值的平方。所以如果你不保持 
开车的速度，那么动能的积分就总比用均匀速度开车时为高。所以我们看到，如果速度固定 
不变（当没有力作用时），则该积分便是一个极小值。正确的路径如图 19-3 这样。 

现在，一个在引力场中被上抛的物体起初升得较快，然后逐渐放慢。那是因为物体还具 
有势能，所以就平均而言必须有最小的动能与势能之 g 。 由于在空中上升时势能增大，所以 
如果我们能够尽快上升到高势能的地方，则将获得一个较低的姜值。这样该势能才能从动 
能那里扣除出去，从而获得较低的平均值。所以 W 好就是去选取能够升得高、从而可从势能 
处得到很多负值的那一条路径（图19-4)。 

另一方面，你也不能够升得太快，或跑得太远，因为这么一来你将会包含过多的动 
能——你得很快达到高处以便在可利用的规定时间里再落下来。所以你也不宜升得太高， 
但总要升到某个高度。因此事实证明，答案是在试图获得更多的势能与敁少的额外动能之 

间取得某一种平衡——以期获得动能减去势 
能的差值尽可能小。 

这就是我的老师告诉我的全部内容，因为 
他是一位十分好的教师并懂得在什么时候应 
停止对话。但我却还未懂得要在什么时候结 
束谈话，所以并不会留给你一个有趣评论，而 
我却想要来证明它确是如此，这无异用生活中 
的复杂性来使你感到不安和焦躁。我们将遇 
到的数学问题会十分困难，而且是一个崭新的 
课题。我们有某一个叫作作用量 S 的量。它 
是动能减去势能后对时间的积分。 

作用量 =S = 动能一势能) ck . 
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记住势能和动能两者都是时间的函数。对每条不同的可能路径你将获得有关这个作用置不 
同的值。我们的数学问题是找出使这个数值最小的那一条曲线。 

你会说一呵，那不过是普通微积分学中的极大和极小问题罢了。在算出了作用量之 
后，只要求导就能找出那个极小值。 

但是要小心。通常我们只有某变置的函数，而我们得求出使该函数为最小或最大的那 
个变暈值。例如，设我们有一根棒，在其中部已加了热，因而热量将向两边传送出去。对于 
棒一点都有一个温度，而我们必须找出温度最高的那一点。但现在对于空间每一条路 
g 我们有一个数值一完全不同的事件——而我们得找出那一条会使该数值极小的空间路 
1。那是完全不同的一个数学分支。它并不是普通的微积分。事实上，它被称为 变分学 。 

' 有许多问题属于这一类数学。例如，圆周往往被定义为与一固定点的距离为所 
有点的轨迹。但圆周还有另一种定义的方 法：圆 周是具有给定长度而包围最大面积的那条 
曲线。对于给定周长来说，任何其他曲线所包围的面积都比圆周包围的要小。因此，若我们 
提出这样一个问 题:试 求给定周长而能包围最大面积的那条曲线，我们就会有一个变分学问 
题一与你们熟悉的有所不同的一种微积分。 

这样,我们就对一物体的路径进行计算。这里介绍一下将用的方法。我们的意图 是：设 
想一条正确的路径，以及画出任何其他都是错误的路径，因而若对错误路径算出作用量，则 
将得到一个比按正确路径算得的作用 ft 要大的结果（图19-5)。 



图 19-5 田 19-6 

习题 ：试找 出真实路径。它到底在哪里？当然，一种方法是去算出千千万万条路径上的 
作用最，再找出哪一条是最小的。当你找到了那条最小的时，它就是正确的路径了。 

那是一种可能途径，但我们却能够比这做得更好些。当有一个具有极小值的量一 
例如像温度那样的普通函数——时，极小值就有这么一个特点 ：若变 量偏离极小值位置为 
•7 m ，则函数与极小值的偏差仅为二级小量。在该曲线的任何其他部分，若原位置 
小距离，则函数值也将改变一级小量。但在极小处，一个微小的偏离在一级近 
似下函数不产生差异（图19-6)。 

这就是我们将用来计算真实路径的办法。如果已有一条真实路径，那么一条与它只有 
微小差别的曲线,其作用量在一级近似下将不会造成什么差别。若确实有一个极小值的话， 
则任何差别都将在二级近似内。 
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那不难证明。若当我们使曲线偏离某个路 
径时发生一个一级小量的变化，则作用量就有 
一个与该偏离成正比的变化。这变化大概会使 
作用量变得较大，否则我们就不会得到一个极 
小值了。但是若该变化与偏离成正比，则改变 
偏离的符号将会使作用量变得^ Tk 们将获 
得这样的作用量，沿一条路径它增加，而沿另一 
条路径它减少。作用量真正能够是极小值的唯 
一路径，是作用量在一级近似下不做任何改变 
的路径。而作用量的改变是与对真实路径偏离 
的平方成正比的。 图 19-7 

所以我们就这样来 做：称 £ i £)( 下边加一底线）为真实路径——即我们试图要寻找的。 
取某条尝试路径 x (<>, 与该真实路径有一微小差别，这差别我们称之为 7 (/),见图19-7。 

现在我们的想法 是:若 对路径 x (0 计算作用 ft S , 则这个 S 与我们对路径所算出的 
作用量——为了简化写法，我们可叫它作多——之差，即 S 与芝之差，在小 7 的一级近似下应 
等于零。这差可以是二级小 S , 但在一级近似下这差必须为零。 

而这对于任何一个7都必定是正确的。噢，还未尽然。这方法不会具有任何意义，除非 
你所考虑的各路径彼此都有相同的起点和终点一每条路径都在时刻从某点出发而在 
h 时刻到达另一点,这些地点和时间都保持固定不变。因此，我们的偏离7在每一端都应等 
于零，即 7(^) = 0和 7 (“> = 0。有了这个条件，我们的数学问题才告确定。 

要是你完全不懂得微积分，为了求一普通函数 /( i > 的极小值你或许也是这样做。你可 
能会讨论如果对 /( ： t) 中的： r 加一小 M A 后会发生的情况，并论证以 A 的一次幂对 /(x) 的 
修正在极小值处必然等于零。你会以1 + A 取代： r 并展开至 A 的一次……正如我们将要 
对7做的那样。 

于是我们的想法是，把 x ( f ) + 代入作用《公式中， 

式中 VU ) 代表势能。而 cLr / di 这个微商当然就是的微商再加上的微商，所以对于 
作用最我得到这个表 达式： 

现在我必须写得更详尽些。对于该平方项得到 

(钉+ 2 釣+郎 

可是请等一等。对高于一次幂的项我并不在意，因而将所有含有和更高次幂的项都取出 
来并放进一个标明“二次和更高次项”的小箱 子中。 从上式中的这一平方项我只得到二次 
幂，但从其他方面还可得到更多一些东西。因此，动能部分就是 







I 费恩曼物理学讲义（第 2 卷） 

f(t) 2+ -tS+ (二 阶和更高阶项 )• 

现在我们需要一个在£+ >?处的势能 V 。我认为 7 是小量，因而可以将写成泰勒 
级数。它近似地等于 V ( £ >, 在下一级近似下(按微商的通常性质）则该修正的应该是 7 乘以 
V 对 I 的变化率，如此 等等： 

V(x + 7 ) = V ( x )4 - r / V '( x ) + iv "( £ ) + - 

为了简化书写，我已将 V 对 I 的微商写成 V '。至于项以及其后面各项则都落在“二阶和 
更高阶项”的范畴之内，而我们便不需对之操心了。将所有这一切都合起来 ，得： 

S =广 [f (营 ) 2 - V ( x )+ m ^^-, V ， U ) + (二阶和更高阶项)]也 

现在，如果我们对事情观察得仔细些，则会见到我在这里整理好的头两项相当于用真实路径 
i 应该计算出来的作 用置尽 ，而我要集中注意力的东西乃是 S 的变化—— S 与对正确路径所 
应得的兰之间的差。我们把这差写成 5 S , 并称之为 S 的变分。略去那些“二阶和更高阶项”， 
则对于 SS 得 


叫::卜 ㈣ - 〆 (斗. 

现在的问题是 ：这里 是某个积分。虽然我还不知道£是什么，但我确实知道不管？愚什 
这一积分必须等于零。噢，你试想想，这件事可能发生的唯一办法就是乘上' 
i 是零。可是含有 d 7 / dt 的第一项又怎么样呢？噢，归根到底，既然 7 可以是任何变 M , 它 
的微商也是任何变员，因而你可以断定 d 7 / dz 的系数也必定等于零。那样讲不完全正确。 
之所以不完全正确是因为7与它的微商之间存在着联系，它们并非完全独立，因为 7 ( 0 必须 
在 6 和^两个时刻都等于零。 

在变分学中解决一切问题的方法总要用到相同的普遍原理。即首先对你所要变化的东 
西做一个移动（像我们上面通过加 7 而做到的那样），旨在寻找一级小最 的项； 然卮又总是把 
积分安排成含有“某种东西乘以移动（ 7 )”的形式，而其中又不含有其他微商（没有 d 7 / d0 。 
为此必须重新安排以便总是“某件东西”乘以7。过了一会你将会看出这样做的巨大价值 
(也有一些公式会告诉你，在某些情况下如何不经实际计算就能获得结果，但这样一些公式 
都不够普遍，所以就不值得你去 关注； 最好的办法还是按照上述这一种方法把它算出来）。 

怎么才能将项重新安排使其含有 7 呢？回答是通过分部积分就可以做到。事实 
证明，变分学的全部巧妙就在于先写下 S 的变分，然后利用分部积分使得 7 的微商消去。在 
微商会出现的每个问题中总是采取相同的办法。 

你回忆一下分部积分的一般原理。如果你有任意函数/乘以和 Ak 并对 Z 积分，可以 
写下 7 /的 微商： 



你所要的积分是对末一项而积的，因此, 
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在我们关于 5 S 的公式中，函数/就是 m 乘以45 / d /, 因此，我得到下列关于 5 S 的 公式： 

首项必须在 6 和^两个限上算出来。然后我还必须对那个从分部积分剩下来的部分积分。 
末项则是照抄下来的，没有什么改变。 

现在碰到一件总会发生的事情一积出的部分不见了（事实上，如果该被积出的部分不 
消失，则你就应当重申该原理,并加上一些条件以确保其消 失）。 我们已经说过，在路径两端 
7必须是零，因为该原理要求只有在该变化曲线开始并终结于选定的点时作用 tt 才是一极 
小值，这条件就是 ■?(/,)=()* ,(/ 2 ) = 0,所以该项积分结果为零。我们将其他各项都集合 
起来并 得到： 

ss = I* m ^ — V'(£)>0)dt. 

S 的变分现在就成为我们所希望得到的形式了——在该方括号内的各项，比方说 F , 全都乘 
上了 〆 *)并从 fi 积至 t 2 。 

我们得到了某种东西乘以 7(0 的积分总等 于零： 

JV(0 7 (0dt = 0. 

这里我有 Z 的某个函数，再以 7 (0相乘，并从一端至另一端对它积分。而不论是什么，结 
果始终为零。这意味着函数 FU ) 是零。尽管这很明显，但无论如何我会给你证明看看。 

假设对于亨(0,我选取除了某一特定 t 值 

外》余-切 * 上薷等于零的《金燉。在 

：<!/'. ^ ' 5 i ； ： rwi' W ： ^^ h 

我们⑽到錢处的 f ffi 乘以糾脉冲的积 

对 r - 脉冲木 1 剔 h ;:(、会 h 本] u i 乘 

上了 f •之后它就必须等 于零; 所以函数 f 在脉 

冲处必然为零。但由于脉冲发生在我们想要它 m 19 . 8 

发生的任何地方，因而 F 就必须处处为零。 

我们看到，如果对于任何 7 ，我们的积分为零，则7的系数必须为零，只有满足这个复杂 
微分方程 

卜聲 - V ’ (5) ]=0 
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的那条路径,作用量积分才将是极小值。实则它并非那么复杂，你以前就见过这方程，它不 
过是 F =胃罢了。第一项是质量乘加速度，而第二项则是势能的微商，那就是力。 

所以，至少对于一个保守系统来说，我们已证明最小作用量原理给出了正确答案。它表 
明，具有最小作用量的那条路径就是满足牛顿定律的那条路径。 

一个 述评: 我从未证明它是一个 极小值 ——也许是一个极大值。事实上，它的确不必是 
一个极小值。这与我们过去在讨论发现的那个“最少时间原理”十分类似。在那里 
我们起初也曾说过是“最少”时间。然而事实却证明，会有时间并非§2的一些情况。基本 
原理是，对于任何离开光学路径的一级变化，时间的变化 为零; 情况与此完全一样。所谓“最 
小”我们实在是指，当你改变路径时， S 值的一级变化为零。它未必是“极小”。 

其次，我谈论一些推广的问题。第一，可以推广至三维，即不只是 X, 我可能有 ar, ;y 和 Z 
作为 t 的函数，此时作用量更为复杂。对于三维运动，你必须用到完整的动能—— ( m /2) 乘 
上整个速度的平方。这就是 

_ = ?[(訂 + ( 钉 + ( 訂] • 

并且，势能也是 UV 和 z 的函数。而路径究竟如何呢？路径是空间中某条一般的曲线，它 
很不容易画出来,但意思却是一样的。不过 7 又是怎么回事？噢，7可以有三个分置。你可 
以在 x 方向、: y 方向或 z 方向一也可以同时在所有三个方向移动路径，所以 7 应该是一个 
矢 M 。 然而，这样做实际上并未把事情弄得过于复杂。由于只有一缉变分必须为芩，我们便 
可以通过三个连续移动而进行计算。可仅仅在 I 方向移 动！? ，而说明它的系数必须为零，这 
样就得到一个方程，然后在: V 方向移动而得到另一个方程，又在 Z 方向得到第三个。当然， 
或者按照你所喜欢的任一种次序进行。无论如何，你得到了三个方程。而牛顿定律实际上 
就是在三维空间中的三个方程一对每一分 M 就有一个。我想你实际上能够明白，这是一 
定行得通的，但这个三维问题仍留给你自己去证明。顺便提一下，你也可以采用任一种你所 
宫欢的坐标系，诸如极坐标或其他坐标，通过观察你在半径、角度或其他坐标方向移动7时 
发生的事情，就会立即得出适用于该坐标系的牛顿定律。 

同样，这一方法也可推广至任何数目的粒子。例如，如果你有两个粒子，而在它们之间 
有作用力，因而就有相互作用势能，那么你只要将这两粒子的动能相加并取它们间的相互作 
用能作为势能。对此你想要变化什么东西呢？势必变化$粒子的路径。于是，对于在三维 
中运动的两个粒子,就总共有六个方程。你可以在 I 方向、： y 方向和 z 方向变更第一个粒 
子的位置，而对于第二个粒子也是这样做，因而就有六个方程。而这是理应如此的。其中三 
个方程确定了第一个粒子受力作用时的加速度，而另外三个则确定第二个粒子受力作用时 
的加速度。你继续坚持进行同样的游戏，就会得到关于任何数目的粒子在三维中的牛顿 
定律。 

我刚才说过，我们得到了牛顿定律。这并非十分正确，因为牛顿定律还包括像摩擦一类 
非保守力。牛顿说等于任何可是最小作用量原理却只适用于 g 宝系——那里所有 
的力都可以从势函数获得。然而，你知道，在微观层次——即在物理学最深入的层次一并 
没有非保守力。像摩擦力那样的非保守力，之所以出现乃是由于我们忽略了微观上的复杂 
性——存在的粒子实在太多难于分析。但基本定律却都可以放进最小作用原理的形式之中。 
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让我继续来做进一步的推广。假定我们问起粒子做相对论性的运动时会发生什么情 
况，而上面还未获得正确的相对论性运动 方程； F = rm 只对于非相对论才正确。问题 
是：对 于相对论性的情况是否有一个对应的最小作用置原理？回答是肯定的。对于相对 
论性情况其公式 如下： 

S ―― 讲。/]", 1 d / c l dr —[^( x , y , z , t ) — v • A ( x , y , z , t )] d «. 

这个作用置积分的第一部分是粒子的静质量 m 。 乘以 d 再乘以对于速度函数 yi - W 的 
积分。后一项不再是势能，却是一个对于标势#和对于 v 乘以矢势 A 的积分。当然，此时我 
们只包括电磁力。所有的电场和磁场都是由#和為提供的。这一个作用量函数对于单个粒 
子在电磁场中的相对论性运动给出完整的理论。 

.当然，毎当我写出》时，你总会明白，在试图做出任何计算之前，得先用 dx / dt 来代替 
并对其他各分 M 也都这样做。而且，你还必须把沿路径在 t 时刻的一点写成 1(0, 
y (, t ), 而这些在上式中我只是简单地写作 X , ; y , z 。 严格讲，只有当你已经对 V 等做了 

这种代换以后，你才能有一个关于相对论性粒子的作用量公式。事实上这个作用量公式确 
能给出那些正确的相对论性运动方程，我将把这一问题的证明留给你们中那些较机敏的人 
去做。 我是否可建议你们先做没有 A 、 亦即没有磁场的情况？此时你应当得到运动方程 
dp/dt =一9▽乡的各分置，其中你会记起/> = mv / v /1 — if / c 1 . 

把存在矢势的情况也包括进去就困难多了。那些变分变得相当复杂。可是 ft 终，解得 
的力项确实为 9 (E + vXB ), 正该如此。但我将把这留给你们去考虑。 

我想要强调，在一般情况下，比如在相对论公式中，那作用 S 的被积函数不再具有动能 
减去势能的形式。那是只有在非相对论性的近似下才正确的。例如， mjVl - W 这一 
项就不是我们所称的动能了。对于在任何特定情况下作用 ft 应该是什么的问题必须通过某 
种试试改改的办法来确定。这与首先确定什么是运动定律的问埋恰好相同。你只要对所已 
知的一些方程反复尝试，就看出你能否把它们纳入最小作用量的形式之中。 

还有一点是关于名称方面的。那个经过对时间积分就可以得到作用 tt S 的函数称为 
拉格朗日函数笔它只是粒子的速度和 位置的 函数。因此 最小作 用原理也就可以写成 

S = Vt)dt, 

其中: c . 和％指位置和速度的所有分置。所以如果你听到有人正在谈论“拉氏函数”， 
你就会知道他们是在谈论那个要用来求出 S 的函数。对于在电磁场中的相对论性运动， 

!£ =— to 0 c * i/l — k 1 / c * — q — v • A ). 

并且，我还应该讲，对于大多数讲究准确和学究式的人物来说, S 实际上并非叫作“作用 
量”，它称为“哈密顿第一主函数”。现在，我讨厌的是，要来做一次关于“最小哈密顿第一主 
函数原理”的演讲。所以就把它叫作“作用量”吧。而且,会有越来越多的人正把它称为作用 
置。在历史上你看到还有许多不那么有用的东西也曾被称为作用量，但我想更合理的还是 
改用一个新一点的定义。所以现在你也将这个新函数叫作作用量，而不久人人都会用这个 
简单名字去称呼它了。 
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图 19-9 


现在，我要对这一课题做些讨论，它们与以前 
我对最少时间原理所做的讨论相似。一个宣称从 
一处到另一处的某个积分是一极小值的定律一 
这会告诉我们有关全过程的某种东西——与一 
个宣称当你沿路径行进时、有一个力在使它加速 
的定律相比，它们的特性有很大差别。第二种办 
法，告诉你如何沿着路径一点一点地 前进； 而另 
一种办法，是关于整个路径的全面描述。在光的 
情况下，我们已谈论过这两者间的关系。现在， 
我来解释在有了这类最小作用原理时，为什么还 


会有微分定律。原因是这 样的： 试考虑在时间和空间中的那条实际路径。如前一样,让我们 
仅仅考虑一维，从而可把 I 作为 f 的函数画成曲线。沿这一真实路径, S 是极小值。假定已 
有了该真实路径，而它在空间和时间上既通过某点 a , 又通过附近另一点6,见图19-9。现 
在，如果从6至^整个积分是极小值，那么就有必要沿 a 至6的小段积分也是极小值。不 


可能在 a 至 6 这一部分就稍微多一点。因为不然的话，就总能仅仅拨动这段路径而使整个 


积分值稍微降低。 


所以在这条路径中的每一小段也必然是极小值。并且不管该小段如何短，这都是正确 
的。因此，整个路径给出极小值的原理，也可说成路径的每一无限小线段也是具有最小作用 
tt 的那种曲线。现在若我们取路径上足够短的一段——在十分靠近的 a 与6两点之间一 
那么在遥远处势能如何逐点变化就是无足轻重的事情了，因为在那整 整一小 段路径上你几 
乎总是呆在同一个地点。你必须加以讨论的唯一事情就是势能中的一级 变化。 答案只能取 
决于势能的微商而不是在各处的势能。所以关于整条路径的总性质的陈述就变成对一小段 

路径会发生的亊情的陈述-种微分式描述。而这一种微分式描述就仅仅涉及到势能的 

微商，也就是在一点处的力。这就是总体定律与微分定律之间关系的一种定性解释。 

在光的情况下，我们也曾讨论过这 问题: 粒子怎么会找到它的正确路径呢？从微分的观 
点，那是容易理解的。它获得加速度的每个瞬时仅仅知道在该时刻做些什么。可是如果你 
讲粒子决定选取将给出最小作用量的路径，那你关于因果的全部直觉就发生了混乱。为了 
找出邻近路径是否具有更多的作用 ft , 它“闻出”它们了吗？在光的情况下，当我们放置一些 
光学元件在光所经过的道路上、以致光子们不能检査所有的路径时，我们便发现它们不再能 
算出该走哪一条路，从而就有了衍射现象。 


这类事情在力学中也会发生吗？粒子真的不仅仅能选取正确路径，而且还会审査所有 
其他的各种可能路径吗？而且，若在路途上设置一些东西以阻止其向四处张望，我们也能得 
到与衍射类似的现象吗？当然，一切令人惊奇之处就在于，事情恰恰是这样。这正是量子力 
学定律所说的。因此，我们的最小作用原理还是陈述得不完全。并非粒子选取了作用最小 
的那条路径，而是它对附近的所有路线都闻过，从而按照与光选择最短时间类似的方法来选 
取一条具有最小作用量的路径。你应记得,光选取最短时间的办法是这 样的： 要是它遵循一 


条需要不同时间的路径，则当它到达时就有不同相位。而在某一点上的总振幅等于光能到 


达的所有不同路径振幅贡献的总和。所有那些提供相位差异很大的路径将不会合成任何东 


西。但如果你能找出一整序列路径,它们都具有几乎相同的相位，则小小的贡献便将加在一起 







一第 19 章最 小作用 量原理 | 253 

而在到达之处得到一个可观的总振幅。因此，重要路径就成为许多能给出相同相位彼此靠近 
的路径。 

对于量子力学，事情恰巧完全相同。整个置子力学（对于非相对论情况，并略去电子自 
旋)是这样处理 的:一 个粒子在时刻从点】出发，将在0到达点2的概率等于概率幅的平 
方。总概率幅可以写成每一可能路径一每一条到达的途径一的各概率幅之和。对于我 
们可能有的每个: t ( f ) ——对于每条可能想象出来的轨道——我们就得算出一个概率幅。 

然后再把它们相加起来。对于每条路径，我们认为概率幅是什么呢？上述作用量积分告诉 
我们,对于一条单独路径其概率幅应该是什么。概率幅正比于某个常数乘/ A ，其中 S 就是 
对那条路径的作用量。这就是说，如果我们用一个复数来表示概率幅的相位，则相角就是 
S / fc 。 作用置 S 具有能 ft 乘时间的量纲，而普朗克常量 fc 也具有相同的量纲。它是判定 ft 
子力学什么时候才显得重要的一个常数。 

这就是它工作的原 理:假 设对所有路径，与相比 S 很大，则一条路径贡 献一定 的概率 
幅。对于附近一条路径，该相位已很不相同，因为对于巨大的 S , 即使 S 的一个小小变化也 
意味着一个完全不同的相位—— 因为 k 是那么小。所以在求和时，互相靠近的路径一般都 
会将其效应互相抵消一除了一个区域以外，而这个区域一条路径与其邻近路径在一级近 
似下全都会给出相同的相位（更准确地说，在*范围内给出相同的作用试），只有这些路径才 
是重要的。因此，在普朗克常 M fc 趋于零的极限情况下，正确的 S 子力学规律可以总结成简 
单的一 句话: 14 忘记所有这些概率幅吧。粒子就在一条特殊路径上运动，那是在一级近似下 
S 不发生变化的一条路径”。这就是最小作用原理与懂子力学之间的关系。 tt 子力学可以 
用这种形式来表达的事实，是由本次演讲开头曾提及的同一位教师巴德先生的另一名学生 
在1942年发现的[置子力学原本是通过给出关于概率幅的微分方程(薛定谔 首创〉 以及通过 
某种其他矩阵数学(海森伯首创）而表达出来的]。 

现在要来谈谈物理学中其他的极小原理.其中有许多是很有意义的。我并不想马上就 
将它们全都罗列出来，而只打算再描述其中的一种。以后，当我们面临一个具有漂亮的极小 
原理的物理现象时，我将随时结合它来谈。现在我要来证 明：不 必通过给出场的微分方程， 
而是通过讲述某个积分是极大或极小值,就能够描述静电学。首先，让我们考虑电荷密度处 
处已知的情况，而问题就在于求出空间中每一处的电势允你知道答案应 该是： 

V 2 1> =— p /< 0 . 

但表述这相同事件的另一种办法却 是:计 算积分: 

U- = ■|-J(W) , dV-|^dV, 

这是一个对全部空间进行的体积分。对于正确的势分布 ： y , z ), IT 是极小值。 

我们可以证明，这两种关于静电学的表述是等效的。现在假定选取任意函数纟。要求 
证明 ：当我 们认为 > 是正确的势#加上一个小的偏离/时，则在一级近似下的变化为零。 
因此我们记作 

4 -= f + f . 

多就是我们所要寻找的，但现在给它造成一种变化，以找出它必须怎样才能使^的变分在 



254 I 费恩曼物理学讲义（第 2 卷） 

一级近似下为零。对于 U " 中的第一部分，我们有必要写成 

(W* = (V^) l +2V# - V/+(V/) 2 . 


式中会变化的唯一一个一级项为 

2 v ^ - yf . 

在 [/• 的第二项中，被积函数为 

〆 = pi +pf , 

其变化部分为 p /。 因此，若只保留那些变化的部分，则需要有下面的 积分： 

Atr = |(<. v_^ • yf-pf)dv. 

现在，根据以往的普遍法则，我们必须得到经过了补缀的完全去掉 / 的微商的那种东 
西。让我们看看那些微商是什么。上式中的点积为 

df af t af a/ , af af 

I + s 

dx dx dy dy 3 z dz 

我们得把它们对工,对 j 和对 Z 进行积分。原来窍门就在 这里： 若要将 a //3 x 去掉，就必须 
对工进行分部积分，这样就会把微商移到 >上去。这与我们过去常用来去掉对《微商的那 
种一般想法是相同的。我们利用 等式： 



等号右边已积出的项为零，因为我们必须使/在无限远处为零[这相当于使彳在 t , 和 g 
时为零。因此，我们的原理就应该更准确地 说成： 对于正确的势 IT 比对任何其他势 
Kx , y , Z ) 都小，而在无限远处#和#则有相同的值]。然后我们对于^和 Z 也这样做。 
因而 ALT 的积分为 

ALT = J(_, 。 户 ) /dV_ 

为了使这一变分对于任何/—不管是什么一都为零,/的系数就必须为零，因而 

V 2 ^ =—(0/(0. 

我们又回到了原来的方程。因而上述的■■极小”命题是正确的。 

如果我们采用稍微不同的方法来做上述代费运算，就可以使命题普遍化。让我们回到 
原来的式子，不计算各分量，而直接做分部积分。注意下列这个 等式： 

▽ . (/▽/)=▽/• ViM-/vV. 

如果算出左边的微分，就能证明它刚好等于右边。现在可以利用这一等式进行分部积分。 
在上述 ait 的积分中，用 (/ ▽幻 _/ v ^ 代替 •▽/, 而后对体积进行积分。其中散 
度项的体积分可以用面积分 代替： 

J V - (/ ▽ 多 ) dV = J/V^ - nda. 
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由于是对全部空间积分，所以积分的面位于无限远处。由于那里的/等于零，因而得到与 
前面相同的答案。 

只有现在我们才明白怎样求解这样的一个问题，即我们王知道其中全部电荷如何分布。 
假设我们有些导体，电荷以某种方式分布在其上面,只要所 f 导体的电势都固定不变，则我 
们仍然能够应用极小原理。对 IT 的积分仅在一切导体之外的空间中进行。这时，由于不 
能使导体上的4发生变化，所以在所有导体的表面上/都等于零，因而面积分 

|/V^ - nda 

仍然为零。剩下来的体积分 

△I/. = J (- <0 V^-p)/dV 

只在各导体之间的空间中进行。当然，我们再次得到泊松 方程： 

=—p/<o. 

这样就证明了原来的积分 cr 也是一个极小，只要在电势全都固定的各导体外的空间里进 
行计算[这就是说，当 x, y, r 是导体表面上的一点时，任何尝试函数 ^(x, 3-. 幻都必须等 
于该导体的给定电势]。 

—个有趣的情况是电荷只存在于导体上。这时 
U - = 

我们的极小原理讲，在一组导体都处于某些给定电势的情况下，它们之间的势就会自动调整 
到使积分 LT 为 最小。 这个积分是什么呢？由于项就是电场，因而该积分就是静电能。 
真实的场是在所有来自电势梯度的场中总能燉最小的那个场。 

我想要利用这一结果来算出某个具体的东西，从而给你们看春这些东西实际上是非常 
有用的。假设我取两个导体构成一柱形电容器（图 
19-10), 内部的导体具有电势V,而外面的导体电 
势为零。令内、外两个导体的半径分别为 a 和6。 

现在可以假定它们之间的电势分布。如果我 
们采用额的必并算出 , 0 / z \(, VfYAV , 则它应当 

是系统的能量，即因此，也可以根据我们的 

原理算出 C。 但若采用错误的势分布并试图用这 
个办法来算出 C, 则我们得到的电容将太大。因为 
电势V已经被规定了，所以任何假定出来的、并非 
严格等于正确电势的纟,都会给出一个比正确值要 
大的假的 C。 不过如果我的辅助的#是任意的粗略近似，则 C 将是一个良好的近似，因为 C 
的误差比#的误差要高一级。 

假设我不知道一个柱形电容器的电容，那我就可以利用这一原理来找到它。我只要不 
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断对势函数纟进行猜测直到获得最低的 c 值为止。例如，假定我选取一个与恒定电场相对 
应的势（当然，你知道，这里的场实际上不是恒定的，它会随 1/ r 变化）。一个恒定场意味着 
一个与距离成正比的势。为适合两导体所在处的条件，它必须是 

卜以 1 —曰) • 

这个函数在 r = a 处为 V ,在 r = 6处为零，而在两者之间的势则有等于 一 V /(6_ a ) 的固定 
斜率。所以为了求得积分 LT ，我们所要做的就是将这个#的梯度的平方乘以 a /2 并对全 
部体积求积分。让我们对单位长度的圆柱做这种计算。在半径 r 处的体积元为 27 rrdr , 进 
行积分，我对求电容的第一次尝试就得到 

(第一次尝试 ) = • 

这积分不难，它正好为 

叫民). 

这样我就有了一个关于电容的公式，它虽然不正确，但却是一种近似 结果： 

C = b + a 
2n<o 2{b 一 a)' 

自然，它与正确答案 c = 2«<。 fln(b/a) 不同，但并非太坏。让我们对几个 6/ a 值把它与正确 
答案做比较，所得结果如下表 所列： 


土 

a 

2 mo 

€(■ 次 

2nto 

2 

1.442 3 

1.500 

4 

0.721 

0. 833 

10 

0.434 

0.612 

100 

0.217 

0.51 

1.5 

2. 466 2 

2.50 

1.1 

10. 492 059 

10. 500 000 


即使当 6 /a 大至2时一稠电场来讲,与一个线性变化的场相比它给出了相当大的改变—— 
我仍获得了相当好的近似。当然，正如所预期的那样，答案稍微偏高 一些。 如果你把一根细导 
线放在一个大圆柱之中，事情就格得多。这时场已有了巨大变化,而倘若你还是用一个恒定场 
来代表它，那你就干得不太好了。当 6/a = 100 时，我们偏离了几乎 2 倍。对于小的 6/a, 则事 
情要好得多。试取与刚才极端相反的情况，当两导体相距不远一比方说 6/a = 1.1 — 
时，则恒定场就 是一个 相当好的近似，而我们会得到误差在千分之一以内的正确 C 值。 

现在我要来告诉你，如何可改进这种计算（当然，对于柱形电容器来说你已经知道它的 
正确答案，但对于其他一些你还不知道其正确答案的古怪形状,所用方法仍然与此相同）。 
下一步对未知的正确 > 尝试较好的近似。例如，你也许会试一试一个常数加上一个指数函 
数的纟，如此等等。但除非你已知道正确的纟，否则你怎么会知道何时才能得到一个较好的 
近似呢？答案 ：你把 C 算出来，最低的 C 值就是最接近于正确的值。让我们来尝试这一想 
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法。假定电势不是 r 的线性函数而是 r 的二次函数——电场不是恒定的而是线性的。能够 
适合在 r = 6处# = 0、而在 r = a 处# = V 这种条件的最一躲的二次形式的必为 

卜十 Mg )- (1+«0(曰门， 

式中 a 为一任意常数。这公式稍微复杂了一点。在势中除了一个线性项外还包括一个二次 
项。很容易从它得到场，该场正好为 

现在我们必须将上式加以平方并对体积进行积分。但请等一等。我应当给 a 取个什么值 
呢？我可以对4取一条抛物线，然而是什么样的抛物线呢？这里我所要做的是 ：用任 奪一个 
a 算出电容。得到的结果是 

这看来还是稍微复杂一点,但它是从对场的平方进行积分而得到的。现在我可以选择<» 了。 
我知道正确结果总是比我将要算出的任何值都小，因而不管我代入什么 a 值总会得到一个 
太大的答案。但如果我保持着玩弄 a 并得到一个我所能得到的最低的可能值，则这个敁低 
值就会比其他任何值都更接近于真实的值。所以我将要做的下一件寧就是去拣出会提供极 
小 C 值的那个 0 。按照普通的微积分来计算，我得到极小的 C 出现在《 =—26/(6 + a ) 时， 
将此值代入上面的公式中，得到的极小电 容为： 

C _ b 2 4- 4 o /> + a 2 
2 n « 0 3(6* 一 a * ) 

对于各种不同的 6/ a 值我已经算出了由这一公式所给出的 C 值。我将称这些数值为 C 
(二次），这里是 C (二次）与正确 C 的对照表。 


b_ 

a 

2wo 

2nto 

2 

1.442 3 

1.444 

4 

0.721 

0. 733 

10 

0.434 

0.475 

100 

0.217 

0.346 

1.5 

2. 466 2 

2. 466 7 

1.1 

10. 492 059 

10. 492 065 


例如，当两半径之比为2比1时,我得到1.444,这对于正确答案 1.442 3来说已经是一 
个很好的近似。即使对于较大的 6/ a , 它仍旧相当好一比一次近似要好 得多。 当6厶为 
10比1时，还是相当准确——只偏离10%。但当达到100比1时，事情就开始变梢。 
我所得到的 C /2 W 。 是 0.346 而不是0.217。在另一方面，对于 L 5的半径比，该答案非常 
好； 至于 1. 1的 6/ a , 答案表明是 10. 492 065而不是 10. 492 059。这里答案应该是好的，它就 
已经非常非常好了。 

我已经举出了好几个例子，首先为了表明极小作用量原理和一般的极小原理的理论价 
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值，其次在于表明它们的实用价值——不仅仅去算出我们已明知其答案的电容。对于任何 
其他形状的电容，你可以用某些像 a 那样的未知参数去猜测一个近似的场，并调整这些参数 
以获得一个极小值。对于其他方法难以处理的一些问题，用此法你将得极好的数值结果。 

§19-2 演讲后补充的一段笔记 

我愿意补充一点我没有时间在课堂上讲的东西（似乎我准备的材料总是比我有时间讲 
到的要多）。正如我曾经提到的，当准备这一演讲时我对一个问题产生了兴趣。我要告诉你 
们这是个什么问题。在我上面所提及的极小原理中，我曾注意到其中大多数以不同的方法 
来自力学和电动力学中的最小作用量原理。但也有一类并非如此。作为一个例子，若电流 
通过某一块材料时遵从欧姆定律，则在这块材料中的电流就会分布得使热量的产生率尽可 
能小。我们也可以讲（如果材料都保持等温的 话）， 能置的产生率是一极小值。那么,按照经 
典理论，这一原理甚至也适用于确定载流金属内部电子的速度分布。速度的这种分布并非 
是严格的平衡分布[见第1卷第40章，式 (40.6)], 因为电子正在向側面漂移。这一新的分 
布可以从下述原理找到，即对某个给定的电流，它是使得因碰掩每秒所产生的熵尽可能少的 
一种分布。然而，关于电子行为的正确描述应该是由置子力学给出的。于是问题就是 ：当情 
况要用量子力学来描述时，同样的极小熵产生原理是否仍然正确？我对此还未找到答案。 

当然，这问题在理论上是很重要的。像这样的原理是令人神往的，而且尝试看清其普遍 
性如何始终是值得的。但从一个更为实用的观点来说,我也希望去了解它。我与几位同事 
曾经发表过一篇论文，其中我们根据璗子力学近似地计算过一个运动电子通过一块像 NaCl 
那样的离子晶体时所感受到的电阻 [ Feynman ， Hellwarth ， Iddings , and Platzman . Mobility of 
Slow Electrons in a Polar Crystal . Phys . Rev . f 1962, 127 : 1004] 0 但要是极小原理存在， 
则我们可以用它做出更为精确的结果，就像有关电容器电容的极小原理曾经允许我们对电 
容获得那样高的准确度那样，尽管我们只有初步的电场知识。 



第 20 章麦克斯韦方程组在自由空间中的解^ 


§20-1 自由空间中 的波； 平面波 


在第18章中，我们就已经达到拥有完整形式的麦克斯韦方程组的目的。对电磁场的经 


典理论所要知道的一切知识，全都可以在下列四个方程中 求得： 

i. n. VXE=-^ 

<0 ot 

in. V - B=0 IV. c z VXB=^+^ 

<0 


( 20 . 1 ) 


当我们把所有这些方程都合在一起时，一个惊人的新现象出现了 ：由运 动电荷所产生的场可 
以离开源而独自通过空间传播。我们曾考虑过一个特殊例子，在其中一无限大电流片被突 
然地开通。当电流已经开通了时间 t 之后，就有均匀的电场和磁场从源处扩展至距离 
假设该电流片被 S 在: yz 平面上，且具有沿正: y 方向的面电流密度 J ,则电场将只有一个 ; y 
分最， 而磁场只有一个 z 分 ft 。 在: r 轴的正方向小于《的地方，这些场的分 ft 由下式 给出： 

E , = cB . =— (20.2) 


但对于 X 大于 Ct 的地方，这些场都是零。当然，也有相似的场从该电流片向负 X 方向传播 


而达到相同的距离(在图 20-1 中我们画出了作为 X 函数的场其大小在时 刻/的图形〉 。随 


着时间的推移，在^处的“波前”会以恒定速度 c 
沿 x 方向往外传播。 

现在，试考虑下述的事件次序。首先开通单 
位强度的电流并经历了一段时间，然后突然把电 
流强度增加至三个单位，并从此一直保持在这一 
数值上。这时场会像个什么样子呢？我们能够用 
如下方式来看个究竟。首先，设想有一单位强度 
的电流在 f = 0 时开通，并且永不改变。这样，对 
于在: c 正向的场，其图形就由图 20-2 U ) 给出。 




\E\^c\B\ 






- c/ 

« * 


图 20-1 在电流片接通后的*时刻，作为 : r 
函数的电场和磁场 


其次，我们要问，若在 r , 时刻开通两个单位的恒定电流又将发生什么呢？ 

在这一情况下场将比原来增强一倍，但在 x 方向仅传播到)那么远的距离，如图 
20-2( b ) 所示。当我们运用叠加原理而把这两个解相加起来时，就会发现这两个源之和在 


* 参考： 第一卷47章声，波动 方程；第一卷 28章，电磁辐射 
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从零至 A 的时间里电流为一单位而在大于6的时间 
里电流为三单位。在 f 时刻则场随距离 I 变化的情 


⑷ 

ct X 

- 


( b ) C 


- 



~l 

C 

( c ) 

(f-t,) Ct X 


图 20-2 由一电流片产生的电场。 

(a) 在 < = 0 时，一单位电流被接通 i 

( b ) 在< =«，时,二个单位的电流被接 

通； （ C >(«) 和 （ b > 两者的鲁加 


形如图 20-2( c > 所示。 

现在，让我们处理一个较复杂的问题。考虑这样 
—种电流，开通至一单位强度，过了一会儿之后，又增 
强至三个单位，再过些时间便完全给截断。对于这么 
_种电流，场又将如何呢？我们能够按照同样的办法 
来求出解答一把三个分开着的问题的解都相加起 
来。首先,求一个单位强度的阶梯式电流的场（这问 
题我们已经解决）。其次，再求两个单位的阶梯式电 
流的场。最后，才解出 g 三个单位的阶梯式电流的 
场。当把这三个解相&来时，我们将得到一个电 
流，它从 * = 0起至某个往后时刻——比如说 q —— 
有单位强度，然后又有三个单位强度，并一直持续到 
一个更后时刻才将其完全切断一也就是变成 
零。作为时间函数的电流曲线如图 20-3 U ) 所示。 


当我们将电场的那三个解相加起来时，便求得在某个 
给定时刻《电运随 x 的变化如图 20-3(10 所示。场是电流的确定表象。场在空间中的分布 


就是电流随时间变化的一条漂亮曲线,只不过要倒转过来画才对。随着时间流逝整个图形 
会以速率 c 向外运动，因而就有一小截场朝正 x 方向传播，这里含有全部电流变化历史的完 
整而详尽的记录。要是站立在若干英里以外，我们能够从电场和磁场的变化情况中准确地 


说出在源处电流曾经是怎样变化的。 



(«) ( b ) 

囲 20-3 如果电流源强度随时间的变化如图 （ a ) 所示，则在箭头所指的< 
时刻电场作为: r 函数就如图 （ b ) 所示 



你也将注意到，在源处的所有活动都已完全停止后很久，一切电荷和电流都变为零，而 
那一小块场仍将继续通过空间传播。我们有了不依赖于任何电荷或电流而存在的一种电场 
和磁场分布。这就是来自完整麦克斯韦方程组的新效应。如果我们愿意，尽可以对刚才所 
做的分析给出一个完全数学形式的表示，即把在某一给定地点和给定时刻的电场写成与在源 
处的电流成正比，只不过不是在同一时刻、而是在较早时刻 t - x / c 的电流。我们可以写成 


(20.3) 
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信不信由你,早在第1卷当与折射率理论打交道时，我们就已经从另外的观点导出过这 
种相同的公式。当一片具有偶极子系统的、电介质材料中的一薄层电偶极子，当受到照射进 
来的电磁波的电场驱动而发生振动时就产生电场。那时我们的问题是要算出原来的波与由 
振动偶极子辐射的波的合成场。在还没有(提到）麦克斯韦方程组时怎么能够算出由运动电 
荷产生的场呢？当时我们曾（不做任何推导)把加速点电荷在远处所产生的辐射场的一个公 
式作为我们的出发点。如果你査阅一下第1卷第31章，你就会看到，那里的式 (31. 17) 同我 
们刚才写的式 (20. 3) 完全一样。尽管我们以前的推导只有在距离源很远处才正确，但现在 
明白，即使在靠近源处相同的结果仍然是正确的。 

现在，我们要一般地考察在离源也即离电流和电荷很远的真空空间中电场和磁场的行 
为。在十分靠近源处一近至足以使源在传播的延迟时间内还来不及做出大的变化——场 
与我们过去在所谓静电和静磁的情况下所求得的场几乎完全相同。然而，如果我们已离开 
足够远的距离以致延迟变得十分重要，则场的性质就可能与我们找到的那些解完全不同。 
在某种意义上，当场远离所有的源时，它便开始具有它们本身的特性。因此，我们便可以开 
始讨论在既没有电流也没有电荷的区域里场的行为了。 

假设我们询 问：在 和■/两者都是零的区域里哪一种场可能存在呢？在第18章中我们 
曾看到，麦克斯韦方程组的物理内涵也可以利用标势和矢势的一组微分方程来 表示： 

的-}砮一亡， (20 . 4) 

= ( 2 。- 5 ) 

如果^和■/都是零，则这些方程具有较简单的 形式： 

VV- + 0 = O ， （ 20.6) 

^ A ~ 7 W = °- (20.7) 

这样,在自由空间里，标势 > 和矢势4的每个分量就都满足相同的数学方程。假如令^代表 
A ,, A , 四个量中的任一个，则我们需要研究下列方程的 通解： 

vV-p-0 = O. (20.8) 

这个方程称为三维的波动方程——所谓三维，是因为函数0通常可能依赖于 X , _3>和*,因 
而我们必须关心所有三个坐标的变化。如果将拉普拉斯算符的三项都明显写出，则上式就 
清楚地 变成： 

0 + + 0 _ 7 ^ = O - (20 - 9) 

在自由空间中电场 E 和磁场 B 也都满足波动方程。例如，由于 B = VXA , 所以我们可通过 
取式 (20. 7) 的旋度而得到一个关于 B 的微分方程。由于拉普拉斯算符是一标量算符，因而 
它与旋度算符可以互相交换 次序： 

▽ X ( V 2 A ) = v ^ vxa ) = Vb . 
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同理，旋度算符与3/^的次序也可以 互换: 


VX 


3 2 A 

a ? 


ai 


(VX A )= 


1 3 2 B 

7 a ?"- 


利用这些结果，便可获得下列 B 的微分 方程： 

守 B -+ 發 = 0. ( 20 . 10 ) 

因此，磁场 B 的每一分量就都满足三维波动方程。同样，若利用 E =- V ^-3 A / dt 这个事 
实，则由此得出在自由空间中的电场£也满足该三维波动 方程： 


寸 


1 a l E 

71?- = 


( 20 . 11 ) 


一切电磁场都满足相同的波动方程 (20. 8>。也许我们还会 问：这 个方程最一般的解到 
底是什么？然而，与其马上去处理这个困难问题，倒不如先来看看对于不随 ; y 和 z 变化的那 
些解一般能够说些什么（常常要先解决容易的情况以便能看清将会发生的事情，然后你才能 
处理那些较复杂的情况）。让我们假定那些场的大小只取决于 z —场不随 y 和 * 变化。 
当然，我们又在考虑平面波了。应该期待得到 与前一 节中多少有点相似的结果。事实上，我 
们将精确地求得相同的 答案。 你可能 会问： “为什么还要全部重做一遍呢？”再做一遍很重 
要。第一，因为我们过去从未证明已找到的波就是关于平面波最普遍的解；其次，则因为我 
们当时仅从一个非常特殊类型的电流源找到了那些场。现在我们很想 问：存 在于自由空间 
中最普遍类型的一维波到底是什么？我们不能通过观看这个或那个特殊源所发生的事情而 
做到这一点，而必须以更大的普遍性来处理这个问题。而且这次将要处理微分方程而不是 
处理一些积分形式。尽管将得到相同的结果，但仍不失为一种反复练习的途径，借以证明无 
论你采取什么方法都不会产生任何差别。你应该懂得如何去用多种方法来做亊情，因为当 
碰到一个困难问题时，你往往会发现在各种方法中只有一种是易于处理的。 

我们或许有可能直接考虑解某个电磁鼉的波动方程。但相反，我们要一开始就从自由 
空间中的麦克斯韦方程组出发，以便使你能够看到它们与电磁波之间的密切关系。因此，我 
们就从式 (20.1) 中的方程组开始，令电荷和电流都等于零。它们变成 


I . 

▽ • E = 0 

n . 

VXE =- 

m . 

V • B = 0 

IV . 

c 2 V X B = 


( 20 . 12 ) 


把第一个方程用分量 写出： 


V - E 


By 


f 


= 0. 


(20.13) 


我们假定场不随7和 2 变化，因而最后两项都为零。于是,这个方程告诉 我们: 
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- j ^ = 0. (20.14) 

ax 

它的解艮是在方向的电场分量，它在空间里是一个恒量。如果你考察 （20. 12) 中的 IV 
式，同时假定 B 在; y 与！:方向没有变化，那么你就能够看出氏在时间上也是不变的。像这 
样的场，或许有可能来自远处某个充电电容器极板的恒定直流场。此刻，我们对于这种枯燥 
乏味的静电场不感兴趣，目前感兴趣的只是一些动态变化的场。对于动态场来说, E x = 0 . 

于是我们就有一个重要结果，对于沿任何方向传播的平面波，电¥2、须垂直于传播方 
搜。当然，它仍然能够以复杂的形式随坐标 x 变化。 

这横向的£场总可以分解成两个分量,例如: y 分置和 z 分量。所以让我们先算出电场 
仅有一横分 M 的情况。我们将先考虑一个始终在: V 方向而不具有 * 分量的电场。显然，若 
已解出了这个问题，也就能解出电场总是在 z 方向的那种情况。通解始终可以表达成这样 
两种场的叠加。 

现在，我们的方程组已变得多么容易。电场的唯一不等于零的分量为而所有的微 
商——除了对于: r 的微商以外一都等于零。这样，其余的麦克斯韦方程就变得很简单了。 

其次，让我们来看看麦克斯韦方程组中的第二个方程[式 （20. 12) 中的 II ]。将£旋度 
的各分 置写出 ，得 

(▽ X £>: =爱-尝=0, 

( VX £ )，= 香-尝=。， 

ax ay dx 

VXE 的: c 分 ft 为零，因为对; y 和对 z 的微商都是零。它的: y 分最也 是零； 其中第一项为零 
是因为&对*的微商为零，而第二项为零是由于为零。£旋度唯一不等于零的分 M 为 
* 分 S , 它等于 a £,/9: t 。 令 VXE 的三个分撤对应 一 an 沒 f 的分量，我们可以得到下列 结论： 

警=。，警=。. （ 2 。. 15 ) 

TT=- 3 -t- ( 20 . 16 ) 

由于磁场的 I 分* 和: y 分量两者对时间的微商都为零，所以这两分量正好是恒定场并且与 
我们以前找到的静磁解相对应。可能某人曾将某个永久磁铁遗留在靠近波传播的地方。我 
们忽略这些恒定场，并设扎和等于零。 

顺便提一下，我们可能已经得出 结论： 由于别的原因 B 的 x 分量应为零。由于 B 的散 
度为零（由第三个麦克斯韦方程得知），运用与我们上面关于电场所用的相同论证，就会得出 
结论，磁场的纵向分量不可能随^变化。既然我们忽略波动解中的这种匀强场，因此就应 
该令扎等于零。在平面电磁波中， B 场以及£ 场都一 定与传播方向垂直。 

式 (20.16) 给我们提供一个附加定 理:如 果电场只有： y 分量，则磁场将只有 * 分量，所以 
£和 B 互相垂葺。这正好是我们曾经考虑过的特殊波中所出现的情况。 

现用关于自由空间中的最后一个麦克斯韦方程[式 （20. 12) 中的 IV ]。写出分 
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量后 ，得： 


c 2( VXB ),= c ^- C ^ = f i , 
fJ( VXB),=c^-c^ = f, 


(20. 17) 


在关于 《 分量的六个微商中，只有 aB ./9: c — 项不等于零。因此，这三个方程仅给了我们 
一个方程 


-令警 • 


(20. 18) 


上述一切工作的结果表明，电场与磁场都仅有一个不等于零的分置,而这些分置应该满足 
式 (20.16) 和 (20. 18)。如果前一式对工取微商而后一式对 < 取微商，则这两个方程可以结合成 
一个，这时两方程的左边(除了因数 c 2 之外)将相同。因此我们发现, E , 满足下列方程 

@ _ 7 if 2 = ° - (20 . 19) 

在过去学习声音的传播时，我们就已经见过相同的微分方程。它是关于一维波的波动方程。 

你应该注意到，在我们的推导过程中已经发现的某些东西比包含在式 （20. 11) 中的 
粟多。麦克斯韦方程组已给了我们进一步的知识，即电磁波只具有垂直于其传播方向的 
场分 

让我们复习一下已知的关于一维波动方程的解。如果有任何揪4满足一维波动方 
程 

BH 、 ⑼. 20 ) 

则一个可能的解是如下形式的函数 r ): 

o = / U - c <). ( 20 . 21 ) 

也就是说，它是单变量 U — rt ) 的某种函数。函数 /(x — ct ) 代表一个在 I 轴上的“刚性”图 

形朝着正 x 方向以速率 c 在传播（见图20-4)。例如， 
若函数/当它的自变量为零时有一个极大值，则在 
t = 0时该极大值会出现在 Z = 0处。此后在某一时 
刻，比方说当< =10时, V & 将在 X = 10 C 处有它的极大 
值。随着时间的推移，这极大值以速率^朝着正: t 方 
向行进。 

有时这样说会更方便，即一维波动方程的一个解 
是“一^々）的一个函数。然而，这里谈的是同一件事 
情，因为 ( t - x / c ) 的任何函数也是 ( x - a ) 的 函数： 


/ 

1 

—— ct -^ 



\o … 


图 20-4 函数 / U _ a > 代表一个朝正 
: r 方向以速率 c 行进的不变“形状” 


FU-x/c) - F[-i^]= f(x-ct). 
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让我们来证明 /(x — d ) 的确是波动方程的一个解。由于它是只有一个变量——即自 
变量 （X — rt ) ―的函数，因此我们将令/表示/对它的变量的微商，而 /" 表示/的二次 
微商。求式 (20.21) 对 x 的微商，得 


由于 U — rt ) 对: C 的微商为1,所以必对 I 的二次微商显然等于 

= f ( x - ct ). (20.22) 

取分对于《的微商 ，得： 

= /(x — ct )(— c ), 

= (20.23) 

我们看到，/确实满足一维波动方程。 

你可能感到 诧异： “如果我有那个波动方程式，又怎么会知道应取 / U _ ct ) 作为它的解 
呢？我就不喜欢这种逆向的办法。是否有某种正向的办法来找出解答呢？”噢，一个好的正 
向的办法就是要了解那个解答。有可能“设计”出一个表面上看来是正向的数学论证，特别 
是因为我们已知道解答大致应该如何，但对于一个这么简单的方程来说就不必按部就班了。 
不久你将会达到这样的程度，当看到式 (20. 20) 时，就几乎同时看出0= / U - cO 是一个解 
(就像现在当你看到的积分时，你马上就知道答 案是？ /3>。 

实际上，你也应该看出稍微多一点的东西。不仅任何 ( x - rt ) 的函数是一个解，而且任 
何 （: r + ct ) 的函数也是一个解。既然波动方程中仅含有所以改变 c 的符号就不会引起 
任何差别。事实上，一维波动方程 最普遍 的解乃是两个任意函数之和，其中一个是 ( x - ct ) 
的函数而另一个则是 (x + ct ) 的 

= f{x — ct ) + g(x + ct ) (20.24) 

第一项代表一个沿正: r 方向传播的波，而第二项则是沿负 i 方向传播的任意波。通解就是 
同时存在的两个这样的波的 叠加。 


我们将把下面一个有趣的问题留给你去思考。考虑如下形式的一个函数 
Ip = cos kx cos kct . 

这个式子并不取 U — rt ) 或 (x + ct ) 的函数形式，但你可以通过将其直接代入式 (20. 20) 中 
而轻易地证明这函数就是波动方程的一个解。那么,我们怎么能够说通解具有式 (20. 24) 那 
样的形式呢？ 


将我们关于波动方程解的那些结论应用到电场的 >> 分量上去,就可以断言,能够 
按任何一种方式随 x 变化。然而，确实存在的场总可以认为是两个图形之和。一个波是在 
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一个方向上以速率 c 通过空间飞驶，带有一个垂直于电场的相伴 磁场； 另一个波则是在相反 
方向上以同一速率传播，像这样的波相当于我们所已熟悉的各种电磁波一光、无线电波、 
红外辐射、紫外辐射、 X 射线等等。我们曾在第1卷中详细讨论过光的辐射。由于在那里 
学过的每件事情都适用于任何电磁波,所以我们不需在这里详尽讨论这些波的行为了。 

也许应当对电磁波的偏振问题进一步做几点评论。在上述的解中，我们曾选择考虑其 
中电场只有一个 >> 分量的那种特殊情况。显然还有另一个解，其中电场只有一个 Z 分置，但 
也是朝着正的或负的 x 方向传播的波。由于麦克斯韦方程组是线性的，所以对于沿 I 方向 
传播的一维波的通解就是波和£,波之和。这个通解可以综合在下列方 程中： 

E = (0, E y , E .) 

E , =/(x — ct ) + g(x + a ) 

E , = F(x 一 ct ) G(x - hct ) 

B =(0, B y9 B t ) (20.25) 

cB , = f(x — ct ) — g(x + ct ) 
cB y = — F(x — ct ) + G(x + ct ). 


这样的电磁波具有一个 E 矢置，其方向并非固定而是在: y *： 平面上按某种任意方式旋转。 
在每一点磁场总是垂直于电场，也垂直于传播方向。 

如果只有在一个方向、比如在正: r 方向上传播的波,就存在一个简单法则，它告诉我们 
关于电场和磁场的相对取向。这法则是 :叉积 £X B ——当然，那是一个既垂直于£又垂直 
于 B 的矢置一指向波传播的方向。如果按照右手螺旋法则£被转到 B , 则这个螺旋指向 
波的速度方向（往后我们将#到，矢 ftEXB 具有一个特殊的物理意义 ：它是 描述电磁场中 
能置流动的一个矢》)。 


§20-2 三维波 


现在要转到三维波的课题上来。我们已经看到，矢 ME 满足波动方程。通过由麦克斯 
韦方程组所做的直接论证不难得出这同样的结论。假设我们是从方程 

出发，并取两边的旋度 

V X (V X E ) =- |-(V X B ). (20.26) 

dt 


你将记得,任何矢量旋度的旋度都可以写成两项之和，其中一项含有散度而另一项含有拉普 
拉斯算符，即 

VX ( VXE ) = ▽(▽.£：)- 寸 E . 


然而，在自由空间里, E 的散度等于零。因而只有拉普拉斯算符那一项才保留着。并且，根据 
自由空间中第 W 个麦克斯韦方程[式 (20.12)],^ VXB 的时间微商即是 E 对 t 的二次 微商： 



于是式 (20. 26) 就成为 
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上式是三维波动方程^若要反_出它的全部光辉 ，这一 方程当然就是 

0 + 0 + 0 _ 7 ^ = ° - (20 . 27) 

我们将如何找出波动方程的通解呢？答案是所有三维波动方程的解都可以表示为我们 
已找到的一维解的璺加，通过假定场并不依赖于和 z ，我们已获得在 x 方向上运动的波的 
表示式。显然，还存在别的解，其中场并不依赖于工和 Z ，它表示波在 y 方向上行进。然后 
还有与 z 和 J 都无关的解，它代表沿 z 方向传播的波。 或者一 般说来，由于我们已将方程写 
成了矢量形式，所以三维波动方程可以有在各点朝任何一个方向运动着的平面波之解。再 
则，由于那些方程都是线性的，因而可以同时具有任意多的、沿各种不同方向传播的平面波。 
这样，三维波动方程的最一般解就是在各种不同方向运动的所有各种平面波的叠加。 

试想象此刻存在于这个课堂空间中的电场和磁场像什么样子。首先，有一个恒定磁 
场，它来自地球内部的电流一也就是地球的恒定磁场。然后，还有一些不规则的、几乎 
是静态的电场，这或许是由于各人在其椅子上移动并以其大衣袖口擦过椅臂时由于摩擦 
引起的电荷所产生的。然后也存在由电线里的振动电流所产生的其他磁场一以60 H Z 
的频率变化着、并且与水坝的发电机同步的场。但更为有趣的是那些以高得多的频率变 
化着的电场和磁场。例如，当光从窗口至地板、从这面壁至那面壁传播时，就会有电场和磁 
场的微小摆动以186 000 mile s ' 1 的速率跟着运动。然后也有从各个温暖的前额跑向较冷 
的黑板上的红外线。而我们已经把那些紫外光、 X 射线以及通过这个房间传播的各种无线 
电波都忘记了。 

飞过这个房间里的还包括载有爵士乐队音乐的那些电磁波，也有由那些代表着世界上 
其他各地方发生的事故的图像、或代表着那种想象的退热药阿司匹林溶解在想象的肚子里 
的图像的一系列脉冲所调制了的那些波。要演示这些波的真实性，只需打开那种能把这些 
波转变成图像和声音的电子设备就行了。 

如果我们更加详细地分析到那些甚至是最微小的摆动，便会发现从遥远距离进入这房 
间里的细小电磁波。此刻就有这一种电场的微小振动，其波峰相距一英尺，那是来自几兆英 
里以外、由水手二号空间飞船刚刚经过金星时所传送到地球表面上来的。它的信号载着它 
从那个行星所收集到的信息概要（信息由该行星传播至空间飞船上的电磁波所提供）。 

此外还有电场和磁场的十分微小摆动，那是发源于几十亿光年以外一从宇宙间最遥 
远角落里的星系送来的波。这件事情的真实性已由“用装满导线的房间”一即由建立像这 
房间那么大的天线组——证明了。这种从最大光学望远镜观测范围以外空间中一些地方来 
的无线电波被探测到了。甚至那些光学望远镜也不过是电磁波的收集器而已。所谓星星， 
只是一些推断，即从它们那里所已经获得的唯一物理实质所做出的推断——对到达地面上 
我们这里的电场和磁场的无比复杂的波动做了仔细研究而得出的结果。 

当然，还有更多的电磁场 :从若 干英里外的闪电所产生的场，那些带电的宇宙射线粒子 
当其嘘嘘地通过我们的房间里时的场,此外还有更多更多。围绕着你四周的空间电场竟会 
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如此复杂！但它却始终满足三维波动方程式。 

§20-3 科学的想象 

我曾要求你们对这些电场和磁场进行想象。到底应该做些什么呢？你们是否懂得了怎 
样去做？我如何设想电场和磁场呢？我实际看到的到底是些什么？对科学想象应有哪些要 
求？它与试着想象这房间里充满着一些看不见的天使究竟有何区别？不，这并不像对那些 
看不到的天使的想象。要理解电磁场，比理解那些看不见的天使，还要有高级得多的想象 
力。为什么？因为要使那些看不到的天使们可以理解，我所必须做的只是把他们的性质稍 
微改变一点点——勝徹]麵#觀，辦■觀難讓戀、醇職 
像。二成功地想象出一个见得到的天使，那么所必须做的抽象化一即接纳一些几 
乎看不见的天使而把他们想象成完全是看不见的一就相对地容易了。所以你 会说: “教授 
先生，请给我一个关于电磁波的近似描述吧，哪怕它还可能有点不准确，以便使我也能像看 
到那些几乎看不到的天使们那样看到它们。然后我才将该图像做必要的抽象化的修改。” 

对不起，我不能为你做这件事。我不知道怎么办。我并没有关于这电磁场在任何意义 
上准确的图像。我知道电磁场已有很长时间了一25年前我所处的地位与你们现在所处 
的地位正好相同，而我已经有了这25年来琢磨这些摆动着的波的经验。当我开始描述磁场 
通过空间运动时，我谈及 E 场和 B 场并摇摆我的两只手矜，而你可能想象我已能够看到它 
们了。我将告诉你我看到了什么。我看到了某种模糊的阴影，摇摆着的线一莫明其妙在 
这里或那里的线上写葙 E 或而也许有些线还带着箭头——当我对其考察得太细致时， 
这里或那里的一个箭头竟会消失不见。当我谈及嗖地通过空间的那些场时，在用来描述对象 
的符号与对象本身之间存在一种可怕的混乱。即使接近像真实波的图像我也确实不能做出。 
因此如果你对于做出这样一种图像感到困难的话，你就不必担心你的困难是异乎寻常的了。 

我们的科学对想象竟会提出这么可怕的要求。所需的想象程度比起对一些古老概念所 
要求的要极端得多。现代概念远更难于想象。尽管如此，我们还是用了一大堆工具。使用 
数学方程式和法则，并构造许多种 图像。 我现在所认识 的是： 当我谈及在空间中的电磁场 
时，我所看到的乃是所有那些我曾见过的关于它们的图形的某种 ft 加，并未看到在周围奔跑 
着的那些小束场线,因为我担心如果我以另一速率走过则那些线束将会消失不见。甚至我 
并非自始至终都在注视着那些电场和磁场，因为我有时还想到应当有一幅用矢势和标势来 
表示的图像,原因是，它们也许是正在摇动着的更具有物理意义的东西。 

你会说，也许唯一的希望就是采取数学图像。那么数学图像又是怎么回事呢？从数学 
的观点看，空间中每一点有一个电场矢量和一个磁场矢量，即共有六个数目与每一点相联 
系。你能否想象出与空间中每一点联系着的竟有六个数目之多？那太难了。哪怕只有一个 
数目与每点联系，你能够想象得出来吗？我就不能！我只能想象在空间中每一点像温度那 
样的东西，那似乎还是可以理解的。若这里存在冷和热,则这里的温度就逐点变化。但老实 
说，我并不理解在每一点上就有一个筠俥的那种概念。 

因此,也许应该这样来提出 问题: 我们能否用更像温度的某种东西来表示电场呢？比方 
说,像一块胶质的位移。假设我们这样开始，即通过想象世界充满着一种稀疏胶质而场代表 
胶质中的某种畸变一比如说伸长和扭曲，那么我们就能够使场看得见。在已经“看到”了 
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它像个什么样子之后，我们就该能将胶质抽象化掉。这就是许多年来人们所企图做到的。 

麦克斯韦、安培、法拉第以及其他一些人都曾经尝试过按这一途径去理解电磁学（有时他们 
叫这抽象化了的胶体为“以太"）。但事实证明，按那种方式去想象电磁场的尝试实际上是 
在前进道路上设置的一道障碍。可惜我们始终仅局限于去做抽象化，去应用仪器来探测 
场，去利用数学符号来描述场，等等。但无论如何，在某种意义上场却是真实的，因为在 
我们完全结束了对数学方程式的反复摆弄之后一不管有无做出图像和图画或试图去看 
到那种东西——我们仍然能够使仪器探测出从水手二号送来的信号并找出远在几十亿英 
里以外的那些银河，等等。 

科学中的整个想象问题往往被从事其他学科的人们所误解。他们以下述办法企图来试 
验我们的想象力。他们说 :“这 里就是某些人在某种情况下的一幅图像。你想象以后将会发 
生什么呢?”当我说“我想象不出来”时，他们可能认为我的想象力太弱了。他们忽视了一个 
事实，即在科学中容许我们去想象的无论什么东西都必须与我们所已知道的其他每件事情 
相一 致:我 们所谈及的电场和波并不只是我们随心所欲地自由创造出来的某些愉快思想，而 
是必须与我们所已知的一切物理规律都符合一致的一些概念。我们不能容许去认真地想象 
那些明显与所知的自然规律发生矛盾的东西，因而我们的那一种想象乃是十分困难的玩艺。 
人们得具有想象从未见过或从未听说过的某些事物的想象力。同时这些思想又好比是被束 
缚在一件紧身衣里，即受到来自自然界确实情况的知识的那些条件所限制。去创造出某种 
新的东西，但又要同以前已知的每一件东西相一致，这是一个极端困难的 问题。 

趁正在谈这个课题的时候，我要来谈一下是否有可能想象出我们所不能见到的那种美 
頭。那是一个饶有趣味的问题。当我们凝望着彩虹时，它对我们来说好象是^的。每^ 

人都 会说: “啊，彩虹”（你看我多么科学。我不敢说某一件东西是美丽的，除非我有定义它的 
实验方 法）。 可是假如我们都是瞎子，则又该如何去描述彩虹呢？当我们测 MNaCl 的红外 
反射系数时，或者当我们在谈到来自不能看到的某个星系之波的频率时，我们都 g 瞎子—— 

我们制作了一幅图，画出了一条曲线。例如,对于彩虹来说，这样的曲线可能是 f 天空中的 
每一个方向用分光光度计所测得的辐射强度对频率的关系。在一般情况下，这样的测 M 会 
给出一条相当平坦的曲线。于是在某一天，有人发现对于某种气候条件以及在天空中某个 
角度，作为波长函数的强度谱发生了一种奇异行为，它可能有扰动。当仪器的角度只稍微改 
变时，这个扰动的极大值就从某一波长移向另一波长。然后有一日，这些盲人办的物理评论 
杂志也许会发表一篇标题为 《在 某种气 
候条件下作为角度函数的辐射强度 >的 
专门论文。在这篇论文中也许会出现 
—条像图 20-5 所示的那种曲线。作者 
可能要指出，在较大的角度处较多辐射 | 

集中在长波上，而对于较小角度,则辐射 
的峰出现在较短的波长上（从我们的观 
点出发，我们可能会说，在40°角绿色光 

占优势，而在 42 °角则红色光占优势）。 ffl 20-5 在(从与太阳相反的方向错 起的） 三个角度处 

那么，我们发现图 20-5 上的那@ 作为波长函数的电磁波强度，这只是在某种气象条件下 
曲线很优美吗？它所包含的内容比我 进行测聚的结果 



波长 


270 I 费思曼物理学讲义（第 2 卷）- 

们看到彩虹时所理解的要详细得多，因为我们的眼睛不能够在光谱的形状中看到其精确细 
节。然而，眼睛却会发现到彩虹是美的。是否我们的想象力足以在光谱曲线中看到如同当 
我们直接了望彩虹时所看得到的同一种美丽？我不知道。 

但假定有一幅作为红外区波长函数、也作为角度的函数的关于 NaCl 的反射系数的曲 
线图。要是眼睛能看到红外线——也许是一种灿烂夺目的“绿色”混杂着从该表面上反射而 
来的“金属红”——那么我该有一种对于我的双眼来说它看起来会是什么样子的图像了。那 
该是一件华丽的东西，但我还不知道我是否会有一天在看到用某种仪器测量出的关于 NaCl 
的反射系的曲线图时，便能说出它具有同样的那种美丽。 

另一方面，即使我们不能在具体的测量结果中看到美丽，我们也已能够声称在那些描述 
普遍物理规律的方程式中看到了某种美丽。例如,在波动方程式 （20. 9) 中，就存在关于 x , 
y , * :和*表现出来的规则性的某些优美的东西。而在 x , y , z 和 i 外表所呈现出来的优美 
对称性，在人们的心中就会浮现出 一种必 须用四维空间完成的更伟大的美丽，该空间会有四 
维对称的可能性以及经过分析之后发展成为狭义相对论的可能性。所以存在许许多多与这 
个方程有关的智力上的美丽。 


§20-4 球面波 


我们已看到波动方程具有与平面波相对应的解，而任何电磁波都可描述为许多平面波 
的 ft 加。然而，在某些特殊情况下，用不同的数学形式来描写波场更为方便。现在，我们很 
想讨论球面波一与从某一中心扩展开去的球形表面相对应的波一的理论。当你把一块 
石头扔到湖里时，那些涟漪会在水面上以圆形波的形式扩展开去一它们是二维波。球面 
波与此相似，只不过它是在三维中扩展出去而已。 

在我们开始描述球面波之前，需要一点数学。假设有一个函数仅取决于离某一原点的 
径向距离 r —换句话说，这是一个球对称的函数，让我们叫它函数 〆 其中 r 是指 

r + y 2 + z l , 

即与原点间的径向距离。为了求出满足波动方程的函数 〆 r ), 我们将需要关于0的拉普拉 
斯表示式。因此，就要求出0对 I , 3>和2的二次微商之和。我们将采用这种符号，即 〆 ( r > 
代表4对 r 的微商，而 /( r ) 代表0对 r 的二次微商。 

首先,求对: c 的微商。第一次微商为 

• 豐， , ⑺ g . 

必对 x 的二次微商为 

可以由下列两式计算 r 对 x 的偏 微商： 




因此对 X 的二次微商就是 
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0令钟令 _ 

(20.28) 

同理， 

0 = 

(20.29) 


(20.30) 

拉普拉斯算符等于这三个微商之和。记住 ？ +y + z 2 = 〆 ，我们便得 

V ^( r ) = /( r ) + +0'( r ). 

(20.31) 

把这一方程写成如下形式往往更为 方便： 

^ = 7- (呻) • 

(20.32) 


如果你将式 (20. 32) 中所标明的微分算出，则将看到右边与式 (20.31) 的右边相同。 

如果希望讨论能够像球面波那样传播出去的球对称场，则场量就必须是 r 与 t 两者的 
函数。这时，假如我们问起下列三维波动方程 

^( r , f )= 0 (20.33) 

之解是怎样的函数 f )。 由于0仅仅通过 r 而依赖于空间坐标，因而可以采用上面 
求得的那个拉普拉斯算符方程式 (20. 32)。然而，为了准确起见，由于^也是£的函数，所以 
我们应该把对 r 的微商写成偏微商。这样该波动方程便变成 

现在我们必须解出这一方程，这看来比平面波的情况复杂得多。可是注意，如果我们以 
r 乘这一方程,则得到 

B (n/，) ~ 7 B (n/，) = °- (20. 34) 

上式告诉我们，函数^满足以 r 为变量的一维波动方程。应用曾经经常强调过的普遍原 
理，即相同的方程总会有相同的解，那么我们知道，如果呦仅仅是 （ r 一 cl ) 的函数，则它将是 
方程式 (20. 34) 的解。因此，我们就知道球面波一定具有下面这种 形式： 

r > p ( r , t ) = f(r — a ). 

或者，正如我们以前曾见过的，同样可以说 ~ 可能具有这种 形式： 

np = fit - r / c ). 

两边各除以 r , 便得到场置 0( 不管它可能代表什么)具有如下 形式： 
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>!>= ^ (< ~ r/c) . (20.35) 

这样一个函数表示从原点以速率 c 传播出去的普遍的球面波。如果暂时忘却那个在分母上 
的 r , 则在某一给定时刻波幅作为离原点距离的函数会具有一定形状并以速率 c 向外传播。 
然而，那个分母中的因子 r 却说明当波传播时波幅正比于 1/ r 减小。换句话说，和平面波不 
同，当平面波向前行进时波幅维持不变，而在一球面波中波幅却是恒定地减小，如图 20-6 所 
示。这一效应不难从简单的物理论证得到理解。 




囹 20-6 球面波 ps/G — r / d / roU ) 作为 r 函数的0在《 =〜时刻的悄况和同 
—个波在一个较后时刻时的悄况； （ b ) 作为 f 函数的0在 r = n 处的悄况和同 
—个波在》"1 处所# 到的情况 


我们知道，波的能置密度取决于波幅的平方。当波向外传播时，其能量分布在与径向距 
离的平方成正比的越来越大的面积上。如果总能量守恒的话，则能量密度必定随 1/ r 2 下 
降，而波幅则一定随1 A 减小。因此，式 (20. 35) 是关于球面波的“合理"形式。 

我们已忽略了对于一维波动方程的第二种可 能解： 

叫 = gU + r / c ) 


这也代表一个球面波，不过是一个从较大的 r 朝着原点_传播的波。 
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现在打算做一个特殊假定，但不做任何证明。我们讲，由源所产生的波仅是向外行进 
的波，由于我们知道波是由电荷的运动所引起的，所以我们认为波是从电荷那 ii 外发 
出来的。要想象在电荷还未开始运动以前就有一个球面波从无限远处出发而恰恰在那 
些电荷刚要开始动起来的那一瞬到达它们那里，这应该是相当奇怪的。虽然这是一个可 
能的解，但经验表明，当电荷被加速时波是从电荷那里向外传播的。尽管麦克斯韦方程 
组会允许这两种可能性，但我们还要放进一个附加事实——基于经验一只有向外行进 
波的解才产生“物理意义”。 

然而，也应该指出，对于这一附加假设存在一个有趣的后果 ：我们 正在消除存在于麦克 
斯韦方程组中的时间对称性^关于£和》原来的方程组，以及从它们导出的波动方程式， 
都具有这么一种性质，即如果改变£的符号，方程式仍将保持不变。这些方程表明，对应于 
沿某一方向行进波的每一个解，就有一个沿相反方向传播的波作为同样有效的解。我们关 
于将只考虑向外的球面波的陈述是一个重要的附加假设（一种旨在避免这一附加假设的电 
动力学表达方式已由人们仔细地研究过。令人惊异的是，在许多场合下它并未在物理上导 
致荒谬的结论.但若此刻就来讨论这些想法,那就可能把我们引入歧途太远了。我们将在第 
28章对它们稍微多讨论一些）。 

必须提出另一要点。在一个向外行进波的解即式 (20. 35) 中，函数0在原点处等于无限 
大。那是有点特别的。我们很想有一个处处平滑的波动解。但我们的解必须在物理上代表 
某个源位于原点的情况。换句话说，由于疏忽我们已犯了一个错误。我们并未处处对自由 
波动方程式 （20. 33>求得解答，只是求得了在其右边除了原点之外处处都为零的方程式 
(20. 33) 的解。我们所以会不知不觉犯错，是由于在上述求导过程中，在 r = 0的某些步骤 
是不“合法”的。 

让我们来证明，在静电问题中也很容易犯同样类型错误。假定要求出自由空间里静电 
势方程 VY = 0 的解。这拉符拉斯方程所以等于零，是因为我们假设处处都没有电荷。但 
关于这一方程的一个球对称解一即仅仅取决于 r 的某个函数0—将会怎么样呢？利用 
式 (20. 32) 关于拉普拉斯算符的公式，就有 

T^ r * ) = 0 - 

对上式乘以 r , 便得到一个易于积分的微分 方程： 

^> = °- 

如果对 r 积分一次，就求得4的一次微商为一常数，我们可称之为 a : 

£ ； (r^) = a. 


再积分一次，求得4的形 式为： 

ri> = ar b, 

其中 6 是另一积分常数。因此，我们发现，下列4是自由空间中静电势方程的一 个解: 
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显然出现了某种差错。在不存在电荷的区域中，我们知道静电势的解为 ：势处 处为恒 
量。这相当于我们解中的第一项，但还有那第二项，这说明有一个与离原点的距离成反比变 
化的势的贡献。然而，我们知道，这样一个势相当于在原点处有一个点电荷。所以，虽然我 
们当初设想对自由空间中的势求解，但上述的解却也给出了在原点上有一个点源的场。你 
是否看到目前所发生的事情与上面我们对波动方程求球对称解时所发生的事情之间存在的 
相似性？要是真的在原点上没有任何电荷或电流，那么就不会有任何往外跑的球面波了。 
当然，球面波一定是由原点处的源产生的。在下一章中我们将探讨那些正在往外行进的电 
磁波与产生了这些波的电流和电压之间的关系。 



第 21 章有电流和电荷时 
麦克斯韦方程组的解 


§21-1 光与电磁波 


在上一章我 fl 看到，在麦克斯韦方程组的解中就有电与磁的波。这些波相当于无线电 
波、可见光、 x 射线等现象，视波长如何而定。我们曾在第1卷中详尽地学习过光学。本章 
将把这两门学科互相结合起来一证明麦克斯韦方程组确实能够形成我们前期处理光学现 
象的基础。 

过去当我们学习光学时，是由写出一个以任意方式运动着的电荷所产生的场的方程开 
始的，即 


cB = e r - X E 


[见第1卷式 (28. 3) 及式 (28. 4)。正如下面所述，这里的符号是原来符号的负值。] 

如果电荷是以任意方式运动，则我们现在在某一点所求得的电场并非取决于电荷此刻 
所处的位置和运动，而仅仅取决于在一个^时刻一早于光以速率 c 从电荷传播至该场 
点的距离/所需的时间的那个时刻——6^£??和运动。换句话说，若要得到《时刻在点 （1) 
处的场，就必须算出在 （ t - r '/ c ) 时刻电荷所处的位置 (2') 及其运动，其中 〆 是在（/- 〆 /(：) 
时刻从电荷位 S (2'> 至点 （1) 的距离。加上一撇是为了说明 〆 是从点 （2 J 至点 （1) 的所谓 
“推迟距离”，而非电荷在《时刻的位罝即点(2>至该场点 （1) 的实际距离（见图21-1>。注意， 


现在我们正在采用一种关于单位矢量 A 方向的新规则。在第1卷第28和34两章中我们 


曾取 r (因而 t ) 指向源处，那是方便的。但现在却要 
按照上面关于库$律的定义，其中 r 是丛点 （2) 处 
的电荷指向点 （1) 处的场点的。当然，唯4同之处 
是，现在的新/■(和 O 就是过去那些最取负值。 

我们也已知道，若电荷的速度总是比 c 小得 
多，而且只考虑那些距离电荷很远的点，以致只有式 
(21. 1>中最后一项才算重要，则场也就可以写成 



q 「电荷在 (. t - r '/ c ) 时刻的加速度 
4 m > r ' L 垂直于 〆 方向的投影 


(21.1，） 


BB 21-1 «时刻在点 （1) 处的场取决 
于在 U - r '/ c ) 时刻电荷 9 所占据的 
位置 （2') 
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和 cB = «,• X E . 

让我们稍微详细地考察一下整个公式 (21.1) 讲些什么。矢景 〜乃 是从推迟位置 (2') 至 
点 （1) 的单位矢量。那么第一项是我们预期的在推迟位置处的电荷的库仑场，可以把它叫作 
“推迟库仑场”，电场与距离的平方成反比，并且从电荷的推迟位置上指向外（也就是在^的 
方向上）。 

但那只是第一项。其他两项告诉我们，电学定律并走讲过除了推迟场外所有场都与静 
场相同（这是人们有时喜欢说 的）。 对于“推迟库仑场 ”#] 还必须加上其他两项。式中的第 
二项讲，对于推迟库仑场有一项“修正”，那就是推迟库仑场的电荷变化率乘以延迟时间 
r '/ c 。 在某种意义上，这一项势必对第一项的推迟做出 jj ^。 这当于在算出了 
“推迟库仑场”之后再把它往后推 〆 / C 这个量.即一直榫至时刻 t !这一外推是线性的，好像 
我们必须假定“推迟库仑场”应该以电荷在点 (2') 处所率继续变化。如果场变化 
得很慢，则推迟效应几乎完全被修正项所抵消，而这两项一起给我们提供了“瞬时库仑场”那 
样的电场一也就是在点 (2) 处的电荷的库仑场一趋向于很好的近似。 

最后，式 (21. 1) 中还有第三项，它是对单位矢量〜的二项微商。在学习光学现象时我 
们曾利用过这样的事实，即在离电荷很远的地方，前两项都与距离的平方成反比，因而对于 
巨大的距离来说，它们比起随1 A 减少的第三项来就变得十分微弱。因此，我们完全把注意 
力集中在这第三项上，并证明（又是对于大距离而言）这一项与电荷的加速度在视线上的垂 
直分甩 成正比（并且，我们在第1卷中的大部分工作都是考虑其中电荷正在做非相对论性运 
动的 怙况, 仅在第36 章中 才考虑过相对论性效 应)。 

现在应该尝试把这两件审联系起来。我们既有麦克斯韦方程组，也有关于点电荷场的 
方程式 (21.1), 肯定会问这两者是否等效。若我们能从麦克斯韦方程组导出式 (21.1), 则我 
们将确实懂得光学与电磁学间的 关系。 建立这种关系是本章的主要目标。 

艰实证明，我们不想完全解决这个问题——数学的细节变得过于复杂以致我们不能将 
其彻底完成。但将进行到足够接近完成的地步，以便使你们能够轻而易举地看出如何才能 
把联系建立起来，所遗漏的部分将只是一些数学细节。你们当中有些人可能会发觉这一章 
中的数学相当复杂，因而也就不愿意非常仔细地领会这种论证了。然而，我们认为这样做是 
十分重要的，即要把你以前学到的与现在正在学习的东西联系起来，或者至少指出这种联系 
如何才能建立。倘若你对以前各章大致看一看，你就会注意到，每当我们把一种说法作为讨 
论的起点时，总是要小心地解释它是某个“基本规律”的一种新的“前提”，还是最终可以从别 
的某些规律推导出来的结果。多亏你们对这些演讲的热切心意,我们才来建立光与麦克斯韦 
方程组之间的关系。若在某些地方变得太困难，噢，那就是生活——没有其他别的途径可走。 

§21-2 由点源产生的球面波 

在第18章中我们曾发现，麦克斯韦方程组是可以求得解答的，即通过设 

£=-W-|j (21.2) 


和 


B = VX A , 


(21.3) 
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式中 >和4这时必定是下列两方程的解， 


外 -yh 

(21.4) 

和 

(21.5) 

而且也必须满足条件 


v . A =_ 7 ㈣ • 

(21.6) 

现在要来求出式 (21. 4) 和 (21. 5) 两方程之解。为此，就得求方程 



(21.7) 


的解0,这里我们称之为源的 s 是已知的。当然.对于式 (21.4) 来说, s 相当于而0相当 
于多，或者若0为 >4„则 s 为 jJU〆 ）， 等等。 但我们要作为一个数学问题来解方程式 
(21. 7) 而不管0和 s 在物理上指的是什么。 

在户和）都分别等于零的那些地方——即在我们称之为“自由"空间里一势 ★和 A 以 
及场 E 和 B 都满足无源的三维波动方程，其数学形式为 

穿 = 0. (21.8) 

在第20章中就知道这一个方程的解可表示不同类型的波 :在: c 方向上的平面波0 = fU ~ 
x/c )； 在; y 方向、 Z 方向或任何其他方向上的平 面波； 或者具有如下形式的球 面波： 

^x, y, z, t ) = HL ^ rAl . (21.9) 

方程的解也可以按其他方式写出，比方从一根轴线向外传播的柱面波。 

我们也曾指出，在物理上，式 (21. 9) 不代表自由空间里的波——必须在原点处有电荷才 
能获得开始向外行进的波。换句话说，式 (21. 9) 是方程 (21. 8>在每个地方的解，除了很靠近 
r = 0 处,在那里它必然是包括某些源的完整方程式 (21. 7) 的解。让我们看看如何处理这个 
问题,方程式 (21. 7) 中要有什么样的源 s 才能产生像式 (21. 那样的波？ 

假设已有了式 (21. 9) 的球面波，并考察在 r 十分微小处所发生的情况。这时， /(« — 
r/c) 中的 推迟一 r / c 可以忽略一只要/是一个平滑函数一-因而0变成 

Z(£l ( r —0). (21.10) 

所以0很像在原点处随时间变化的电荷产生的库仑场。这就是说，要是有一小堆电荷被限 
制在原点附近的一个小区域里，并具有密度&那么我们知道 

± _ Q/(4tt(o) 


式中 Q = J ^ odV . 现在我们懂得这样的#满足方程 
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^0 

根据相同的数学,我们总可以讲，式 (21. 10) 中的0满足 

VV=-s(r—0). (21.11) 

这里 s 与/的关系为 

/= A 

而 S = jsdV . 

唯一不同之处是在这种普遍情况下 , s , 从而 S , 都可以是时间的函数。 

现在重要的事情在 于：若 对于小 r 来说0满足方程式 （21. 11), 则它也满足方程式 
(21. 7)。当我们进至极靠近原点时 > 对 l / i •的依存关系使空间微商变得十分大。但时间 
微商却仍保持它们原有的值[它们不过是 /(/) 的时间微商]。所以当 r 趋于零时，式 
(21.7)中的3 2 0/& 2 项比起 VV ■来就可以忽略，而方程式 （21. 7) 也变得与方程式 （21. 11) 
等价。 

因此扼要地说，若方程式 (21. 7) 中的源函数被置在原点处并具有总强度 

S ⑴ =J S (t)dV, (21.12) 

则该方程式 (21. 7>的解便是 

…， y , z , t ) = ^ S ^~- /c) . (21.13) 

式 (21.7) 中项的唯一影响是在库仑势中引入了推迟时间 （ t _ r / c )。 

§21-3 麦克斯韦方程组的通解 


我们已求得关于点源方程式 (21. 7) 的解 9 下一个问 题是： 对于一个分布源来说其解是 
什么呢？那是容易求 得的； 可以把任何源 s ( x , ; y , z , 0都想象为由许多个“点”源所组成，而 
对于每个体积元 dV 就有一个其源强为 S (: c , ; y , z , t ) dV 的“点”源。由于方程式 （21.7) 是 
线性方程,所以合成场就等于所有这种源的基元产生的场的鲞加。 

利用上一节的结果[式（2'1. 13>]我们知道，在 f 时刻在点（力，： V ,, Z ,) ——或简称点 

(1) -处的来自点(工2, 3^2，-或简称点 (2) -的一个源的基元 5 dV 的场由下式 

给出： 


d ^( l , t ) = 


s (2 9 t — r X2 / c ) dV t 
4 irr , 2 


式中 n 2 是从 (2) 至 （1) 的距离。把来自源所有部分的贡献都相加起来，那意思当然是指对所 
有 s 乒0的区域进行积分，因而我们有 

0(1，0 十( 2 ,二 ; 1;/C W (21.14) 
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这就是说，在《时刻在点 （1) 处的场是在 (< - r 12 / c ) 时刻离开位于 （2) 处的各个源的基元的 
球面波之和。这就是对于任何一组源的有关波动方程的解。 

现在我们来看看如何才能得到麦克斯韦方程组的通解。若^指的是标势彡，则源函数 s 
便变成^厶。我们也可以令0代表矢势 A 的三个分量中的任一个，同时由^//“ 〆 ）的对应分 
量来取代 h 这样,若我们对各处的电荷密度 〆 x , ; y , z , 0和电流密度 /( x , ： y , z , t ) 都已 
知道，则可立即把式 (21. 4>和 (21. 5) 两方程的解写出来。它们是 

^(1, <)=| 气二: / c ) dV ; (21.15) 

和 

A ( l , t) = [ ^ 2 ' f ~ ru / c ) dV ? . (21.16) 

J 4tt< 0 c 4 r, 2 

于是利用式 (21. 2) 和 (21.3), 场 E 和 B 便可以通过势的微商而求得[顺便 提一下 ，我们有可 
能核实由式 (21.15) 和 (21. 16) 得到的#和 A 的确满足方程式 (21. 6)]。 

我们已解出了麦克斯韦方程组。在任何情况下，如果给出电流和电荷，便能够从这些积 
分直接求得势，然后通过微分而获得场。因此，我们已经学完了麦克斯韦理论。而且这也使 
我们能够把这一个环节与光的理论衔接起来，因为要联系到我们以前关于光方面的工作，所 
以只需要算出来自运动电荷的电场。尚待做的就是取一个正在运动的电荷,从这些积分算 
出各个势来,然后再通过微分而由一讲一 3 A /& 找出 E , 这样就会得到式 （21. 1)。事实证 
明，需要做的工作很多很多，但那是原则。 

因此，这里是电磁领域的中心一电和磁，以及光的完整 理论; 对于由任何运动电荷所 
产生的场的完整 描述； 以及另外的一些，全都在这里了。这里就是由麦克斯韦建立起来的、 

以它的全部功能和美丽而使其完满的建筑物，它可能是物理学中 M 伟大的成就之一。为要 
使你想起它的重要性，我们将把它全都收集在一个梢致的框架中。 
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§21-4 振荡偶极子的场 

导出一个运动的点电荷的场公式 (21.1) 的这个诺言，我们迄今还未曾实现。即使是已 
有的一些结果，但要把它导出来仍是一件相当复杂的事情。除了在这本讲义的第1卷之外， 
我们从未在已经发表的文献的任何地方找到过式 （21. 1) • 。因此，你可以看出它不容易导 
出（当然，一个运动电荷的场已经被写成许多种互相等价的其他形 式）。 这里，我们不得不把 
自己限制在几个例子中，这正是为了证实式 (21.15) 和 (21. 16) 会给出与式 （21. 1) 相同的结 
果。首先，将证明式 (21.1) 只在带电粒子的运动是非相对论性的条件下才给出正确的场(仅 
仅这一特殊情况就能处理我们过去关于光学方面所谈及的90%或更多的内容）。 

我们考虑一小团电荷在一个小区域里以某种方式运动的情况，并将找出在远处的场。 
换一种说法，就是我们正在寻找距离点电荷任意远处的场，而该点电荷正以很小的幅度上下 
振动。由于光往往从诸如原子那种中性物体内发射出来，所以我们将认为摆动电荷9是处 
在一个静止不动的等值异号电荷附近。如果这两电荷中心间的距离为 d, 则这两电荷将具 
有偶极矩 P = grf, 这我们将认为是时间的函数。现在应该期待，如果靠近电荷对场进行观 
察，便无需担心那个推迟效应，电场将与我们以前对静电偶极子所算出的场完全相同一当 
然，要用到瞬时偶极矩 P(t)。 但若我们离开得很远，则应该在场中找到一项，它按 1/r 下降 
而又依赖于与视线垂直的电荷加速度。让我们来看看是否会得到这样的结果。 

利用式 (21.16) 由算出矢势 A 开始。假设运 
动电荷处于一小团内.其中的电荷密度由〆 x, y, 
d 给出，而在任一时刻整团东西以速度 v 运动，那 
么电流密度 z) 就等于 vpU, y, z)。 为了 
将来方便选取我们的坐标系使 * 轴指向 v 的方 
向，这时问题的几何结构就如图 21-2 所示。现在 
要求下面的 积分： 

t - rii / c) dVj (21.17) 

J fit 

若电荷小团的尺度比起~来确实很小，那么 
可令分母中的~等于》•，即到该小团中心的距离， 
并把 r 取出积分符号之外。其次，也要令该式分子 
中〜 = r , 尽管这实际上并不完全正确。其所以 
不对,是因为我们在小团的顶端取与在该小团的底部取■/在时间方面稍微有点不同。当 
在 Kt - ru / c 、 中令 n 2 = /•时，我们是在同一个时刻 U - r ， c ) 对整个小团取电荷密度。那 
只有当电荷的速度 f 远比 c 为小时才算是良好的近似。因此，我们正在做一种非相对论性 
计算，用 pv 来代替,积分式 (21. 17) 便变成 


• 这一公式首先由 •办于 1902年发表。约在1950年它由 R _ P . 费恩曼独立导出，并作 
为对同步加速器辐射的 一种优 良想法在某些讲稿中曾经给出过。 



圈 21-2 点 （1) 处的势由对电荷密度 P 
的积分给出 
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+ J "» p (2, t — r / c ) dV t . 


由于所有电荷都有相同的速度，这个积分正好是 p / r 乘以总电荷 9 。但 <? v 恰好就是 r ? p / az , 
即电偶极矩的时间变化率一那当然必须是在推迟时刻 ( t - r / c ) 算出来的。我们将把它 
写成因此对于矢势来说就得到 


A ( l , «) = 


p (. t - r / c ) 


(21. 18) 


4n<oC 2 r ' 

上述结果表 明：变 化偶极子中的电流会产生一个矢势，这矢势具有源强度为/ »/ Uc 2 ) 的 
球面波的形式。 

现在就可以由 B = VXA 得到磁场。由于 > 完全在 z 方向上，所以 A 只有一个 2 分量； 
在它的旋度中只有两个不等于零的微商。因此，= 3 A , 心及 B , / dx a 让我们首 

先来考察 B I: 

3 p(t — r/c) 




im 0 c z Sy 
7 , 从而得出 


为了求得微商，必须想到 r = V ?" T 7 

B - = ^?' p(t ~ r,c) ^< 7 ) + ^ 7 ^ (< - r/c) - 

记住 3r /dy = y / r , 则第一项就给出 

1 yp (. t - r / c ) 


47c< 0 c 2 


r 3 


(21. 19) 


( 21 . 20 ) 


( 21 . 21 ) 


这类似于一个静态偶极子的势，随 1/ r 2 而下降（因为对于给定的方向来说 dA 是个常 数）, 
式 (21. 20) 中的第二项为我们提供一些新的效应。在进行微商后得 


pU-r/c), 


( 21 . 22 ) 


式中# 当然是指/>对时间的二次导数。这一项来自对式中分子的微商，它是造成辐射的主 
要原因。首先，它描述了一个仅按 1 A 随距离下降的场。其次，它取决于电荷的加速度。你 
可能开始明白，我们是如何打算得到一个像式 (21.0 那样的结果，而它是描述光辐射的。 

让我们稍微详细一点检查一下这个辐射项是如何得来的——它是这么一个有趣而又重 
要的结果。由表示式 (21. 18) 开始,它具有 1/ r 的依存关系，因而除了式中分子上的那个推 
迟项外就像一个库仑势了。那么，当我们为获得场而对空间坐标取微商时，为什么并不恰好 
得到 1 A 2 的场——当然还会有那相应的时间推迟？ 

按照下述办法我们就能够看出其所以然 ：如让 偶极子作正弦式上、下振动，那么就会有 


和 


A , = 


/> = />, = /) 0 sintui 

1 ( op 0 cos a>(t — r / c ) 
4 iu 0 c z r 


若在某一给定时刻把 作为/ •函数的>^画成图，则可获得如图 21-3 所示的那种曲线。该峰 
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图 21-3 对来自一振荡偶极子的球面 
波，在》时刻矢势 A 的正分錶 作为； •函数 
而画成的图 


的振幅会随1 / r 减小,但除此之外在空间还有一受 
1 A 的包络线调制的振动。当我们对空间取微商 
时，它们将与该曲线的^成正比。从图中我们 
看出有一些斜率比 1/ r 曲线本身的斜率要峻峭得 
多。事实上，对于某一给定频率来说，那些峰的斜 
率显然正比于随1 A 变化的波的振幅。因此，这就 
说明了该辐射项的下降率。 

事情的发生完全是由于当波向外传播时源@ 
时间的变化已变换成在空间里的变化，而磁场 j 

决于势的空间微 

让我们回过来完成对磁场的计算6 关于扎 
已有式 (21. 21) 和 (21. 22) 两项，因而 


B , 


= 1 
4jt< 0 c 2 . 


yp(t — r / c ) yp(t — r / c )' 


利用相同的数学，得到 


By = 4^?[ 


xpU — r / c ) xp(t — r / c )' 


或者，可将其集合在一个漂亮的矢 M 式中： 


„ 1 [p + (, r / c ) p],-,h X r 

B = w ^ • 


(21.23) 


现在让我们来看看这个公式。首先，若 r 很大，就只‘有那> 项才重要。 B 的方 向由灰 Xr 
给出，它既垂直于矢径 r , 也垂直于加速度，如图 21-4 所示。一切都表明不错，那也是我们 
由式 (21. 1') 所得到的结果。 

现在，让我们来看看以往不熟悉的东西一即在源附近所 
发生的事情。在§ 14-7 中我们曾求出关于电流元磁场的毕奥- 
萨伐尔定律。求得一个电流元对于磁场贡献的 置为： 

dB = — i-r (21.24) 

4 m 0 c r 3 

若记得 > 就是电流，则你知道这个公式看来很像式 （21. 23) 

中的第一项。但有一点不同^在式 （21. 23) 中，电流必须在 
U - r / c ) 时刻被算出，而这一点在式 （21. 24) 中就没有出 
现。然而，事实上,对于小 r 来说式 (21. 24) 还是十分精确的，因为式 （21. 23) 中的第二项有 
助于抵消掉第一项中的推迟效应。当 r 很小时这两项食 起来给 出的结果很接近于式 
(21.24)。 

关于这一点我们可以这样来认 识：当 r 小时， ( t - r / c ) 与 f 相差无几，因而可以把式 
(21. 23) 中的方括号展开成泰勒级数。对于第一项， 



p{t — r / c ) = /»( t >— + >•(<) + 其他, 
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而第二项展开至 r / c 的同一级，则为 

— r / c ) = f /»'(») + 其他 • 

当求和时，含>的两项互相抵消，而留给我们是非推迟电流>也即 p ( t ) —加上 （ r / c ) 2 级的 
项或更高级的项[如 |( r / c ) 2 对于 r 足够小以致 > 在时间 r / c 内没有显著改变的情况， 

这些项的贡献将是十分微小的。 

因此，式 (21. 23) 给出的场很像瞬时理论中的场——比带有推迟的瞬时理论要接近得 
多，推迟的一级效应已被第二项所消除。该静态公式十分准确，其准确程度远比你可能想到 
的要高。当然，这补偿作用仅对接近源的点才有效。对于远离源的点这个修正变得十分差， 

因为时间延迟产生了很大的影响，所以我们得到重要的含 1/ V 的辐射项。 • 

仍然存在这样的问题，即算出电场并证明它与式 (21. 1') 相同。对于大的距离来说我们能 
够看出该答案将完全正确。我们知道，离源很远、有波传播的地方, E 垂直于(而且也垂直于 
»■>, 如图 21-4 所示，并且 cB = E 。 因此, E 与加速度> 成正比，正如式 (21. 1'〉所料到的那样。 

要完全得到在所有距离上的电场，我们需要先解出静电势。当计算 A 的电流积分以获 
得式 (21. 18) 时，就曾做过这样一种近似，即把推迟项中 r 的微小变化忽略不计。这对于静 
电势来说将行不通，因为这样一来我们获得1 A •乘以电荷密度的积分，那将是一个常数。这 
种近似太粗糙了。我们需要达到一个较高级的近似，但又要避免直接在有关较高级近似的 
计算中找麻烦，我们还是能够 做某一 种其他事情的一可以利用已找到的矢势从式 (21. 6) 

确定标势。在我们的情况下， A 的散度只是——因为和片，都恒等于零。用上面 
求 B 的同样办法取微分， 

▽ • 4 = -d^[ Ht ~ r,c) A(7) + 7^ (t_r/c) ] 

zp(,t — r / c ) _ zp(t — r / c )~\ 
r 3 cr 2 」• 

或者，采用矢量符号， 



应用式 (21. 6) ,我们得到关于#的 方程： 

H _ _1_ [p + (r/c) >]■_■■/,• r 
dt 4 jt < 0 r 3 

对于*的积分不过是从每一个 > 或中除去顶上的一点，因而 

Hr, 0=7^- [P + (" c 夕 ] 卜 " (21.25) 
4ir<o r 

积分常数大概相当于某个叠加上去的静场，那当然是有可能存在的静场。但对于我们所考 
虑的振荡偶极子来说，却不存在静场。 

现在我们能够按照 
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E =-V^- 


求出电场 E 。 由于计算冗长而不直截了当[只要你记住 pit - r / c ) 和它对时间的微商之所 
以与： r , A z 有关，是通过推迟时间 r / c 来的]，所以我们将仅仅给出结果： 

E(r, 0 = ^j[3 (p ' r ； r)r ~p- +^\ p (. t - r / c ) Xr \ Xr], 

式中 

P . = p(.t — r / c ) + -^- p(t — r / c ). 

尽管看来它相当复杂，但这个结果还是容易解释的。矢置 〆 就是已经被推迟、然后又 
对推迟“修正”的偶极矩，因而带有 〆 的两项就恰恰给出当 r 很小时的静态偶极子场[见第 
6 章式 (6. 14>]。当 r 大时，含的项占了优势，而电场正比于电荷的加速度，且垂直于 》 v 事 
实上即是指向在垂直于 r 的平面上的投影。 

这 一结果 与我们应用式 (21. 1) 所能得到的结果相符。当然，式 (21. 1) 会更加普遍,它适用 
于任何运动，而式 (21. 26) 则仅仅适用于推迟时间 r / C 对于整个源都可以认为是一常数的那种 
小的运动。无论如何,我们现在已提供了整个以前有关光学讨论的基础(除了某些在第1卷第 
36章中曾经讨论过的内容以外），因为这种讨论全都与式 (21. 26) 中的末项有关。接下来我们 
将讨论如何才能得到迅速运动的电荷的场(引导至第1卷第34章中的相对论性效应)。 


(21.26) 

(21.27) 


§21-5 运动电荷 的势； 李纳和维谢尔通解 

在上一节，由于我们仅仅考虑低速的悄况，所以在计算 A 的积分时做了简化。但在这 
样做时我们遗漏了一个要点，而这一点也正是容易出错的地方。因此,现在我们将对一个以 
任何方式——甚至以相对论性速度一运动的点电荷的势进行计算。一旦有了这个结果， 
我们便将拥有关于电荷的整个电磁学。这时就连式 (21. 1) 也可以通过取微商而推导出来。 
由于故寧将是完整的，所以请耐心听 下去。 

让我们尝试计算由一个不管以任何方式运动的 g 电荷（诸如一个电子）在点（: c , ： y , *:) 
上所产生的标势 SKI ), 所谓“点”电荷我们指的是一 i 十分微小的电荷球，可以缩小到任意 
程度，并带有电荷密度我们可以由式 (21. 15) 求 得多： 

HI, t) = T j -f ^ 2， - ri2 ~ ； ' 1?/c) dV 2 . (21.28) 

4ir< 0 J r xt 

答案似乎应该是一而几乎每个人最初总会认为一^对整个这样一个“点”电荷的积分恰 
好就是其总电荷 <7,因而 

^( 1 , t) = + 冬 ( 错 了 ). 

r iz 

对于 r ' 12 , 我们指的是在推迟时刻 （ t _ r l 2 / c ) 从电荷所处位置点 (2) 至点（1>的矢径。但这个 
式子是错的。 

正确的答案是 
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^( 1 , t ) = 



(21.29) 


式中 tv 为平 行于^ ——即指向点（1>—的电荷速度分置。现在要向你们解释其中原因。 
为使论证易于接受，我们将先对一个具有小立方体形状而以速率朝向点 （1) 运动的“点”电 
荷进行计算，如图 21-5( a ) 所示。令该立方体的每边长度为 a , 我们假定它比(即从电荷 
中心至点 （1) 的距离）要小很多很多。 

现在计算式(21.28〉的积分，我们将回到基本原理 上去; 将它写成求和式 


2手， (21.30) 

• r « 

其中是从点 （1) 至第《•个体积元 AV . 的距离，而 p 则是在 t , =t — r ,/ C 时刻 AV , 处的电荷 
密度。由于始终 r ,》 a , 因而把 AV , 取为垂直于^„的一个矩形薄片将是方便的，正如图 
21-5( b ) 所示。 



(») 



( b ) 


m 2 i -5 («) “点” 电荷——视作一个小立方体的电荷分布一以速率朝 
着点 （1) 运动 〆 b > 用来计算势的体积元 AV , 


设我们亊先假定每一体积元的厚度 u ; 远小于 < 2 , 于是单独的体积元看来就像图 
21-6(8〉所示的那样，其中已放上了比完全覆盖电荷还要多的体积元。但我们却还没有把电 
荷表示出来，而这是有充分理由的。我们应该把它画在哪里呢？对于毎一体积元 AH 
说,必须在= U - r ,/ c ) 的时刻取 p , 但由于电荷正在运动，因此对每个体积元 AV , 来说它 
处在不同的位置！ 

让我们说，我们从图 21-6 U ) 中标明为“1”的体积元开始，该体积元是这样选取的，即在 
= (<_ n / C ) 时刻电荷的“后”端占据着 AV ,, 如图 21-6( b ) 所示。然后当我们计算内 AV 2 
时，就必须用到在稍微 jg — 点的时刻= ( t - rr / c ) 的电荷位置，这时电荷所处位置如图 
21-6( c ) 所示。对于 AV 3 , AV , 等等，可依此类推，现在就能算出那个和了。 

由于每个 AV , 的厚度为所以它的体积为于是与电荷分布重叠的每个体积元 
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⑷ 






图 21-6 对一个运动电荷的 
— 进行积分 


含有电量 wa 2 p , 其中 p 为立方体内的电荷密 
度——我们认为它是均匀的。当电荷至点 （1) 的距 
离很大时，通过令一切位于分母上的都等于某 
一 平均值，如令等于该电荷中心的推迟位置 〆 ，那 
么我们这样做造成的误差将是可以忽略的。于是 
式 (21. 30) 的总和便是 


•y\ 


在这里,就是如图 21-6( e > 所示的、与电荷分 
布重叠的最后那一个 AV ,。 于是总和显然是 


N e^_ = P^^y 


现在恰好就是总电荷 9 , 而则是如图 
21-6< e ) 所示的那个长度6。因此我们有 




6是什么？它是立方体电荷的边长再加上 
/.=(/- r , / c ) 与 = U - r N / c ) 之间电荷移 
距离一这就是在如下时间内 

At = / N — = (n ~ r N )/c = b/c 


电荷所行经的距离。由于电荷的速率为 I 所以经 
过的距离为= vb / c , 但长度6却是这个距离加上 a , 


b = a + ^- b . 


解出 6, 得 


当然，所谓 x >, 我们指的是在推迟时刻 〆 = U - r '/ c ) 的速度，这可以通过写成 ( l - v / c )^ 
而指明出来，因此关于势的方程式 (21. 31) 就变成 


^( 1 , 0 = 


4 w 。 〆 (1 — w / c )* ig - 


这一结果与我们上面的断言即式 (21. 29) 相符。这里存在一个修正项，它是由于积分“扫过 
该电荷”时电荷正在运动引起的。当电荷朝着点 （1) 运动时，它对该积分的贡献增加了一个 
比值6厶。因此，正确的积分就是《?/ 〆 乘以 6/ a ，后者即是 l / U — p / chig 。 

如果电荷速度方向并非朝着观察点 （1), 那就可以看出，重要的只是朝着点 （1) 的速度 g 
婁。把这个速度分置称为认，则修正因子为1 /(I - 认 / c ) 植 2 。并且，对于 g 泡形状一不二 
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定是立方体一的电荷分布，我们做过的分析按完全相同的方式进行。最后，由于电荷的 
“尺寸” a 并未进入最终的结果，所以当把电荷缩小至任何尺寸——甚至缩小成一点时，上述 
结果同样成立。对于一个以任意速度运动的点电荷，普遍的结果是标势为 


^( 1,0 = 


_ 9 _ 

4jt< 0 /(l — w r /c) 推迟 


这个式子往往写成等效的 形式: 


(21.32) 


^(1, 0 = 


_ 2 _ 

4jr<o(r— v - r/c) Mi g 


(21.33) 


式中/ ■是从电荷指向正在计算 4 的那个点 （1) 的矢 ft , 而所有在括号内的量都必须是它们在 
推迟时刻 〆 =t — 的值。 

当我们由式 (21. 16) 计算有关一个点电荷的势 A 时，同样的事情也会发生。电流密度 
为 /» v , 而对^的积分与刚才求 > 时相同。所以矢势为 


-4(1, t ) = 


_ ■^推占 _ 

4jt< 0 c 2 (r — v - r / c'itis 


(21.34) 


有关点电荷的势最初是由李纳和维谢尔导出的，因而被称为 李纳-维谢尔势 。 

要把这一环节接回到式 （21. 1) 上去，只需从这些势算出 E 和 B (利用 B = VX /1 和 
£ = 一坏一 3 A 0 O 。 现在这仅是个算术问题。然而，这项算术相当繁所以将不列出所 
有的细节。也许你会相信我们所说的话，式 （21. 1) 就同上面所导出的李纳-维谢尔势 
相当、 


§ 21-6 匀速运动电荷 的势； 洛伦兹公式 

下一步我们希望应用李纳-维谢尔势于一种特殊情况——即找出电荷沿一直线做匀速 
运动时所产生的场，以后再用相对论原理来求它。现在已经知道.当我们站在电荷的静止参 
照系中时势会怎样。当电荷在动时，则可以通过 从一个 参照系到另一个参照系的相对论性 
变换把每样东西都算出来。但相对论起源于电和磁的理论。洛伦兹变换式（第1卷第15 
章）是洛伦兹在研究电和磁的方程式时发现的。为了使你能够理解事情的由来，我们希望证 
明麦克斯韦方程组确会导致洛伦兹变换。我们从直接按照麦克斯韦方程组的电动力学来计 
算一个匀速运动电荷的势开始。我们已经证明，麦克斯韦方程组对一个运动电荷会导致曾 
在上一节中得到的势。因此，当我们引用这些势时，也就是在应用麦克斯韦理论。 

设有一个沿 x 轴以速率 v 运动的电荷。我们要求出如图 21-7 所示的点 P (: r , ; y , 2 >的 
势。如果《 = 0时电荷处在原点，则在时刻 t 该电荷已处于 x = y = z = 0的点。可是， 
我们所必须知道的却是在推迟时刻 


• 如果你有大屋纸张和时间，就可以自己试试将它算出来。那么.我们要提出两个建议 •.首 先,不要忘 
记对〆取微商很复杂，因为它是〆的函数。其次，不要试图导出式 (21. 1), 而是要算出其中所有各种微商, 
然后同你从式 (21. 33) 和 (21. 34) 的势所获得的 E 比较。 
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(21.35) 


••推 迟”位置 

(在 〆 = f - r 7 c ) 


■•现 存- 位置- 
(在 < 时刻） 


田 21-7 求出一个沿: r 轴以匀速运动的电荷在尸点的势 


r ' 消去。然后对两边平方得到 


电荷的位置，式中/为从该推迟时刻 
的电荷位置至 P 点的€"^7^1£^ 
较早时刻 〆 ，电荷位于 I = 处， 
因而 

r ' =〜/ (x — vt'Y + y z +z 2 • 

(21.36) 

为求得 r ' 或 么得将 这个方程同式 
(21. 35) 结合起来。首先，通过式 
(21. 35) 解出 〆 并代入式 (21. 36) 中把 


c ^ t - t'y = { x - vt'y + y l + z l , 

这是关于的一个二次方程。把那些平方的二项式都展开，并把含/的相似项收集起来，则 
可得 

W — c * ) t ' 1 — 2 (xv — c l t ) t ' + x *+ y +** — ( rt )* = 0. 

由此解出 〆 , 

= t -^- L^ x - vt y + [ x -^ Yy l - > r ^). (21.37) 

为求得 〆 ,就得把这个的表示式代入 下式： 

r = c { t - t '). 

现在我们准备由式(21.33〉来求 A 由于 v 是恒置，所以这个式子变成 


KX，y，Z， ° = ^, r '- vr'/c 

v 在 〆 方向的分最为 t / U - t ; 〆 ）/ 〆 ， 因而 v . 〆 正好是，而整个分母为 

c(t 一 t r ) — 一 vt ) = c [裏一 

代入来自式 (21. 37) 中的 （1 一 X / 2 对于4我们获得 


(21.38) 


y 9 z 9 t )= 


kx - vtV + (1-^)(,^+^： 


如果我们将上式重新写成下式，则更易于 理解： 


Hx , y , z , t ) = 


只[(爲 


(21.39) 






矢势 A 是有附加因子 v / c 2 的相同的表 示式: 
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A = ^. 

从式 (21. 39) 中我们可以清楚地看到洛伦兹变换的起源。要是该电荷位于它本身的静 
止参照系中的原点，则它的势应该为 

Hx ， y,z) = uTo - 

由于我们是在一个运动参照系中对它进行观察的，因而好像坐标应该通过下列式子进行 变换： 

x — vt 
■/I — V * / c : , 


那正好就是洛伦兹变换，而我们刚才所做的实质上也还是洛伦兹发现它时所用过的方法。 

不过，出现于式 (21. 39) 前面的那个附加因子1 /71 _ V 又是怎么一回事呢?另外， 
若在粒子的静止参照系中矢势 A 处处为零，则它在运动坐标系中表现成什么？我们不久将 
要证明,>1和#在一起构成一个四元矢量，像粒子的动 ft p 和总能霣 U 那样。式 (21. 39) 中 
那个附加因子1八 /I 一 W 就是当人们在变换一个四元矢置的分量时总会出现的同样的 
因子——就像电荷密度变换成 p /71— W 那样。事实上，由式 (21. 4) 和 （21. 5) 就几乎可 
以明显地看出, A 和#是一个四元矢》的分因为我们已在第13章中证明_/和是一个 
四元矢量的分 S 。 

以后我们还将更详细地考虑有关电动力学方面的相对论;这里只希望向你们表明，麦克 
斯韦方程组如何自然地导致洛伦兹变换。这样，当你发现电和磁的规律已经符合爱因斯坦 
的相对论时，将不会感到诧异。我们无需像对牛顿力学定律所必须做的那样去加以“修补”。 
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§22-1 阻 抗 

在本课程中，我们的大部分工作目的在于与完整的麦克斯韦方程组相联系。在以上两 
章中，曾讨论了这些方程的重要结果。我们已经清楚，那些方程含有以前所算出的一切静态 
现象，以及在第1卷中就已相当详尽地谈及的那些有关电磁波和光的现象。麦克斯韦方程 
组给出上述两方面的现象,这些现象取决于人们所计算的场是靠近电流和电荷还是远离它 
们。对于中间的区域则没有什么有意义的东西可说，那里并未出现什么特殊现象。 

然而，在电磁学中还有几个课题有待我们去处理。我们将要讨论有关相对论和麦克斯 
韦方程组的问题一即当人们相对于运动坐标系而观望那麦克斯韦方程组时所发生的情 
况，以及关于在电磁系统中的能适守恒问题.还有关于材料电磁性质的广泛课题。迄今为 
止,除了对于电介质的特性有过一点研究以外，我们只讨论过自由空间中的电磁场。而且， 
尽管在第1卷中我们已相当详尽地谈及光学的课题，但还有几件亊情我们很想从场方程的 
观点出发重新讨论。 

特别是要重新考虑有关折射率的课题,尤其是关于稠密材料方面的问题。最后，还要考 
虑与局限于一有限空间区域里的波相联系的现象。我们过去曾在研究声波时简单接触过这 
类问题。麦克斯韦方程组也导致表示电场和磁场约束波的那些解。我们将在以后某些章节 
中考虑这一具有重要技术应用的课题。为了引导到该课题上去，我们将从考虑低频时的电 
路特性着手。然后就可对下述两种情况进行比较：一种是麦克斯韦方程组的准静态近似适 
用的情况，而另一种则是高频效应占优势的情况。 

因此,我们就将从上面几章中那巍峨而险竣的高峰降回到相对低水平的电路课题上 
来。然而将会见到，即使这么一个世俗课题，只要足够详细地加以考察，也能发现它包含极 
大的复杂性。 

我们已在第 1 卷第 23 和 25 两章中讨论过电路的某些性质。现在再来重复其中某些内 
容，但会详细得多。我们将再度只同一些线性系统和全都按正弦形式变化的电压和电流打 
交道，这时，应用第 1 卷第 23 章中所描述的那种指数函数符号,就可应用复数来表示所有的 
电压和电流。于是 ，一 个随时间变化的电压 VQ ) 就将被写成 

V⑴ = <>e ‘ , ， （ 22.1) 

式中 f 代表一个与《无关的复数。当然，实际上随时间变化的电压 V (0 是由上式右边的复 
数函数的实部给出的。 

同样其他随时间变化的量也都将被视作以相同的频率 O ) 按正弦形式变化。因 
此，我们写出 
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1= fe - (电流）， 

(电动势）， (22.2) 

E=E e - (电 场〉， 

等等。 

多半时间我们将用 V , •(而不是用 (>,f , 泛…） 来写出方程，但得记住，时间的变 

化是由式 (22. 2) 给出的。 

在以往的电路讨论中曾经假定，像电感、电容和电阻这种东西你们都已熟悉。现在要来 
稍微详尽地看看这些所谓理想电路元件指的是什么。我们将从电感开始。 

电感是这样制成的，即把许多匝的导线绕成一个 
线圈形式,并从其两端接至距离线圈相当远的接头上 
去，如图 22-1 所示。我们要假定，由线圈中电流所产 
生的磁场并未强烈地向外扩展到全部空间，从而不会 
与电路的其他部分发生相互作用。通常可以这样安 
排，把线圈绕成一个环形的式样,或把线圈绕在某一块 
适当的铁芯上，从而约束磁场，或通过把线圈放在某一 
个适当的金属盒之内，如图 22-1 所简略指明的那样。 

在任何情况下，我们都假定，在端点 a 和6附近的外部 
区域里仅有微不足道的磁场。我们也要假定，可以忽 
略线圈导线里的任何电阻。最后，还将假定，那些出现 
在导线表面上用以建立电场的电荷世是可以忽略的。 

具备了所有这些近似性，就可以有一个所谓“理 
想”电感（以后我们还会回过头来讨论在实际电感中所发生的事悄>。对于理想电感，我们说 
它的端路电压等于 L ( d 7/ dO 。 现在来看看为什么会这样？当有电流通过电感时，正比于这 
个电流的磁场在线圈内部便建立了起来。若电流随时间变化，则这磁场也会变化。一般说 
来,£的旋度等于 dB / dz ; 或者换句话说,£环绕任何闭合路径的线积分等于穿过该回路 B 
通 辙的变 化率的负值。现在假设我们考虑下述 路径： 由端点 a 开始沿线圈（总是保持在导线 
之内） 抵达端点6,然后在该电感外面的空间经过空气从端点6回到端点 a 。 E 环绕这一闭合 
路径的线积分可以写成两部分 之和： 

• ds = J * E • ds + J ° E - ds . (22. 3) 

经由钱 ■ 鳗■外 _ 

正如以前已经了解的，在一理想导体内部不可能有电场（最微小的场都可能产生无限大的电 
流〉。 因此，从《至6经由线圈的积分等于零。 E 线积分的整个贡献都是来自该电感外面从 
6至 a 的那一段路径。既然我们已经假定，在该“盒子”外面的空间里不存在磁场，则这部分 
积分就与所选取的路径无关，因而我们可以对两端的电势下定义。这两端电势的差就是所 
谓的电压差或简称为电压 V ,因而我们有 

V = — J E • ds =— - ds . 



这整个线积分以前曾称为电动势 A 当然也就等于线圈里磁通量的变化率。我们早已 
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明白，这一电动势与电流的负变化率成正比，因而就有 

v=-g= L f r 

式中 L 是线圈的自感。由于 d 7/ d « = ioJ , 所以我们有 

V = \ wLI . (22.4) 

描述理想电感的方法，举例说明了解决其他理想电路元件一通常称作“集总”元 
件一的一般方法。这些元件的性质完全由出现在两端点处的电流和电压来描述。通过做 
些适当近似，就有可能忽略那些出现在物体内部的场的巨大复杂性，在内部与外部发生的事 
情之间划清了界限。 

对于一切电路元件，我们都会找到一个像式 （22. 4) 那样的关系式，其中电压正比于电 
流，而其比例常数一般说来都是一复数。这个复值比例系数称为并通常写为 z (不要 
同 * 坐标混淆起来）。它一般是频率出的函数。因此,对于任何集总元件来说就可以写出 

V V 

了 =广 

对于电感则有 

*( 电感 ）= zl = ituL . 


(22.5) 

( 22 . 6 ) 


现在让我们从同样观点来看看电容’。一个电容器包括两块导电板，并各自引出导线 
至适当的终端。这两块板可以有任何形状，并且通常由某种介电材料隔开。我们大略地把 

这样一种情况画在图 22-2 上，再做出几个简化假 



围 22-2 电容 


定。首先，假定板和导线都是理想导体。其次，假 
定两板间的绝缘相当完美，以致不会有电荷能够通 
过该绝缘物质从一板流至另一板。再其次，假定这 
两块导体互相靠近但远离其他一切导体，以致所有 
离开其中一板的场线都将终结在另一板上。这样， 
在两板上的电荷就将永远等 景异号 ，而在板上的电 
荷比起那些在接线表面上的要多得多。最后，我们 
假定在该电容器附近不会有磁场。 

现在设想考虑£环绕下述回路的线积分，即从 
端点 a 开始，沿导线内部达到该电容器的上板，然 
后越过两板之间的空间，又从下板通过导线而到达 
端点6,并在电容器外面的空间返回到端点 a 。 由 


* 有些人说，我们应该用■•电感器"和“电容器”这种名称来称呼那些而用••电感”和 ■•电 容”称呼它 
们的(与“电阻器”和“电阻”相类 似〉。 但我们宁愿采用你将会在实 sSi 听到的那些 名称。 大多数人 
对于^:具体线圈及其自感 L 两者都仍说成是"电感”。至于“电容器 "（ capacitor 〉 一词似乎已很吃香—— 
尽管仍相当经常地听到另外一个■•电容器"名称 ( condenser ) ——而大多数人仍比较宫欢用“电容 "( capacity ) , 
甚于用“电容 ” ( capacitance ) o 



第 22 章 交流电路 | 293 

于没有磁场，所以 E 绕这个闭合路径的线积分就是零。这个积分可以分成三 部分： 

• ds = J E • ds + I E • ds + T E - ds. (22.7) 

沿线 在 ism 外 Ss 间 

沿导线的积分为零，因为在理想导体里不存在电场。在电容器外面从6至 <2的积分等于在 
两端点间的电势差的负值。由于我们设想这两块板总是孤立于世界上其他部分的，故在这 
两块板上的总电荷就必须 为零； 如果上板有电荷 Q, 则在下板会有相等而相反的电荷一 Q。 

以前我们已知道，若两导体拥有相等而相反的电荷，即正负 Q, 这两板间的电势差就会等于 
Q/C, 其中 C 称为这两个导体的电容。根据式(22.7),^和6两端点间的电势差等于两板间 
的电势差。因而我们有 

v= Q 
C • 

从端点 a 进入（并从端点6离开）电容器的电流 i 等于 dQ/ck, 即板上电荷的变化率。把 
dV/tk 写成 bV 后，便可按照如下方式写出电容器的电压与电流的 关系： 

亦即 

v = dc- (22 _ 8 〉 

这样，电容器的阻抗 * 为 

Z (电容器 ） = z c = &• (22.9) 

我们要考虑的第三种元件是电阻。可是，由于还没有讨论过实际材料的电学性质，所以 
我们不准备谈论在真实导体内部发生的 事情。 因此，只好接受这样一个审实，即在真实材料 
内部会有电场存在，而这些电场能够引起电荷流动——也就是说，产生了电流一并且这个 
电流与电场从导体的一端至另一端的积分成正比。然后，我们设想一个按照简图 22-3 建立 
起来的理想电阻。两条被认为由理想导体构成的导线分别从 a 点与6点连接至一根电阻性 
材料棒的两端。根据我们常用的论证方法，两端点 a 
和6间的电势差等于外电场的线积分，而这也等于通 
过电阻性材料棒的电场的线积分。从而得出通过该电 
阻的电流I与端电压V成 正比： 

i = Y . 

R ' 

式中 i? 称为电阻。以后我们还将看到，对于实际导电 
材料，电流与电压间的关系只近似为线性。我们也将 
看到，这一近似的正比性只有当频率不太高时才被预 
期与电流和电压的变化频率无关。于是，对交变电流 
来说，跨越电阻的电压与电流同相位，这意味着该阻 
抗是 实数： 



图 22-3 电阻 
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2( 电阻） = Z R = R . 


( 22 . 10 ) 


关于三种集总电路元件——电感、电容和电阻一的上述结果，我们将其概括在图 22-4 


中。在该图中，以及在上面那些图中，我们都用一个从一端指向另一端的箭头来表明电压。 

b d 如果电压是正的一也就是说，端点 a 比端点6处 

<d) 于较高的电势——那么该箭头便指向一个正“电压 



z= f ,0,L iic R 


图 22-4 理想的集总电路元件 


降”的方向。 

尽管我们现在所谈的是交流电，但当然也可通 
过取频率趋于零的极限而包括载有稳恒电流电 
路的特殊情况。对于零频率——也即对于直流 
—来说，电感的阻抗趋 于零； 它变成短路了。对 
于直流，电容器的阻抗趋于无 限大； 它变成断路了。 


(被动的或无 源的〉 


由于电阻的阻抗与频率无关，所以它是分析一个直 


流电路时唯一遗留下来的元件。 

迄今为止所描述过的那些电路元件中，电流与电压都是相互成比例的。倘若其中一个等 
于零，另一个也同时为零。我们往往会这 样想: 一个外加电压是造成电流的“原因 "，或 者电流 
会引起两端点间的电压，因此，在某种意义上，元件是会对所“施"的外部条件发生“响应”的。 
由于这一原因，这些元件便称为被动元件(或无源元件）。这样,与它们形成对照的是，即将在下 


节讨论的、作为电路中的交变电流或电压之 f 的、诸如发电机那一类的主动元件(或有源元件)。 


§22-2 发电机 


现在要来谈谈有源电路元件-种电路中电流和电压的源——发电机。 

假定有一个像电感那样的线圈，只是它的匝数很少，以致可以忽略它本身电流的磁场。 
然而，这一线圈被 H 于或许由诸如旋转磁铁所产生的变化磁场之中，如图 22-5 所示（以前就 
知道，像这样的旋转磁场也可由通有交变电流的一组适当的线圈产生）。我们必须再做出几 
个简化假定，这些假定全都与上面对电感情况所描述的相同。特别是，我们将假定，该变化 


磁场被局限在线圈附近的确定区域而不会出现 
在发电机外面两端点之间的空间里。 

仔细地按照我们曾对电感所做的分析，考虑 
环绕如下一个闭合回路对£进行线积分，即从端 
点 a 开始，经过线圈到达端点6,并在两端点之间 
的空间里返回到起点^我们再次得出结论，两端 
点间的电势差等于£环绕该回路的总线 积分： 

V =_丰£ . ds . 

这个线积分等于该电路中的电动势，因而跨越发 
电机两端点的电势差 V 也就等于该线圈的匝连 
磁通量的变 化率： 



B 22-5 含有一个固定线 圈和一 个旋转 
磁场的发电机 
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V =_< T = 去(磁通量). 


( 22 . 11 ) 


对于一部理想发电机来说,我们假定该线圈的匝连磁通量是由一些外加条件——诸如旋转 
磁场的角速度一所确定的，而无论如何不受流经发电机电流的影响。 

这样看来,发电机一至少是我们现在所考虑的琿想发电机—并不是 
一个阻抗，跨越它两个端点的电势差由任意给定的电动势所确定。 

这种理想发电机由图 22-6 所示的符号表示，小箭头代表电动势取正值 
时的方向，图中发电机的正电动势将产生一个 V = 4的电压，其中 a 端 
的电势比6端高。 

还有另一种制造发电机的方法，虽然内部很不相同，但在两端点以 
外所发生的事态则与刚才所描述的无法加以区别。假设有一个金厲线 
圈在一固定的磁场中旋转,•如图 22-7 所示。我们画出一个条形磁铁来 
表明有磁场 存在； 当然，它也可以由任何其他恒定磁场源、诸如一个载有恒定电流的附加线 
圈来代替。就像图中所示的那样，利用滑动接触或“汇电环”就可把旋转线圈同外界的连接 
建立起来。我们仍然对出现在 a 与6两端点间的电势差感兴趣，当然，它就是沿着发电机之 
外一条路径从端点 a 至端点6的电场积分。 



囹 22-6 理想 
发电机的符号 



此刻在图 22-7 的系统中不存在变化着的磁场，因而我们起初也许会怀疑怎么会有任何 
电压出现在发电机的两端。事实上，在发电机内部的任何一处都没有电场。我们照常假定， 
作为理想元件，在其内部的导线是由理想的导电材料制成的，而正如我们曾经多次说过的那 
样，在一理想导体内部电场等于零。但那是不正确的。当导体在一磁场中运动时，它就不正 
确了。正确的说法是，在一理想导体内部作用于任一电荷上的合左必须为零，否则就会有自 
由电荷无限大地流动。所以永远正确的是，电场 E 加上导体速度与磁场 B 的叉积一那就 
是作用在单位电荷上的合力——在导体内部必须 为零： 

F /攀位** = E + rXB = 0 ( 在理想导体中）， (22. 12) 

式中 v 代表导体的速度。只要导体的速度 v 为零，则我们以前关于理想导体内部没有电场 
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的说法是完全正确的，不然的话，正确的说法应由式 (22.12) 所提供。 

回到图 22-7 的发电机上来，我们现在明白，通过发电机的导电路径从端点 a 至端点6 
电场 E 的线积分必定等于在相同路线上 v X B 的线积分，即 



• ds =— J (v X B ) - ds . 


(22. 13) 


可是，这仍然是正确的 ：即环 绕一个包括该发电机外面从6至^的归途在内的那条完整的回 
路 E 的线积分仍必定为零，因为这里并不存在变化的磁场。因此，式 (22. 13) 中的第一个积 
分也就等于 V ,即两端点间的电压。事实证明，式 （22. 13) 右边的积分恰好就是穿过该线圈 
的通量匝连数的变化率，因而——根据通量法则一等于线圈中的电动势。因此，我们再度 
得到： 跨越两端点间的电势差等于该电路中的电动势，它与式 (22.11) 相符。所以，无论是其 


内部磁场在一固定线圈附近变化着的发电机，还是其内部线圈在一固定磁场中运动的发电 
机，它们的外部性质都相同。有 一个电 势差跨越两端点之间，它与电路中的电流无关而仅仅 
取决于该发电机内部一些任意给定的条件。 


t _ - 

+ - + - 

V77Z? 


围 22-8 化学电池 


只要我们试图从麦克斯韦方程组的观点来理解 



的普通化学电池。这也是一种发电机，即是一个电 
压源，尽管它只出现在直流电路中。原理最简单的 
一种电池如图 22-8 所示。我们设想有两块浸没在 
某一种化学溶液中的金厲板。假定该溶液含有正的 
和负的离子。也假定其中一种离子（如负离子）比那 
带有异号电荷的离子要重得多，以致它依靠扩散过 
程而通过溶液的运动慢得多。其次，我们还假定，用 
种种方法来安排使得溶液浓度从液体的一部分变化 
至另一部分，以致两种符号的离子在比方说下板附 
近的数目要远大于在上板附近。由于正离子的迁移 


率较大，它们便将更快地漂移到浓度较低的那一个区域里，使得有稍微超额的正离子到达上 
板。于是上板就将带有正电而下板则有一净负电荷。 

当有越来越多的电荷扩散至上板时，这一块板的电势就将升高至这样一种程度，即在两 
板间所引起的电场对离子所施之力恰好抵偿其超额迁移率，因而电池中的两极板就迅速达 
到一个标志其内部结构性能的电势差。 

正如上面对于一理想^容器所论证的那样，我们见到，当不再有任何离子扩散时, a 和6 
两端点间的电势差恰好等于两极板间的电场的线积分。当然，电容器与这样一个化学电池 
之间是有本质差别的。倘若把电容器的两端短路一会儿，电容器将会放电而不再有任何电 
势差跨越两端点之间。而在化学电池的情况下，电流却可以继续从端点引出而不致在电动 
势上有任何改变——当然一直到电池内的化学药品耗尽时为止。在一个实际电池中，会发 
现跨越端点的电势差随着从电池所引出的电流增大而降低。然而，在保持已做出的那种抽 
象化情况下，我们可以设想一个理想电池,跨越于端点间的电压与电流无关。这样,一个实 
际电池便可视作一个串联着一个电阻的理想电池。 
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§22-3 理想元件 网络； 基尔霍夫法则 


就像上一节中我们曾见到的，利用元件外面所发生的事情来描述一个理想电路元件是 


十分简单的。电流与电压彼此线性地联系着。可是在元件内部真正发生的情况却是非常复 


杂的，凭借麦克斯韦方程组来给出一个精确的描述十分困 
难。试想象对一部含有数以百计的电阻、电容和电感的收 
音机里面的电场和磁场设法提供精确描述。要对这样一件 
事情运用麦克斯韦方程组来加以分析，那会是无法做到的。 
但通过做出曾在§ 22-2 中描述过的多种近似以及对实际电 
路元件的基本特点用理想化的办法加以概括，对一个电路 
用相对直截了当的方法来分析就成为可能的了。现在我们 
要来说明那是怎样进行的。 

设有一个电路，含有一部发电机和几个互相连接在一 
起的阻抗，如图 22-9 所示。按照我们的近似条件，在各个 
电路元件的外部区域并没有磁场，因此环绕任何未曾通过 
任何元件的曲线 E 的线积分为零。然后考虑由虚线所构成 
的曲线 r , 它完全围绕着图 22-9 中的电路。£环绕这一条 
曲线的线积分由好几部分构成，每一部分就是从一个电路 
元件的一端至另一端的线积分。这个线积分已被我们称为 
跨越该电路元件的电压降，于是整个线积分就恰好是跨越 
电路中所有元件的电压降 之和： 

§ E - ds = • 



图 22-9 环绕任一闭合路径的 
电压降之和为零 


由于这一线积分为零，所以我们得到 ：环绕 整个电路回路的电势差之和等于零，即 


E V . = 0. (22.14) 

If* 任 HB 

这一结果得自麦克斯韦方程组中的一个方程一即在没有磁场的区域里，环绕任一闭合回 
路 E 的线积分为零。 



图 22-10 流入任一个分支点的电流 
之和为芩 


假设现在考虑一个像图 22-10 所示的电路。 
连接 a , b ， c 和 ci 各端点的那条水平线是为着表明 
这些端点都互相连接着，或者它们都是由电阻可以 
忽略的导线连接着。无论如何，这种画法的意思 
是 :<2 , 6, cRd 诸端点全都处于相同的 电势； 同样 
地, e , /, g & k 诸端点也都处于共同的电势。于 
是横跨四个元件中每一个的电压降 V 都相同。 

现在我们的理想化条件之一已经成为，在各阻 
抗的端点上所积聚起来的电荷都可以忽略。现在 
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再进一步假定，任何连接各端点的导线上的电荷也都可以忽略。于是电荷守恒律要求，任何 
离开某个电路元件的电荷都应立即进入另一个电路元件。或者,也同样可以说，我们要求流 
入任何分支点的电流之代数和必须为零。当然，所谓分支点我们指的是诸如 a , b ， c ， d 等 
互相连接着的任何一组端点。像这样互相连接的一组端点我们往往称之为“节点”。于是对 
于图 22-10 的电路，电荷守恒便要求 

U - li-U — U - 0. (22. 15) 

进入由 e , /,发和；！四端点构成的那个节点的诸电流之和也 是零： 

— /, + / 2 + / 3 + / 4 = 0. (22.16) 

当然,这和式 (22.15) 是一样的。这两个方程并非互相独立。普遍的法则是，流进任一个节 
点的电流之和必须为零。 

/• = 0. (22. 17) 

上面关于环绕一个闭合回路的电压降之和为零的结论，在一个复杂电路中必须应用于 
其中任一回路。并且，有关流进一个节点的电流之和为零的结果对于任何个节点也必然是 
正确的。这两个方程称为 基尔霍夫法则 。有了这两个法则，就能够在无论任何网络中解出 
其中的电流和电压。 

现在假定考虑图 22-11 中那个更复杂的电路。 
在这一电路中我们将怎样找出其中的电流和电压 
呢？可以按照下述直截了当的办法把它们求出。 
分别考虑出现在该电路中的那四个附城闭合电路 
(例如，其中一个回路从端点 a 至端点6又至端点 e 
和 d 而返回到端点 a )。 对于每一个回路，我们写 
出基尔霍夫法则的第一个方程一环绕每一回路 
的电压之和为零。必须 记住： 若顺着电流的方向行 
进，则电压降就算作为正，但若在经过某一元件时 
与电流的方向相反，则电压降应算 为负； 并且还必 
须记住，跨越电机的电压降是在该方向上电 
动势的 M 。 这样，若我们考虑那一个从端点 a 出 
发而又结束于其上的小回路，就会得出如下 方程： 
z,I, + z 3 I 3 + z,I, — = 0 . 

应用相同的法则于其余的回路，我们便会获得三个 

以上同类型的方程。 

其次，对于该电路中每一个节点，还必须写出电流 方程。 例如，对那些流入节点6的电 
流求和时便会给出方程 

h — h~U = 0 . 

同理,对那个标明为 e 的节点则会有电流方程 


r 
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图 22-11 用基尔霍夫法则来分析电路 










1,-1, + 1,-h = 0 . 
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图上所表示的这个电路总共有五个这样的电流方程。但是，结果证明，这些方程中的任一个 
都可从其他四个导出来，因此就只有四个独立的电流方程。这样，我们总共有八个独立的线 
性方程 :四个 电压方程和四个电流方程。有了这八个方程，就可以解出八个未知电流。一旦 
这些电流求出，该电路便算是已经解决了。跨越每个元件的电压降由流经该元件的电流乘 
以其阻抗而给出（或者，在有电压源的情况下，电压降是已知的）。 

我们已见到，当写出电流方程时，会获得一个与其他诸方程并不独立的方程。一般也可 
能写下太多的电压方程。例如，在图 22-11 的电路中，虽然我们只考虑那四个小回路，但还 
有大量的其他回路，对它们也可以写出电压方程。例如，有一个沿路径的回路，还 
有另一个回路是沿路径。你能够看出，存在许多个回路。在分析一个复杂电路 
时极易于得到太多的方程。有一些法则会告诉你如何处理以便仅仅写下最低限度数目的方 
程，但往往只要略为思考一下便能看出该怎样去得到形式最简单的适当数目的方程。而且， 
写出一两个超额方程也没有什么妨碍。它们将不会导致任何错误的答案，只是或许要做一 
些不必要的代数运算罢了。 

在第1卷第25章中，我们曾经证明过，若两阻抗 々和 ^互相串联，则它们等价于由下 
式给出的一个单独阻抗 

z , = zi + z t . (22. 18) 


我们也曾证明过，若两阻抗并联，则它们等价于一 
个由下式给出的单独阻抗 z ~ 

= 1. , ■ = (22.19) 

1 /Z, + 1 /z 2 Z\ + z 2 

你如果回顾一下就将会看到，在导出这些结果时我 
们实际上已应用了基尔翟夫法则。往往可以通过 
反复运用关于阻抗串联和并联的公式来分析一个 
复杂电路。例如，图 22-12 中的电路就是可以这样 
分析的。首先和 A 两阻抗可以由其并联等效 
阻抗来代替，而和心两阻抗也是一样。然后， 
阻抗可以同 A 和^的并联等效阻抗按串联法 
则结合起来。按照这样的方式进行下去，整个电路 
就可以简化成一部发电机同一个单独阻抗 Z 的串 
联。于是流经该发电机的电流就不过是 S / Z 。 然 
后反过来进行计算，人们就能求出通过每一阻抗的 



9 22-12 一个可以用串联和并联组合 
来分析的电路 


电流了。 

然而，也有一些十分简单的电路不能用这种办法来分析，图 22-13 所示的电路就是 
—个例子。要分析这个电路，一定要按照基尔霍夫法则写出电流和电压的方程。让我们 
来做一做吧。这里只有一个电流 方程： 


I t + 1 2 + / 3 = 0 , 
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图 22-13 —个不能用串联和并联组合来加以分析 
的电路 


因而我们立即知道 

h =-U, + I 2 ). 

如果马上利用这一结果写出电压方程，便 
能 节省一 些代数运算。对于这个电路存 
在两个独立的电压方程,它们是 

一 i?i + hz 2 — /i zj =0 

和 

^2 — ( /l + I 2 )Z, — II Z Z = 0. 

这里有两个方程和两个未知的电流。对 
这两个方程解出/,和/ 2 ，便得 


馬一 (z 2 +Z 3 )(g| 
Z| (zz +Z 3 ) + Z 2 Z 3 


( 22 . 20 ) 


和 


h = 


+ Zj £, 

+A) + Z 2 Z, 


( 22 . 21 ) 


第三个电流可从这两个电流之和获得。 

另一个不能利用阻抗的串联和并联法则加以 
分析的电路例子如图 22-14 所示。像这样的电路 
称为“电桥”，它出现在许多用 来测® 阻抗的仪器 
中。对这一电路人们感兴趣的问题往 往是： 各阻抗 
必须怎样联系，才能使通过阻抗厶的电流为零。 
符合这一要求的条件将留给你们去找。 



§22-4 等效电路 


围 22-14 —个桥式电路 


假定把一部发电机<?连接到一个含有某种复 
杂的阻抗互连电路中，如图 22-15( a ) 所示。由于所有从基尔霍夫法则获得的方程都是线性 
的，因而当解出流经该发电机的电流/时，我们就会得出 结论： /与《成正比。即可以写成 

. e 
I =—, 


现在式中是某个复数，是该电路中所有元件的代数函数（如果该电路除了图中所示的那 
部发电机之外没有其他发电机，那么就不会有与无关的任何附加 项）。 但这恰好就是我们 
应写出的关于图 22-15( b ) 的电路方程。只要我们仅对 a 和6两端点 g 所发生的情况感 
兴趣，则图 22-15 的两个电路就是等效的。因此,我们能够做出一个普遍陈述 ：无源 元件的 
任何二端网络都可以由一个单独来代替而不改变电路中其余部分的电流和电压。 
ii , 这个陈述的内容不过是来自基尔霍夫法则一而最终来自麦克斯韦方程组的线性性 
质的一种表示。 






第 22 章交流电路 | 301 



图 22-15 任何无源元件的二端网络都相 围 22-16 任何二端网络都可以由率联一个 

当于一个有效阻抗 阻抗的发电机来代替 


这一概念可推广至同时含有若干部发电机和若干个阻抗的电路。假定我们是“从其中 
某一阻抗的观点”来看这样一个电路，而这个阻抗被称为，如图 22-16(8) 所示。要是必须 
对整个电路的方程求解，则会发现两端点 a 和6之间的电压 V . 是 I 的线性函数，我们可以 
把它写成 

V .= A - BI ., (22.22) 

式中 A 和 B 依赖于电路中端点左侧的发电机和阻抗。例如，对于图 22-13 的那种电路，我 
们求得 V , = 。这可以写成[通过对式 (22. 20) 的重新布 置]: 

叫虎卜叫-哉卜 （ 22 . 23) 

于是，把这一方程与有关阻抗 z , 的方程，即 V , 互相结合就可获得全部的解，或者在 

一般情况下,通过将方程式 (22. 22) 与 

V . = I . z . 

相结合而获得全部的解。 

现在若考虑把 I 连接至由发电机和阻抗构成的简单串联电路，如图 22-16( b ) 所示，则 
与式 (22. 22) 相应的方程为 

V , = <?«» - /,z 有效， 

只要我们令=义,而 2 *« [ =3，上式与式(22.22)完全相同。因此，若我们只对于在 a 和 
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6两端点右側所发生的情况感兴趣，则图 22-16 的那个任意电路始终可以由发电机与阻抗 
串联而成 效结合体来代替。 


§ 22-5 能 量 

我们已经看到，要在一个电感中建立起电流能量1/ = \ lp 必须由外电路 供应； 当 

电流下降到零时，这能量又交还给外电路。 奔一个 理想电感中并没有能量损耗机制。当有 
一交变电流通过一电感时，能量在它与电路的其他部分之间来回流动，递交给电路的能量的 
平均速率 为零。 这样，我们便说电感是一个无耗元件，在其中没有电能被消耗掉—也就是 
“损失”掉。 

同样，一个电容器的能里 [/= + CV 2 , 当电容器放电时，会归还给外电路。当一电容器 

S 于交流电路中时，能 S 在其中流进流出，但每_周期中的净能流为零。一个理想电容器也 
是一个无耗元件。 

我们知道，电动势是一个能源。当电流/沿电动势的方向流动时，能世以 du/dt = SI 
的速率释放给外电路。如果电流是被电路中的其他发电机驱使:一逆着电动势的方向流 
动，则这电动势将以 速率打 吸收能域；由于/是负的，所以 dLf / d « 也将是负的。 

如果一部发电机与一个电阻 R 相接，则通过该电阻的电流为 / = «?/ R 。 由发电机以速率 
打供应的能 ft 为该电阻所吸收。这一能》在电阻中变成热，从而使该电路的电能损失掉。 
这样，我们便说电能在电阻中_了。在电阻中能》被耗散的速率为 dU/dt = 。 

在交流电路中，能》消耗于电阻中的平均速率等于 K / 2 在一 
周中的平均值。由于/ = f e - —这我们实际指的是/正比于 
cos ^ —所以在一周中 r 的平均值就是 If | 2 /2,因为电流峰值 
为 |f |, cos 1 orf 的平均值为1/2。 

当一部发电机接至任意一个阻抗 Z 时，能《的损失又将如何 
呢（当然，所谓“损失”，我们指的是电能转变为热能）？任何阻抗2 
都可以写成它的实部及虚部之和。这就是说， 

z = R + iX , (22.24) 

式中 R 和 X 都是实数。从等效电路的观点出发，我们可以讲，任 
图 22- n 任何阻抗都 何阻抗相当于一个电阻与一个纯虚数阻抗一称为里渡—相串 
与纯电阻及纯电抗的串 联，如图 22-17 所示。 

联组合等效 我们以前就知道,任何仅由一些 L 和 C 组成的电路都具有纯 

虚数的阻抗。由于平均来讲没有任何能量会在某一个 L 和 C 中 
损失，因而仅含 有一些 L 和 C 的纯电抗将不会有能量损失。我们可以看到，在一般情况下 
对于电抗来说这必定是正确的。 

如果一部具有电动势6的发电机被连接至图 22-17 的那个阻抗 z 上，则来自该发电机 
的电动势和电流便应有这样一个 关系： 
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g = J ( i ? + iX ). (22. 25) 

要找出能量输出的平均速率，就要求出乘积 打的平 均值。此刻我们必须小心！当处理这种 
乘积时，应与实数值<?(0和 7(0 打交道(只有当我们具有线性方程时，复变数函数的实部才 
会代表实际的物 理量; 现在我们所关心的是一 个乘® ，它^就不是线性的）。 

假定我们选取《的原点以便使 振幅？ '是一实数，比如/。，那么7的实际时间变化就由 
下式 给出： 


式 (22. 25) 的电动势是下式 

I 0 e-(R + iX ) 

的实部，也即 

S = I 0 Rcos cut — JoXsin tot . (22. 26) 

式 (22. 26) 中的两项分别代表跨越图 22-17 中 R 和 X 的电压降。我们看到，那跨越电 
阻的电压降与电流同相，而那跨越纯电抗部分的电压降则与电流异相。 

由发电机供应置消耗的平均速率，等于乘积釘周内的积分除以周期 
7\换句话说， 


= -|：J 在 /ck = + J " IlRcos 1 tutdt — yj IoXcos uit sin cutd /. 


第一个积分为而第二个积分为零。所以在一个阻抗 Z 中的平均能 M 损 

失只取决于 z 的实部，并且等于 urn 这同我们以往关于在电阻中的能 a 损失结果相符， 
而在电抗部分并没有能挝损失。 


§22-6 梯形网络 


现在我们来考虑一个可用串联和并联组合加以分析的有趣电路。假定从图 22-18 U ) 
的那个电路开始。可以立刻看出，从端点 a 至端点6的阻抗仅是 z , + ^。现在让我们考虑 
一个稍微困难一点的电路，如图 22-18( b > 所示。本来可以利用基尔茁夫法则来分析这个电 
路,但用串联和并联的组合也容易加以处理。可用一个单独阻抗^ = Z | + z 2 来代替右端的 
两个阻抗，如图 22-18( c ) 所示。然后, Zz 和 23 两阻抗又可以用它们的等效并联阻抗 2 «来代 
替，如图 22-18( d > 所示。最后,*:,和^与一个单独阻抗^等效，如图 22-18( e ) 所示。 

现在可以提出一个有趣的 问题: 要是我们在图 22-18( b > 的那个网络上水远保持增多一些 
节段——如图 22-19( a ) 中虚线所示一将会发生什么样的情况呢？我们解出这样一个 
无限长的网络？噢，那并不怎么困难。首先，我们注意到，如果在这一无限长网络的“前”端再 
添加一节，它仍不会改变。的确，若我们添加一节于一无限长网络，它仍然是同样的无限长网 
络。假设把在这个无限长网络两端点 a 和6之间的阻抗称为 zo ，则在 r 和 d 两端点右側的所 
有东西的阻抗也将是％。因此,就其前端来说，可以将该网络表达成如图 22-19( b ) 所示。构 
成 z 2 与& 的并联组合，并将这个结果与 Zl 相串联，我们便能立即写下这个组合的 阻抗： 



304 费恩曼物理学讲义（第 2 卷） 



i ： Z ； Z, Z ， -Z| +Z . 


tB 22-18 梯形网络的有效阻抗 



8 B 22-19 无限长梯形网络的有效阻抗 


Z = Z ' + l/z t +l/z 0 ^ Z = Z ' + ^ - 
但这一阻抗也等于 Z 。， 因而得到这么一个 方程： 


由此可以解出 Z 。： 

z 0 =^+ Vz]/A + ZlZl . (22.27) 

因此,我们已求得含有反复串联和并联阻抗的无限长梯形网络的阻抗的解。阻抗 z 。 被称为 
这样一个无限长网络的特性阻抗。 

现在让我们来考虑一个特殊例子，其中串联元件是一自感 L 而并联元件是一电容 C , 如 
图 22-20( a ) 所示。在这种情况下，通过令 2| = i < uL 和= 1 /( kC ) ,我们便可求得该无限 

长网络的阻抗。注意式 （22. 27) 中的第一项正好 
是那头一个元件阻抗的一半。因此,要是把该无限 
长网络画成像图 22-20( b > 所示的那样，似乎就更 
为自然，或至少较为简单。若从端点 a ' 去观看该 
无限长网络，则会知道该特性阻抗为 

zo =VL/C-o/LW<i. (22.28) 

现在就有两种有趣的情况，都取决于频率。如 
果 W 小于 4/( LC ), 则根号内的第二项将比第一项 
小，因而阻抗&将是一实数，反之，若 V 大于 



围 22-20 —个 L - C 梯形网络以两种等效 
方式画出 



4/(LQ, 则阻抗 ^ 将是一个纯虚数，并可写成 
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2 0 = iy /< o 2 L 2 /*- L / C . 


我们以前就曾经说过 ，一 个仅含有诸如电感和电容那种虚数阻抗的电路,将有一个纯虚 
数的阻抗。目前正在研究的电路一仅含有一些 L 和一些 C —在频率低于 74/(LC) 时其 
阻抗怎么能够是纯电阻呢？对于较高频率，阻抗为_纯虚数，这与我们以前的说法一致。对 
于较低频率，阻抗是一纯电阻，因而将吸收能置。该电路为什么会像电阻那样不断吸收能 
tt, 要是它仅由电感和电容所构成呢？答案 ：由于 有无数个电感和电容，以致当源被连接到 
该电路上时，它会对第一个电感和电容供应能量，然后又供应那第二个、第三个，等等。在这 
种电路中，能 S 不断以一恒定速率被吸收，即从发电机那里稳恒地流出并进入该网络中去， 
所供应的这些能置被储存在下行线路中的那些电感和电容中去了。 

这一概念暗示着在该电路中发生的情况有一个有趣的地方。我们预期，如果把一个源接 
到其前端，则这个源的效应将经由该网络向无限远的一端传播。波沿线向下的这种传播很像 
—根从它的驱动源吸收了能最的天线所发出的辐射。也就是说，我们期望，当阻抗是一实数、 
即 co 比74 /(LC) 小时，这样一种传播就会发生。但当阻抗是一纯虚数、亦即 M iUTKLC ) 
大时，就不该指望看到任何这种传播。 

§22-7 滤波器 

在上一节中，我们看到图 22-20 中的无限梯形网络会不断地吸收能揪，如果它被低于某 
个临界频率74 /(LC) 的源所驱动，这个频率将被称为截止频率物。我们曾经建议，这一效 
应可以用能《不断沿线向下传输来理解。另一方面即对于便没有这种 
能贵的连续吸收，这时我们应该期待，电流或许不会沿线向下“透入”得很远。让我们来看看 
这些想法是否对头。 

假设已把该梯形网络的起始端连接到某个交流发电机，试问 :梯形 网络第754节处电压 
的情况如何？由于该网络无限长，因而从一节至次一节电压所发生的任何变化总是一样，所 
以就让我们只来看看当从某节、比如说第 n 节至下一节所发生的情况。我们将像图 22-21 
(a) 所示的那样对电流 L 和电压 V\ 下定义。 



00 22-21 找出梯形网络的传播因子 


记住在第 n 节之后，我们总能用特性阻抗*。来代替该梯形网络的其余部分，这样就可 
以从得到 V. +l ，于是只需对图 22-21(b) 中的那个电路进行分析。首先，我们注意到，由 
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于 V ,是横跨 Z 。 的电压，因而它必须等于 以。 ，并且 V ,与 V , + 1 之差恰好是/. 21 ： 

V . - V .+, = I . Z , - V . 

2。 

因此,便可得到比值 

v _+i = j_£l = z 。一 • 

V . z 0 z 0 ' 

这个比值叫作梯形网络每节的传播因子，我们将记为 a 。 当然，这对于所有的节都是相 同的: 



这样，在第《节之后的电压就是 

V . = a - S . 


(22. 29) 

(22.30) 


现在你可以找出在第754节之后的电压，它刚好就是 a 的754次幂乘以《?。 

我们看看图 22-20 U ) 中 LC 梯形网络的 a 大概是什么。利用式 (22. 27) 的*:。以及心= 
LL , 我们得 

^ VL / C -^ LWi - i ^/ 2 ) (22.31) 

VL/C-^L 1 /i+i(wL/2) 


如果驱动频率低于截止频率 <«„= V 4/( LC ), 则平方根是一实数，而在分子及分母中两个复 
数的大小值便相等，因此， M 的最值为1,我们便可写成 

<*= e -, 

这意味着在每节的电压大小都相同，只是相位有变化。亊实上，这相位的改变 S 是一负数， 
并代表当沿网络从一节至下一节时电压的“延迟”。 

对于比截止频率执高的频率，鋟好是把式 (22. 31>的分子和分母中的 i 消去而重新写成 


vVlM-L/C-cuL/2 
V a> 2 L 2 /A — L /C + coL /I 


(22.32) 


现在该传播因子 a 是一实数，而且是一个小于 1 的数目。这意味着在任一节上的电压比起 
其前一节上的电压总要$—个因子 a 。 对?—比执高的频率，当我们沿该网络下行时， 
电压降落得很快。 a 的绝对值作为频率函数而画成的图看来就像图 22-22 中的那条曲线。 



m 22-22 在 LC 梯形网络中 
每节的传播因子 


我们看到，对高于和低于_的频率的行为都与我们 
的这种解释相一致，即对于 a ；< a » o , 该网络会传播 能量； 而 
对于则能量被阻塞。我们说，这网络会“通过”低频 
而"舍弃”或“滤去”高频。任何一个其特性被设计成按某一 
规定方式随频率变化的网络都称为“滤波器”。我们刚才分 
析了一个“低通滤波器”。 

你可能会觉得奇怪，为什么要讨论一个显然不能够实现 
的无限长网络。重要的是，同样的特性可以在一个有限网络 
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中找到，只要我们用一个等于该特性阻抗 z 。 的阻抗接在其末端使它结束。虽然在实际上是 
不能够用几个像 R , L 和 C 那样的简单元件来严格地复制出该特性阻抗，但对于某个范围 
内的频率却往往能够以相当好的近似程度做到 iil 。 这样，就可以做成性质十分接近于 
—个无限长网络的一个有限长滤波器。例如，若用一纯电阻尺 = vCT 来结束那个 LC 梯 
形网络，则它的表现就像上面对它所描述的那样。 

如果在那个 LC 梯形网络中交换各个 L 和 C 的位置，以形成如图 22-23 U ) 所示的那种 
梯形网络，就成为一种传播§频而抑制@频的滤波器。通过利用已有的结果，很容易看出在 
这一网络中发生的事情。你将会注意^无论什么时候当把 L 变成 C 或倒过来时，也就由 
每一个 L 变成1 / to 。 因此,过去在0>上所发生的事情现在在1岛上发生别是，可以 
通过利用图 22-22 并将其在横轴上的标记改成1 /«»,就像图 22-23( b ) 所表示的那样，我们可 
以看出如何随频率而变化。 



m 22-23 ( a ) «通》 波器； （ b > 它的传播因子作为1/<»的函数 

刚才所描述的低通和高通滤波器具有各种技术应用。 LC 型低通滤波器常在直流动力 
供应单元中用作“平流”滤波器。如果要把一个交 
流电源制造成直流电源，那么先要 用一个 只允许 
电流单向流动的整流器。从整流器将会得到看来 
像图 22-24 所示的函数 V (0 那样的一系列脉冲， 

那是一种糟糕的直流，因为它上下摆动。假定想 
要一个漂亮的纯粹直流，像一个电池组所供应的 
那样，通过在整流器与负载之间放罝一个低通滤波器，我们可以接近这一目标。 

从第1卷第50章中我们知道，图 22-24 的那个时间函数可以表示为一个恒定电压加上 
一个正弦波、再加上一系列更高频率的正弦波 的咅加 ——即由一个傅里叶级数来表示。如 
果滤波器是线性的（正如我们曾经假定的，只要那些 L 和 C 都不随电流或电压而变），那么 
从滤波器出来的就是对输入端每一成分的各项输出的香加。如果安排得使滤波器的截止频 
率_远低于函数 V ( t ) 中的最低频率，则直流 (0^=0) 便能够很好地通过，但第一谐波的振幅 
将被削弱得很厉害，而那些更高谐波的振幅被削弱得更多。所以我们能够获得一个想要的 
平滑输出，它只决定我们乐意购买多少节滤波器。 

如果希望抑制某些低频波,则常用高通滤波器。例如，在一留声机的放大器中，高通滤 
波器可以用来让音乐通过，而避开那些来自转盘电动机的低调隆隆声。 

也可能制成一种“带通”滤波器，它会抑制比某一频率叫低而比另一频率_(大于 OM ) 


m 

r\r\r\, 

O T I 

图 22-24 —个全波整流器的输出电压 
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图 22-25 ( a ) 带通滤波器； （ b > 简单的共 
振滤波器 


高的一些频率，而却让 o *, 与 c « 2 之间的那些频率通 
过。这可很容易地把一个高通与一个低通滤波器 
放在一起而做到，但更经常的却是通过制造一个 
梯形网络来实现的。在该网络中，其阻抗 z , 和2 2 
更加复杂一每一个都是若干个 L 和 C 的组合。 
这样一个带通滤波器也许具有如图 22-25( a > 所示 
的那种传播常数。这可能用来把一些仅占据一个 
频率间隔的信号一诸如在一高频电话电缆中的 
许多声音信道的每一个，或在无线电传递中受了 
调制的每一个载波——分开来。 

在第1卷第25章中我们曾经见到，像这样的 
滤波作用也可利用一普通共振曲线的选择性来做 


到，为了比较，我们已把该共振曲线画在图 22-25( b ) 上。但对于某些目的来说，这一种共振 
式滤波器不如带通滤波器那么优越。你会记得（第1卷第48章），当频 率为叫 的载波受到 
“信号”频率所调制时，整个讯号不仅含有载频，而且还含有两个边带频率妨+此和出 ，一 
««，。采用共振式滤波器时，这些边带总多少会受到衰减，而且信号的频率越高则衰减越厉 
害，正如你可以从图上见到的。因此存在不良的“频率响应”，那些较高频的乐音通不过去。 
但若滤波作用是由一个设计得使宽度至少两倍于最高信号频率的那种带通滤波器 
来完成的话，则该频率响应对于所需的那些信号来说就将是“平坦”的了。 

关于梯式滤波器我们还要再强调一 点：图 22-20 的 LC 梯形网络也是传输线的一个近 
似表示。如果有一长导体与另一导体平行并列——诸如在一根同轴电缆中的导线或一根悬 
挂在地面之上的导线——那么便会有某些电容存在于两导体之间，以及由于它们之间存在 
磁场所以还有某些电感。若我们设想该传输线被分割成众多小段以,每一段看起来就像在 
LC 梯形网络中由串联电感和并联电容 AC ' 所构成的一节。然后，我们便能应用有关梯 
式滤波器的结果。若取 △/趋 于零时的极限，则对于传输线就有一个极好描述。注意当 A / 
变得越来越小时, AL 和 AC 两者都会减少，但都在同一比例上，因而比值 AL / AC 仍将保持 
不变。因此，若取 AL 和 AC 都趋于零时式 （22. 28) 的极限，则我们发现该特性阻抗是一个 


大小为 7 AL / AC 的纯电阻。我们也可将比值 AL / AC 写成 “/ C 。， 其中 L 。 和 C 。 分别代表传 
输线每单位长度的电感和电容，于是我们得 


" o= V5- 


(22.33) 


你也将会注意到，当 AL 和 AC 各趋于零时，截止频率执= 74 /( LC ) 会变成无限大，即 
对于一条理想的传输线来说不存在截止频率。 


§22-8 其他电路元件 


迄今我们仅仅定义了那些理想电路的阻抗——电感、电容和电阻——还有理想电压发 
生器。现在我们要来证明，诸如互感、晶体管或真空管等其他元件都可以仅利用同样的基本 





(22.34) 


第一项来自线圈的自感，而第二项则来自它与另一线圈间的互感。第二项的符号可正可负， 
取决于来自一个线圈的磁通量耦合到另一个线圈上去的方式。做了我们以前在描述理想电 
感时用过的同样的近似，我们便可以说,跨越每个线圈两端的电势差等于该线圈中的电动 
势。于是式 (22. 34) 的两个方程将和我们从图 22-26( b ) 的电路中获得的方程相同，只是图 
示的每一电路中的电动势是按照下列关系式取决于对方电路中的 电流： 

=± ia > M / 2 ， 衣 i （22.35) 

因此我们所能做的是，以正常方式表示自感效应，但对于互感效应则由一个辅助的理想电压 
发生器来代替。当然，此外我们还应有关于这个电动势与电路某一部分中的电流的关系的 
方程式，但只要这一方程式是线性的，我们不过是在电路方程中加进了更多的线性方程，因 
而我们以前关于等效电路的所有结论仍然是正确的。 

除了互感之外，也可能还有互容。迄今，当我们谈及电容器时总是想象只有两个电 
极，但在许多情况下，比如在一个真空管中，就有许多个彼此靠近的电极。如果把一电荷 
放在其中任何一个电极上，它的电场将会在其他每个电极上感生一些电荷并影响其电 
势。作为一例，试考虑如图 22-27( a ) 所示的那四块板。假定这四块板分别由 A , B , C 和 
D 四根导线连接至外电路。只要我们所关心的仅限于静电效应，则像这样一种电极布置 
的等效电路就如同图 22-27( b ) 所示。任一电极对于其他每一电极的静电互作用相当于 
在这两电极之间的一个电容。 
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元件来加以描述。假设有两个线圈，而有意或无意地使其中一个线圈的某些磁通量耦合到 
另一个线圈中去，如图 22-26( a ) 所示。此时这两个线圈会有互感 M , 使得当其中一个线圈 
的电流变化时，在另一个线圈中将有一电压产生。我们是否能够将这种效应算进等效电路 
中？按下述方法来做是能够的。我们已经知道，在两个相互作用线圈的每一个中感生电动 
势均可以写成两部分 之和： 



G) 0 


互® 的等效电路 


fd/.dr- 

M M 

士 士 

d/,drd/ 2 dr 

l , l 2 
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( b ) 


ffl 22-27 互容的等效电路 



最后，让我们来考虑交流电路中像晶体管和 
真空管那么复杂的銪件应该怎样来表示。本该一 
开始就指出，这种器件通常是这样运行的，其中电 
流与电压的关系是完全非线性的。在这种情况 
下，我们曾做出的有赖于方程线性的那些说法当 
然不再正确。另一方面，在许多种应用中，晶体管 
和真空管的运行特性曲线还是足够线性的，以致 
可把它们视作线性器件。这意味着例如在真空管 
中，板极内的交变电流与出现在其他各电极上的 
电压，诸如栅极电压和板极电压形成了线性正比 
关系。当我们具备这样的线性关系时，就能够将 
该器件纳入等效电路的表示之中。 

正如在互感的情况那样，我们的表达方式将 
不得不包含一些辅助的电压发生器，用以描述在 
该器件一部分中的电压或电流对于其他部分中 
的电流或电压所产生的影响。例如，一个三极管 
的板极电路经常可表示为一个电阻串联于一个 


其源强正比于栅极电压的理想电压发生器。我们便得到如图 22-28 所示的那个等效电 
路 • 。同理，一个晶体管的集电极电路可以方便地表达成一个电阻串联于一理想电压发 
生器，这个源的强度正比于从该晶体管的发射极流向基极的电流。这时等效电路就像图 
22-29 所示的那样。只要用来描写其运行的方程是线性的，便可以对电子管或晶体管引 
用这些表达方式。然后，当它们被归并入一个复杂网络中时，关于元件的任意一种连接 
方式的等效表示的一般结论都仍然有效。 



e-Kl, 

m 22-28 S 空 R 的低顿等效电路 9 22-29 晶体管的低频等效电路 


与仅含有阻抗的那种电路不同，关于晶体管和真空管电路有一件令人注目的事情 ：其有 
效阻抗的实部可以变成负值。我们已明白 z 的实部代表能量损耗，可是晶体管和真空 
管的重要特性却是它们对电路供 库能置 （当然，它们并非在“创造”能量，不过从动力供应的 


* 图上所示的这个等效电路只有在低頻时才正确。 对于高 频来说，该等效电路变得复杂得多，而且 
将包括各种所谓••寄生••电容和电感。 
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直流电路中取得能量并将其转变成交变能量）。因此，就可能有一种具备负电阻的电路。这 
样的一个电路具有如下性质，即如果你把它接至一个具有正实部的阻抗，也就是具有正的电 
阻，并将材料布置成使该两实部之和恰恰等于零，则在该联合电路中将不会有能量耗散。如 
果没有能量损耗,则任何 一个一 经启动了的交变电压便将永远维持下去。这就是能够在任 
何想要的频率上用作交变电压源的振荡器或信号发生器的运行过程背后的基本概念。 



第 23 章空腔共振器 

§23-1 实际电路元件 

任何一个由一些理想阻抗和发电机所构成的电路，当从任一对端点看时，不论处在什么 
频率，它都相当于一部发电机4和一个阻抗 z 的串联。之所以会这样，是因为若在那对端点 
上加一电压 v , 当解所有方程以求得电流/时，我们就一定会获得电流与电压之间的一个线 
性关系。由于所有方程都是线性的，因而对/所得的结果也就应该仅仅是线性地依赖于 V 。 
最普遍的这种线性形式可表示为 

1 = (23.1) 

—般说来, z 和 ( f 两者都可能以某种复杂方式依赖于频率 CO 。 然而，如果两端点后面仅有一 
发电机 <?( CU ) 与一阻抗玖一相串联时，我们就应获得式 (23. 1) 那样的关系。 

也有与此相反的问 题：若 我们真有具备两个端点的任何电磁器件，并已？了 f 与 V 
的关系以确定和 z 作为频率的函数，那么我们能否找到一个与内阻抗 z 相等效的理想元 
件的组合呢？答案是，对于任一合理的一也就是说，物理上有意义的一函数以一，这种 
情况可以用一个含有有限组理想元件的电路来近似，并可达到我们希望的高楮确度。我们 
现在哲不考虑这个枉遍问题，但只想对几种特殊情况看看从物理的论证方面会期待得到些 
什么。 

若我们考虑的是一个实际的电阻，则知道电流通过它时会产生磁场。所以任何实际电 
阻也应有一些电感。并且，当有一电势差跨越电阻时，则在电阻两端必然有一些电荷以产生 
所必需的电场。当电压改变时，这些电荷也将按比例改变，从而该电阻也会有某些电容。我 
们期待一个实际电阻也许会有如图 23-1 所示的等效电路。在一个精心设计的电阻中，这里 
所谓的“寄生”元件 L 和 C 都很小，以致在那些预定用到的频率时 ， o < L 会比 K 小得多而 
lAo > C ) 则比 K 大很多，因此就有可能把它们都忽略掉。然而，当频率升高时，它们最终会变 
得重要起来，因而一个电阻初看就像一个谐振电路。 

—个实际电感也并非等于阻抗为 kL 的理想电感。一个实际导线线圈将有某些电 
阻，从而在低频时该线圈实际上就等效于一个电感与某个电阻的串联，如图 23-2 U ) 所 
示。可是，你或许正在想，电阻和电感井同存在于一个实际线圈中—电阻完全分散于整 
条导线中，因而已和电感互相混合了。也许更应该采用一个像图 23-2( b ) 那样的电 
路，它有几个小 K 和小 L 互相串联着。但这样一个电路的总阻抗正好是 
这就等效于 （ a ) 那个较简单的图了。 
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⑷ ( b ) 

BB 23 -I —个实际电 ffl 的等效电路 围 23-2 —个实际电感在低频时的等效电路 


当对一实际线圈提高频率时，把它当成一个电感与一个电阻的串联就不再是很好的近 
似,在导线上积累起来以产生电压的电荷将会变得重要起来，就像有一些小电容器横跨于该 
线圈的各匝之间，如图 23-3( a ) 所示。也许我们试 
图对该实际线圈用图 23-3( b ) 中的电路来做近似。 

在低频时，这一电路可由图 23-3(0 那个较简单的 
电路很好地加以模拟（这仍然是我们上面对于一个 
电阻的高频模型所找到的相同的共振电路）。然而， 

对于较高频率，则图 23-3( b ) 的那个较 S 杂的电路 
将更好。事实上，你想要对一个真实的物理的电感 
的实际阻抗表达得越准确，在它的人为模型中你就 
得用越多的理想元件。 

让我们稍微密切地注视在一个实际线圈中所发 
生的情况。一个电感的阻抗表现为0^,因而在低频 
时它变为零一出现一个“短路” :我们 见到的只是导 
线的电阻。当频率增高时很快变得比 K 大得多， 

而该线圈看起来很像一个理想电感。然而，当频率增 
得更高时，电容变得重要起来，它的阻抗与 l /( c « C ) 成 
正比，当如小时数值很大。因此对于足够低的频率， 

电容是一个“断路”，而当它与别的东西并联时，不会 
抽取任何电流。但在高频时，电流更愿意流入各匝间 
的电容，而不是流经电感。所以在线圈里的电流从一 
匝跳跃至另一匝,而不必发愁要去转那些不得不在那里抵抗着电动势的圈子了。因此,尽管我 
们也许已经预定电流会环绕回路通过,但它却将选取较方便的路径—阻抗最小的路径。 

要是这一课题曾经为大众所感兴趣，则这一效应可能已经被陚予“高频障壁”或其他类 
似名称了。同类事情在所有学科中都会出现。在气体动力学中，若你试图让原来是为低速 
设计的东西去跑得比声速还快，那就不行。这并不意味着确实存在一巨大的“障壁”，而只是 
指该东西必须重新加以设计罢了。因此，这一原来我们作为一“电感”而设计出来的线圈在 
十分高的频率上将不再作为一个良好的电感，而是作为某一种其他东西。对于高频,我们得 



( b ) ( c ) 

围 23-3 —个实际电感在高频上的 


等效电路 




314 I 费恩曼物理学讲义（第 2 卷） 

寻找一个新的设计。 


§23-2 在高频时的电容器 

现在我们要来详细讨论当频率变得越来越大时一个电容器一几何上的理想电容 
器一的行为，使我们能够看到其性质的转变（我们宁可采用电容而不采用电感，为的是一 
对板的几何形状比一个线圈的几何形状要简单得多）。我们考虑图 23-4( a ) 所示的那个电 
容器，构成它的两块平行圆板用一对导线接至外界发电机上。如果用直流对电容器充电，则 
在其中一板上将有正电荷,在另一板上有负电荷，而在两板之间则有一匀强 电场。 



现在假定不用直流，而是加一个低频交流电于两板上（往后我们将会知道什么是“低” 
频,什么是“高” 频〉。 比方说，把电容器连接至一低频发电机上。当电压正在交变时，上板的 
正电荷会被取出而换上了负电荷。在这一事情发生时，电场会随之消失，然后又在相反的方 
向上建立起来。当电荷缓慢地来回涌动时，电场也跟着变化。除了一些我们将要加以忽略 
的边缘效应外，在每一瞬间电场是均匀的，如图 23-4( b > 所示。可以把电场的大小写成 

E = E „ e -' , (23.2) 


式中 E 。 是一常数。 

现在，当频率升高时，这是否仍然正确呢？不，因为当电场增高和降低时就会有电通* 
穿过像图 23-4( a ) 中的任意回路八。而正如你所知的，一个变化的电场会起到产生磁场的 
作用。麦克斯韦方程组中一个方程讲，当有变化的电场时，犹如这眼前存在的那样，就一定 
有磁场的线积分。环绕某一闭合环的磁场积分乘以 c l 之后，就等于穿过该环内面积的电通 
董的时间变化率(如果没有电流的 话）： 

c 2 ^B - ds = • nda . (23.3) 


所以，到底磁场有多大呢？计算并不十分困难。假定考虑回路它是一个半径为 r 的圆 



第 23 章空腔共振器 | 315 

周。我们能够从对称性看出，磁场会环绕图中所示的那种圆周转。这样 B 的线积分就是 
27 trB 。 而且由于电场是均匀的，所以电场通量简单地等于 E 乘以该圆周的面积 xr 2 : 

c 2 B - 2 W r = J-E - nr 1 . (23.4) 

对于交变场来说, E 对时间的微商仅是 kGe -。 因此我们求得，该电容器具有磁场 

B = ^ E 0 e -. (23.5) 

换句话说，磁场也在振动，而且具有正比于半径 r 的强度。 

这种情况会产生什么影响呢？当有一个正在变化的磁场时，便将产生一些感生电场，而 
该电容器将开始有点像一个电感的作用了。当频率升高时，这磁场变得较强，它与£的变 
化率成正比，因而也与0»成正比。该电容器的阻抗将不再简单地等于 l /( io < C )。 

让我们继续提高频率，并更仔细地分析将会发生的情况。我们有一个来回涌动的磁场。 

但这时的电场就不可能像我们所曾假定的那样是均匀的了！当有一正在变化的磁场时，就 
必然有一个电场的线积分——根据法拉第定律。所以，如果有一个相当大的磁场，正如在高 
频时就开始发生的那样,则电场不可能在离开中心的所有距离处都相同。电场必须随 r 改 
变,才能使电场的线积分等于变化着的磁场通 M 。 

让我们来看看能否算出正确的电场。通过算出我们原来对低频时假定的匀强场的“修 
正”，便能够完成此事。现在把该匀强场称作 E , ，它仍旧是 E „ e -' ,而把正确的场写成 

E = E | -f E 2 , 

其中就是由于变化葙的磁场所引起的修正。对于任意频率我们将把在该电容器中心 
处的场写成(因而定义了 E 。）， 使得在这中心处并不需要修正，即在 r = 0处£ 2 =0。 
为求得 E 2 可利用法拉第定律的积分 形式： 

- d * =_^B 的通 fi ). 

这些积分很简单，只要取积分回路像图 23-4( b ) 所示的曲线 r 2 那样，即沿轴上升，当达到上 
板时再沿半径向外伸展至距离 r 处、又垂直地落到底板、然后又返回到轴上。 E , 环绕这个 
曲线的线积分当然是零，所以就只有 E : 做出贡献，而它的积分正 好是一 £ 2 ( r ) •/ 1 ，其中 A 
是两板间的距离（如果 E 指向上我们称为正）。这等于 B 通量的变化率，我们得通过对图 
23-4( b ) 中 r 2 之内阴影面积的积分来获得。穿过宽度为扣的垂直狭条的通量为 B ( r ) Adr , 

因而总通量就是 

AjB(r)dr. 

令这一通量的 一 a 等于 e 2 的线积分，便有 

E 2 ( r ) = ^ jB ( r ) dr . (23.6) 

注意式中 A 已消去了，场与两板间的间距无关。 

利用关于 B ( r ) 的方程式 (23. 5), 我们便有 . 
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对于时间的微商只不过带 来另一 个因子这样我们得 

E 2 ( r ) =- (23.7) 

正如所预期的，这感生电场倾向于把远离中心的电场罅弱。于是，改正后的场£= E , +£ 2 为 

£= E , +£ 2 = (1 - + 爭 )£>«• (23.8) 

在电容器中的电场不再是均匀的，它具有如图 23-5 中虚线所示的那种抛物线形状。你 
看，我们的简单电容器已变得稍微复杂些了。 

现在有可能利用所得结果来计算电容器在高频时的阻抗。知道了电场后，理应能够算 

出板上的电荷并求出通过电容器的电流如何依赖 
于频率 on 但目前我们对这个问题不感兴趣。更感 
兴趣的是要看看当继续提高频率时会发生什么情 
况一看看在更高频率上所发生的事情。我们的 
工作是否结束了呢？不，因为已修正了电场，这就 
意味着已算出来的磁场不再是正确的了。式 （23. 
5) 中的磁场也是近似正确的，但它仅是一级近似， 
所以就让我们叫它作 B ,。 这样应将式 （23. 5) 重新 
写成 

B , = |^£： oe -. (23.9) 

你会记得，这个场是由 E , 的变化产生的。现在正确的磁场将是由总电场£, + E 2 所产生 
的。若把磁场写成 B = B ,+ 执，则其中第二项就恰好是由&所产生的附加场。为求出 
执 ，可以通过我们求 B , 时用过相同论证来进行，环绕曲线0的线积分等于 E 2 穿过 
r , 的通量的变化率。我们将仍然有式 (23. 4), 其中用 B 2 代替 B 而用£ 2 代替£: 

c 2 B ： - 2 K r = ^(£ 2 穿过 r , 的通量 ）• 

由于 £ 2 随着半径变化，因而要获得它的通量就得对 r , 内的圆面积进行积分。用2狀心作 
为面积元,这个积分就是 

J E 2 ( r ) - 2 jtrdr . 

因此对于 B 2 ( r ) 我们得到 

B 2 ( r ) =忐去 jE “ r ) rdr . (23. 10) 

利用来自式 （23.7) 的 E 2 ( r ), 我们需要对 r 3 dr 进行积分，而这当然为 r 4 /4。 对于磁场 
的修正变成 



田 23- S 在高频时电容器两板间的电场 
(边缘效应已被 忽略〉 
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B 2 ( r ) =-祭 £，，. (23.11) 

可是事情还没有完成！如果磁场并不与我们最初所设想的相同，则刚才对的计算 
便不能认为是正确的。我们必须对£进一步做出修正，它由额外磁场压产生。让我们把 
这个对电场的附加修正叫作£,。它与磁场氏的关系犹如 E 2 与氏的关系一样。我们可以 
再一次利用式 (23. 6), 只不过改变其中的下 脚标： 

E 3 (, r ) = ^| B 2 ( r ) dr . (23. 12) 

利用上面关于 B 2 的结果，即式 (23.11), 对电场新的修正为 

£“ r > =+|^ e -，. (23.13) 

把经过了两次修正的电场写成 E = E , + E 2 + E ,, 我们得 

E=E„e-[l-^(f (23 - 14) 

电场随 r 的变化不再是我们曾在图 23-5 中画出来的那条简单抛物线，而是在较大的半径处 
略高于 （£：•+&) 曲线。 

事情还未最后完成。新的电场对磁场产生一个新的修正，而这个被重新修正了的磁场 
又将对电场产生一个进一步的修正，如此等等。然而，我们已经有了所需的全部公式。对于 
B , 可以利用式 (23.10), 把其中 B 和£的下脚标从2改成3。 

对电场的下一次改正是 

因此，在达到这一级时，整个电场就由下式 给出： 

^以十-点® )、^7(勞 + …]， (23 - 15) 

其中我们已把各数字系数写成这样一种形式，以便对该级数应如何继续下去看得更清楚。 

我们的最后结果是 ：在该 电容器两板间的电场，对于任一频率来说，都等于 Eoe - 乘以 
仅含有变置的一个无穷级数。如果我们乐意，就可以定义一个特殊函数，这函数将称 
为 L ( x ), 作为出现在式 (23. 15) 中方括号内的无穷级数。 

LU) = 1_ nMf) 2+ M7(f) 4 -^y(f)‘ + … (23 - 16) 

这样，就可以将我们的解写成 E 。^ 乘以这个函数，其中 x ^ a , r/c : 

E = (23.17) 

之所以叫这个特殊函数为 J 。 的原因是 ：自然 ，这并非是计算柱体中振动这一问题才开 
始用的，其实 这一函 数以前就已出现过而且经常被称为 J 。。 每当你求解具有柱对称的波动 
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问题时它总是发生。函数 J 。 对于柱面波就好像余弦函数对于沿直线传播的波一样，因此它 
是一个重要函数，发现已多时了，以后与一个叫贝塞尔 （ Bessel ) 的人的名字联系上了。那个 
下脚标零意味着贝塞尔曾经发现过整个一系列不同的函数，而这只是其中的第一个。 

其他的贝塞尔函数 J ,, 等等是处理与强度随着绕圆柱轴的角度而变的那些柱面波所 
必需的。 

在我们的圆形电容器两板间，电场经过完全修正已由式 （23. 17) 给出，它已被画成图 
23-5 中那条实曲线。对于不太高的频率，我们的二级近似就已经很好。三级近似甚至会 
更好——事实上，好到要是我们把它画出来，你不可能会看出它与那条实线间的差别。然 
而，你将在下一节中见到，对于大的半径或高的频率，为获得一个准确描述，整个级数就 
是必需的了。 


§23-3 共振空腔 


现在我们要来看看，当继续把频率增加得越来越高时，对于在电容器两板间的电场给出 
怎样的解。对于大的 CO, 该参数 x = cor/c 也变得大了，因而在 x 的级数 J。 中的头几项便将 
增加得很快。这意味着，我们曾在图 23-5 中画出来的那条抛物线在较高频率处会更加急剧 
地下降。事实上，看来好像在某个高频处场会完全降低至零，也许当 c/cu 近似等于 a 的一半 
时。让我们来看看, J» 是否确实会通过零而变成为负的。尝试由: c = 2 开始： 

Jo(2) = 1 — 1 +士一士 = 0.22. 

函数仍未等于零。因此，就让我们尝试一个更大的I值,比如说 x = 2.5 0 代入数字之后，可得 
Jo(2.5) = 1 - 1.56 + 0.61 -0. 11 =-0.06. 

函数 J。 在达到I = 2. 5时就已经通过了零点。对 i = 2和; c = 2.5 的结果进行比较，看来 
似乎 L 在从 2. 5至2的五分之一路程处通过零点。我们应该猜测零发生在 x 大约等于 2. 4 
的地方。现在看看对于这个 i 值会给出的 结果： 

J»(2.4) = 1 - 1.44 + 0.52-0.08 = 0. 00. 

在精确到小数点后两位时得到零。若再计算得精确些（或者由于 J 。 是一个著名函数,所以只 

要査一査书本)，我们会发现它在 x = 2. 405处通过 
零，我们用手就已经把它算出，这表明你们本来也可 
以发现这些东西的，而不一定要从书本上査出来。 

只要在书中査阅到了 ，则注意它在I值较大 
时如何表现，是十分有趣的。它看来像图 23-6 中 
的那条曲线，当增大时,】。（^)在正值与负值之间 
振动，振幅逐渐减小。 

我们已经得到下面的有趣结果 ：若频 率足够 
高，则在电容器中心处电场将指向一个方向，而在 
靠近边缘处电场又指向相反方向。例如，假设取一 



® 23-6 贝塞尔函数 
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个足够高的使得在该电容器的外缘处 : r = cor / c 的值为4,那么该电容器的边缘就相当于 
图 23-6 中横坐标 x = 4的地方。这意味着我们的电容器是在= ic / a 时工作的。在极板 
的边缘处，电场将有相当大的值而方向与我们所期待的相反。这就是在高频时电容器所能 
发生的令人感到惊异的事情。若把频率增得很高，则当从电容器中心向外移动时电场的方 
向会来回振动多次，而且还存在与这些电场联系着的磁场。因此,对于高频来说，我们的电 
容器看来并不像一个理想电容，就不足为怪了。甚至有可能开始 怀疑: 它看来更像一个电容 
还是更像一个电感呢？应该强调，还有一些发生于该电容器边缘上的更加复杂的效应已经 
被我们忽略了。例如,会有经过边缘向外的波辐射，因而场甚至比我们已算出来的还要复 
杂。但眼前我们不会对那些效应操心。 

本来我们也可尝试做出一个有关电容器的等效电路，但或许更好的是直接承认，曾为 
低频而设计的那种电容器当频率太高时就不再令人满意了。若要来处理像这样的对象 
在高频时的运行情况，我们就必须放弃在处理电路时曾经做过的那种关于麦克斯韦方 
程组的近似方法，而返回到能够完全描述空间中场的完整的方程组。不要去同一些理 
想的电路元件打交道，而是必须处理那些实际存在的真实导体，把在导体之间空间里 
的一切场都算进去。例如，若想要有一个高频共振电路.则不会试着用线圈与平行板 
电容器去设计它。 

我们已经提到，刚才正在分析的那个平行 
板电容器具有电容和电感两方面的某些特征。 

既然有电场，就会在两板的表面上聚积电荷； 

既然有磁场,就会产生反电动势。是否有可能 
我们已有了一个共振电路呢？确实得到了。 

假设挑选这样一个频率，它能使该电场图样在 
盘的边缘以内的某个半径上降低至零，也就是 
说，我们选取一个比 2. 405大些的 邮 / c 。 在这 
个与两板共轴的圆周上，电场处处都将是芩。 

现在假定取一块薄金属片，并把它剪成其宽度 
恰好足以安装在该电容器的两板之间，然后把 
它在电场等于零的那个半径上弯成一个 岡筒。 （ b > 

由于那里没有电场，所以当我们放进这个导体 
圆柱时，就不会有电流流过它，而且，在电场和 
磁场方面也将不会有什么变化。在该电容器 
中间，我们已经能够放置一个直接短路器件而 
不致引起任何变化。而且，看看现在我们有的 
东西吧，已经有一个闭合柱形盒，其中存在电 
场和磁场，但完全不和外界联系。即使丢掉那 (O 

些伸到盒外的两板边缘部分以及对电容器的 
接线，盒里的场仍不会变化。我们留下来的一 

切就是一个其中藏有电场和磁场的封闭盒子， 图 23-7 在一个封闭的圆筒盒内的 

如图 23-7( a ) 所示。电场以频率出来回振动 电场和磁场 
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着——不要忘记#确定了盒子的直径。振动 E 场的振幅随着从盒轴向外伸出的距离而变 
化，如图 23-7( b ) 的曲线所示。这一曲线不过是零级贝塞尔函数的第一个极大。此外，还有 
一个磁场环绕着轴转，并以在时间上与电场相差90°的相位振动。 

我们也可对磁场 写出一 个级数，并把它描绘出来，如图 23-7( c ) 中的曲线所示。 

我们怎样才能把电场和磁场贮蔵在一个盒子里而与外界没有任何联系？这是因为，电 
场和磁场会维持它们本身 :正在 改变的 E 产生一个 B , 而正在改变的 B 又产生一个 E ——所 
有过程都按照麦克斯韦方程组进行。磁场具有电感的性质，而电场则具有电容的性质，两者 
合在一起才构成像共振电路那样的某种东西。注意刚才所描述的这些情况仅仅当盒子的半 
径恰好等于 2.405 C / CO 时才发生。对于半径已经给定的盒子，这些振动着的电场和磁场只有 
在那些特定频率才会——按照我们所描述的那种方式——维持它们本身。因此，一个半径 
为 r 的柱形盒子在如下的频率处就会发生 共振： 

a *, = 2. 405 jr ， (23.18) 

我们曾说，在盒子完全封闭之后场仍将继续照样振动。那并非完全正确。假如盒子的 
壁是理想导体，那就会有可能。然而，对于一个实际盒子，存在于内壁上的振动电流会由于 
材料中的电阻而损耗能 M 。 因而场的振动将逐渐衰减下去。从图 23-7 可以看到，与该空腔 
内部的电场和磁场相伴随必然存在一些强电流。因为垂直方向的电场会突然在盒子的顶板 
和底板上停顿下来,所以它在那里就有巨大散度，因而也就一定有正、负电荷出现在该盒子 
的内表面，如图 23-7( a ) 所示。当电场倒转时，电荷也会倒转过来，因而在盒子的顶板和底 
板之间就_定形成交变电流。这些电荷将在盒子的側壁内流动，如图所示。通过对磁场所 
发生的情况的考虑，我们也能够明白，必然会有电流通过该盒子的侧壁。图 23-7( c ) 中的曲 
线告诉我们,磁场在该盒子的边缘处会突然下降至零。像这样的磁场突变只有当壁中存在 
电流时才能发生，这一电流就是向该盒子的顶板和底板提供那些交变电荷的。 

你可能对于在盒子的垂直方向的側壁中发现有电流会感到奇怪。关于以前讲到在电场 
为零的地方引进这些侧壁不会改变任何东西，又是怎么回事呢？然而，要记住，当我们起初 
放进该盒子的侧壁时，顶板和底板还伸出于壁之外，因而在盒子外面也就还有磁场。只有当 
我们丢掉了伸出于盒子边缘之外的那一部分电容器极板之后，净电流才不得不出现在该垂 
直壁的内表面上。 

虽然在完全封闭的盒子内的电场和磁场将会由于能量损失而逐渐减弱，但我们还是能够 

阻止这一事情发生，只要在盒子旁边挖开一个小洞而 
输入一点点电能以补充其损失。试取一根小导线，插 
进盒子旁边的这一小洞中，并把它粘牢在内壁上以便 
形成一个小回路，如图 23-8 所示。如果现在把这一段 
导线接至一高频交变电源，则电流将会把能量耦进空 
腔里,而使其中的电场和磁场振动能够持续进行。当 
然,这只有当驱动源的频率与盒子的共振频率相同时 
才会发生。如果源的频率不对头，则电场和磁场将不 
会发生共振，因而盒子里的场就会变得非常微弱。 



.繪出 

回路 


围 23-8 对一共 振腔的耦进和 
耦出办法 
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<»„ 频率 

图 23-9 为观测空腔共振用的装备 B 23-10 共振空腔的频率响应曲线 

§ 23-4 腔 模 

假设现在我们试图通过对实际盒子做测 tt 来检验上述理论。取一个圆柱形盒子，其直 
径为 3.0 in 而高度约 2. 5 in 。 这个盒子装配有如图 23-8 所示的一个输入和输出回路。若 
按照式(23.18 〉 算出关于这个盒子预期的共振频率，则可得/ 。 =0^/(2^) = 3010MH Z 。 
当我们把信号发生器的频率设置在3 000 MH Z 左右并稍微变更这一频率以获得共振时， 
就会观察到最大的输出电流发生于频率为3 050 MHz 处，这数值很接近于那预期的共振 
频率，但不完全相同。产生这一差异有几种可能原因。或许由于为要放进耦合回路而挖 
开的那些小洞会使共振频率 有了一 点变化。然 
而，稍微想一下就会明白，那些小洞理应使共振 
频率略有降低，因而这不能成为理由。或许是 | 

在校准信号发生器时稍微有一些误差，也许是 | 

我们对空腔的直径量得不够准确。但无论如 
何，还是符合得相当好的。 

更为重要的 是：当 信号发生器的频率在 
3 000 MHz 以上改变一些时所发生的情况。当我 图 23- U 对一柱形空腔所观测到的几个 

们这样做时，便会获得如图 23-11 所示的那些结 共 振频率 




通过在盒子旁边再开另一个小洞并钩住另一个耦合回路，如在图 23-8 中描画出来的那 
样，则这共振行为便容易观察到。穿过这耦合回路的变化磁场将在回路中产生一感生电动 
势。若这个回路现在被连接至某个外面的测量电路，则电流将正比于空腔中场的强度。假 
定现在将空腔的输入回路接至一部射频信号发生器，如图 23-9 所示。这信号发生器含有一 
个交变电流源，其频率可由旋转发生器面板上的旋钮而改变。然后又把空腔的输出回路接 
至一个“检波器”上，它是一部能测置来自输出回路电流的仪器。它会给出正比于电流的指 
针读数。如果现在测置作为该信号发生器频率函数的输出电流，则可找到一条像图 23-10 
所示的曲线。除十分靠近空腔共振频率_的那些频率以外，对于其他所有频率，输出电流 
都很小。这条共振曲线很像我们曾在第1卷第23章中所描述过的那些曲线。然而，这一共 
振曲线的宽度比起通常由电感和电容所构成的共振电路中所求得的要狭窄 得多； 也就是说， 
空腔的 Q 值很高。要得到一个高达10万或更大的 Q 值并不希奇，只要空腔的内壁是由某 
些像银那样十分优良的导电材料所构成的。 
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果。我们发现，除了在3 000 MHz 附近那个预期的共振外，还有一个接近于3 300 MHz 和 



00 23-12 更 ffl 频率 的模式 


另一个接近于3 820 MHz 的共振。这些附加的 
共振意味着什么呢？我们也许可从图 23-6 获得 
一条线索。尽管曾经假定贝塞尔函数的第一个 
零点出现在盒子的边缘，但也有可能贝塞尔函数 
的第二个零点与盒子的边缘相对应，因而当我们 
从盒子中心移动至边缘时电场恰好完成一个完 
整的振动，如图 23-12 所示。这是关于振动场的 
另一种可能模式。我们应当肯定地预期盒子会 
以这种模式发生共振。可是要注意，贝塞尔函数 
的第二个零点发生在 x = 5. 52处,那比起第一个 
零点处的值不止大一倍。因此，这个模式的共振 
频率就应比6 000 MHz 还高。无疑，我们会在那 
里找到它的，但却不能用它来解释在3 300时所 
观测到的那个共振。 

麻烦就在于对有关共振腔行为的分析，我们 
只考虑了电场和磁场一种可能的几何布局。已 
经假定电场是垂直的而磁场则位于一些水平圆 
周上。但别的场也是有可能的。唯一的要求是， 
在盒子里的电场和磁场都必须满足麦克斯韦方 
程组而且电场还必须与盒壁正交。我们已考虑 
其中盒子顶部和底部都是平坦的那一种情况，但 
要是顶和底都弯曲，事情也不会完全不同。事实 


上，盒子怎么能够被认为知道哪是它的顶、底以及側面呢？实际上能够证明，在盒内就存在 
电场或多或少穿越直径的那一种振动模，如图 23-13 所示。 




ffl 23-14 柱形空腔的另一种模 


要理解为什么这一模式的固有频率与我们所曾考虑过的第一个模式的固有频率不应有 
很大差别，并不是太困难的。假设不取该柱形空腔，而是取一个每边3 in 的立方形空腔。很 
清楚，这个空腔该有三种不同模式,但都有相同的频率。其中电场几乎是上下振动的一种模 
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式肯定将与其中电场是左右指向的另一种模式具有相同频率。如果我们现在将该立方形空 
腔扭曲成一圆筒,就会或多或少改变其频率。但仍应该期望，这些频率不会改变得太多，只 
要对该空腔的尺寸大约保持一样。因此，图 23-13 那种模式的频率应不太异于图 23-8 的模 
式。本来我们可以对图 23-13 的那种模式详细算出其固有频率，但现在还不打算那样做。 
当这些计算做出来时，便会发现，对于上面所假定的那些尺寸，算出的共振频率的确很接近 
于在3 300 MHz 处所观测到的共振的频率。 

通过相似的一些计算还能够证明，应该还有另外的模式，其共振频率为我们已找出的接 
近3 800 MHz 的那个频率。对于这一模式，电场和磁场如图 23-14 所示。不必担心该电场 
会自始至终横穿过空腔。它从侧壁跑至两端，如图所示。 

那么你规在大概会相信，若把频率增加得越来越高，则应该指望会找到越来越多的共 
振。存在许多不同的模式，每一个都具有与电场和磁场的某一特定的复杂布局相对应的不 
同共振频率。这些场的每一种布局称为共振模。通过求解关于空腔里的电场和磁场的麦克 
斯韦方程组,每一种模式的共振频率就可以计算出来。 

当有了在某个特定频率处的共振时，我们怎样才能知道被激发的是哪一模式呢？一种 
办法是，通过一个小洞把一根小导线插进空腔里。如果电场沿着导线方向，如图 23-15( a ) 
所示，则导线里便有一个相对较大的电流从电场汲去能最，因而共振将被抑制。若电场像图 
23-15< b ) 所示的那样，则影响会小得多。通过把导线的末端弯曲，像图 23-15( c ) 那样，我们 
可以找出这种模式中场所指的方向。于是，当把导线转动使其末端与 E 平行时影响便大， 
而当转动至与 E 成90°时影响就小。 



围 23-15 一根伸进空腔里的短金属线.当其平行于£时，对共振的干扰比起与£垂直时要大得多 


§23-5 空腔与共振电路 


尽管我们已经描述的共振腔似乎与通常含有电感和电容的那种共振电路很不相同， 
但这两种共振系统还是很紧密地联系着的。它们都是同一家庭的成员，恰好就是电磁共 
振的两个极端情况一有许多中间情况介乎这两个极端之间。假设我们通过考虑一个电 
容与一个电感并联的共振电路开始，如图 23-16 U ) 所示。这一电路将在 0*0 = 1/ yiT 的 
频率发生共振。如果我们希望提高这一电路的共振频率，可通过降低电感 L 而做到 。一 
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种办法是，减少线圈中的匝数。但是，在这方面我们只能走到这一步，即最后将达到只有 
—匝，就是连接电容器的顶板和底板间的那一根导线。本来还可以通过降低电容而把共 
振频率提得更高，然而，我们可以通过把几个电感并联而继续降低这个电感。当两个单匝 
电感并联时就只有每匝电感的一半。所以当电感已减至仅有一匝时，我们仍可通过添加其 
他一些连接电容器的顶板与底板间的单个回路来继续提高共振频率。例如，图 23-16( b ) 表 
明电容器两板之间是由六个这样的“单匝电感”连接的。如果继续增加许许多多这种导线 
段，则可能会过渡到一个完全封闭了的共振系统，如图 23-16( c ) 所示，那是一个柱形对称物 
体的截面。现在我们的电感是一个连接至电容器两板边缘的柱形空罐，电场和磁场显示在 
该图中。当然，这样的物体就是一个共振腔,被叫作“加感”空腔，但我们仍可以把它看作为 
—个 LC 电路，即其中电容部分是我们能够在那里找到大多数电场的地方，而电感部分则是 
能找到大多数磁场的地方。 






/ 

o © 




G O 

广 





O o 



( X ) ® 


(c) 

图 23-16 共振频率逐渐提高的各种共振器 


如果要进一步提高图 23-16( c ) 的共振器频率，还可以通过继续降低电感 L 而做到。为 
此,就必须减小该电感部分的几何尺寸，比方说缩小图中的高度 A 。 当 A 缩小时，共振频率 
将会提高。当然最后将会达到其中高度 A 刚好等于电容器两板之间的间距。此时，我们就 
刚好有一个柱形盒，共振电路变成图 23-7 所示的空腔共振器。 

你将会注意到，在图 23-16 中原来的 LC 共振电路中，电场和磁场分得很开。当逐渐把 
共振系统修改以便使其频率逐步提高时，磁场就会越来越靠近电场，直到两者在空腔共振器 
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中完全混合。 

尽管在这一章中，我们曾谈过的空腔共振器都是柱形盒子，但圆柱这个形状却没有什么 
神秘之处。任一种形状的盒子都会有对应于电场和磁场的各种可能振动模式的共振频率。 

例如，图 23-17 所示的那个“空腔”就会有它自己特定的一组共振频率一虽则要把它算出 
来是相当困难的。 



m 23-17 另一种共振空腔 
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§24-1 传输线 

上一章我们学习过电路的集总元件在十分高的频率工作时所发生的情况，从而看出 
— 个共振电路可由场在其中共振的一个空腔替代。另一个有趣的技术问题是，要把两个 
物体连接起来使得电磁能 S 能在它们之间传输。在低频电路中，这种连接是由导线完成 
的，但这一种方法在高频时就不怎么奏效，因为这种电路将会把能量辐射到周围的整个 
空间中去，从而难以控制能置的去向。场将在导线周围散发出去，电流和电压不可能由 
导线很好地“引导”。在这一章中我们要来看看在高频时物体可能互相连接的办法 。至 
少，这是一种介绍我们课题的方式。 

另一种说法是，上面我们讨论了在自由空间里波的行为。现在正是搞清楚当振动场被 
局限在一维或多维的空间里时所发生的情况的时候。我们将发现一些有趣的新现象。当场 
受到最好的二维限制而允许在第三维自由通过时，它们将以波的形式传播出去。这些就是 
“导波”——本章的课题。 

我们由研究 传输线 的普遍理论着手。那些在旷野从一个铁塔到另一个铁塔的输电线会 
辐射出一些功率,但电源的频率 (50 〜 60 H Z > 竟是如此之低，以致这种损失并不 严重。 这种 
辐射可以用金 城套管 包围导线而加以防止，但这一办法对于电力传输线来说并不实际，因为 
所用的电压和电流势必要求一条十分粗重而又昂贵的 套管。 因此，常用的还是简易的“明线”。 

对于较高一些的频率 一 比方说几千赫——辐射可能已变得 严重。 然而，它还是可采 
用诸如在短程电话接线中所用的那种“双扭线”来降低的。但是,在更高频率时，辐射立刻变 
得难以忍受，这或是由于功率损失，或是由于能置在不需要它出现的其他电路中出现了 。对 
于从几千赫起至几百兆赫的频率，电磁傖号和功率往往采用在筒形“外导体”或“屏蔽物”之 
内含有一根导线的那种同轴线来传输。虽然我们仍将仅仅对一根同轴线进行推导，但下述 
处理办法将适用于两个互相平行的任何形状的导体构成的传输线。 

试取一条最简单的同轴线，在其中心处有一个薄中空圆筒，此外又有与这一内导体同轴 
的另外一个导体，也是一个薄筒，如图 24-1 所示。一开始我们用近似的方法算出该同轴线 

在相对低频时的工作情况。当早先我们讲到两导体 
具有确定的单位长度电感或电容时，就已经描述了某 
些低频行为。事实上，是可以通过给出 任何一 根传输 
线的单位长度电感 L。 和电容 C。 而描述其低频行为 
的。于是，我们就可以将该线当作 §22-6 中曾讨论 
过的那种 LC 滤波器的极限情况而加以分析。通过 
9 24-1 一条同轴传输线 采用一些小串联元件 LdAx 和一些小并联元件 CdA_r 
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(其中 Ax 是该线中的一个长度元），可以制造一个模拟传输线的滤波器。利用关于无限长 
滤波器的结果，可以看到电场的信号会沿着该线传播。然而，我们现在并不想遵循这一途 
径，而宁愿从微分方程的观点来考察该线。 

假设我们要看看沿传输线相邻两点，比如说距离线的开头部分为 I 和 x + Ax 两点间发 
生的事情。让我们把这两导体间的电势差称为 V ( x ), 而沿那根“热”导体的电流称为 I ( x ) 
(见图24-2)。如果导线中的电流正在变化，则电感将向我们提供跨越从 x 至 x + Ax 那一小 


段导线间的电压降 计为： 

厶 V = V(x + Ax )— V ( ar ) =— L 0 Ax 4^. 

at 

或者，取 Ax — 0 的极限，则可得 

3V . 31 .. 

ai = - u Tf ( 2 

这表明变化着的电流产生了电压的梯度。 


导线1 

Kx ) 

■ 

l ( x -* Ax ) 


/； 



y ( x ) 

1 V ( x * Ax ) 

导线2 


…— 


田 24-2 传输线的电流和电压 


再参考上图，若在工处的电压正在变化，则必定有某些电荷提供给该区域里的电容。 
如果我们考虑从工至 : c + Ax 那一小线段，则其上的电荷为 9 = CoAxV a 这一电荷的时间变 
化率为 C > AxdVAk , 但只有在流入该线元的电流/( I )不等于从该线元流出的电流 I(r + 


A : r ) 时电荷才出现改变。把这一电流差称为 △/, 便有 


若取 Ax — 0的极限，可得 


A / = — C 0 Ax 

at 


31 r av 
J - x = ~ Ca Tt - 


(24.2) 


因此，电荷守恒意味着电流梯度正比于电压的时间变化率。 

于是，式 (24. 1) 和 (24. 2) 就是传输线的基本方程。如果我们乐意，可以把它稍微修改一 
下使之包括导体中的电阻效应或电荷经由导体之间绝缘体的渗漏现象，但对于眼前的讨论 
来说我们将只停留在这个简单例子上。 

关于传输线的这两个方程，通过对其中一个取 t 的微商，而对另一个取 z 的微商，再消 
去 V 或从而把它们结合起来。于是，我们就有 


或者是 


d 2 V „ , a l v 

j^ = C . l 01F ， 


9 2 I 

a ? 


= CqLq 


an 


(24.3) 

(24.4) 


由此我们再次认识到它们是在 z 方向上的波动方程。对一条均匀的传输线来说，电压 
(或电流)作为波而沿该线传播。沿线电压必然会取 VU , t ) = /(工 一 扣）或 V ( x , t ) = 
g (: r + 或两者之和的形式。那么速度 u 是什么呢？我们知道，项的系数恰好是 
1/ u 2 , 因而 


\ZhoCt, 


(24.5) 
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我们将希望你们去 证明： 线里毎一个波的电压总会正比于那个波的电流,而比例常数刚 
好等于特性阻抗*。。对于沿正： c 向行进的波分别称其电压和电流为 V + 和7+，则应该得到 

V += z 0 / + . (24. 6) 

同理，对于一个负 x 走向的波其关系为 

V- =— z 0 /_. 

特性阻抗——正如过去曾从滤波器方程中找到的那样一由下式 给出： 

Z 。 = J J ^' (24. 7〉 

所以是一个纯电阻。 

为求得一条传输线的传播速率 T ； 及其特性阻抗 Z 。， 我们必须知道单位长度的电感和电 
容。对于一条同轴电缆来说，是能轻而易举地把它们算出来的，因而我们会知道情况到底怎 

么样。对于电感，根据§ 17-8 的那些概念，并设 + LJ 1 等于磁能，则它可以通过对 

整个体积的积分而获得。假定该中心导体载有电流 I 那么我们知道 ， B = J /(2 WaC V ), 其 
中 r 为离轴的距离。取一厚度为 dr 而长度为/的柱形壳作为体积元，则对于磁能应有 

式中 a 和6分别代表内外两导体的半径。算出该积分，得 

U = i^? in V- < 24 - 8 > 

设这一能思：等于"|^广，就可以求出 

L = 2^7 ln f- (24 . 9) 

正如推测到的那样,它与线的长度/成正比，因而单位长度的自感 L 。 就是 

卜雙 ⑷ 0) 

我们曾算出在一柱形电容器上的电荷(见§ 12-2)。现在,将该电荷除以电势差，便得 

_ 2ttco ^ 

\ n ( b/ay 

因而单位长度的电容 C » 为 C / Z 。 把这个结果与式 (24.10) 相结合，便可知道乘积 LoCo 恰好 
等于 1 A 2 , 因而 W =1/^ TO 即等于 c 。 波以光速沿线向下传播。必须指出，这一结果有赖 
于我们所做的如下假定 ：（ a ) 在两导体之间的空间里并没有电介质或磁性材料存在，以及 （ b ) 
电流全都是在导体表面上通过的(对理想导体理该如此）。我们以后还将见到，对于优良导 
体，当频率高时，一切电流将像理想导体那样都分布于其表面上，因此这个假定是适用的。 
眼下有趣的是，只要 ( a ) 和 ( b ) 两假设正确，则对于任一对平行导体一甚至是一根六角 
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形内导体放置在一根椭圆形外导体中的任何地方一积 UC 。 就等于1/ 〆 。只要横截面固 
定不变以及两导体之间的空间里没有材料，则波以光速传播。 

关于特性阻抗就不能做出这样的普遍表述。对于一根同轴线来说，它是 


ln (6/ a ) 

2jt« 0 c 


(24.11) 


式中因子1/(<。0具有电阻的量纲并等于 120 n fl 。 几何因子 \ n ( b / a ) 仅以对数的形式依赖 
于同轴线的几何尺寸，因而就同轴线——和大多数传输导线——而言，这特性阻抗具有从 
50 0至几百欧左右的典型值。 


§24-2 矩形波导 


我们将要谈及的下一个问题，初看起来，似乎是一种令人惊奇的现 象：如 果从同轴线中 
抽去中心导体，它仍会运载电磁功率。换句话说，在足够高的频率时，一根空管子将工作得 
如同导线那样好。这与一种神秘的办法有关，即在高频时电容器和电感器所构成的共振电 
路必须由一个空盒来代替。 

尽管当人们把一条传输线当作一种分布式的电感和电容来思考时，或许是一件引人注 
目之事，但大家都清楚，电磁波可以沿一条中空的金厲管道内部通过。如果该管道是笔直 
的，则还可以通过它 f 到东西！因此肯定，电磁波是会通过管子的。但我们也知道，不可能 
使低频波（电力或电话)从一个单独的金属管内部通过。因此就必然是 ：若电 磁波的波长足 
够短，才可以从其中通过。我们要来讨论对某一给定大小的管子能够从其中通过的最长波 
长(或最低频率）的极限情况。由于这时管子是用来钱波的，所以它被称为波导。 

我们将从一矩形管开始，因为它是待分析的最简单情况。起初打算给出一种数学处理， 
以后才回过头来用一种更加基本的办法来考察该问题。然而，这较基本的办法只能轻易地 
运用到一个矩形导管上去。但对任意形状的一般导管，基本现象都相同，故从根本上来说数 
学论证基本上更为可靠。 

这样，我们的问题就是要找出在矩形管中哪一 
种波才可以存在。现在先来选取某些方便的坐标， 

我们选取 z 轴沿管长方向，而 工和; y 轴则平行于管 
的两个侧面，如图 24-3 所示。 

我们知道，当光波沿着管道往下传播时，它们有 
一横向电场，因此，假定先来寻找垂直于 Z 的、比如 
说只有一; y 分量 E ， 的那一种解。这一电场在横跨 
该导管时会有某种变化,事实上，在平行于; y 轴的两 
側壁 处它必须为零，因为在一导体中的电流和电荷 
始终会调整自己使得在导体表面上不会有切向的电 
场 分量。 因此， E , 就将随 I 以某一拱形变化，如图 
24-4 所示。也许它就是我们对空腔所求出的那种贝 
塞尔函数？不，因为贝塞尔函数必须是与柱形几何 
有关的。对于一个矩形的几何形状来说，波通常是 图 M - 3 对矩形波导所选取的坐标 
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简谐函数，因而就应该尝试某种像 sin k ^ c 那样的东西。 

既然我们所想要的是沿波导往下传播的波，那就应该期望，当沿 Z 方向行进时场会在正 
值与负值之间反复变化，如图 24-5 所示的那样，而这些振动又将以某一速度 u 沿着波导传 
播。若我们具有以某个确定频率 w 的振动，则会猜测到，该波随 z 的变化也许会像 cos (W — 
k . z ), 或者采用更为方便的数学形式，则像 / 那样。这一种与 z 的依存关系表示以速 
率 t; = w / k . 传播的波（见第1卷第29章）。 



因此，我们也许会猜测,导管里的波可能有如下数学 形式： 

E, = £ 0 sin A##--*.* 1 . (24.12) 

让我们来看一看这猜测是否满足正确的场方程。首先，电场在导体处不应该有切向分 
«,我们的场满足这一要求，它垂直于顶面和底面，并在两侧面上为零。噢，若选取虼使得 
s\nk xX 的半周恰好与导管的宽度相符一也就是只要 

k x a = jt (24. 13) 

就行,使側面处的电场为零还有其他一些可能性，比如= 2 it , ，…或一般说来， 

k,a = nit , (24. 14) 

其中 n 是任一整数。这些就代表场的各种复杂布局，但在目前让我们只考虑最简单的情况， 
即屺= it / a , 其中 a 为该导管内部的宽度。 

其次，在导管内部的自由空间里 E 的散度必须为零，因为那里并没有电荷。 E 只有一 
个; y 分童，而这一分量并不会随; y 变化，因而的确有 ▽ • E = o . 

最后，电场在导管内部的自由空间里必须与其余的麦克斯韦方程都一致。这与它必须 
满足下列波方程是同一 回事： 

包也生-丄仏 

3x 2 3y z c* 3t 2 


(24.15) 
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我们得看看我们的猜测，即式 （24. 12) 是否很好地起作用。 E , 对 x 的二次微商正好是 
一 ME , ,对^的二次微商则为零，因为没有东西与 3" 有关。对 z 的二次微商为一,而对 
t 的二次微商则为 一 o / E ，。 于是，方程 (24. 15〉表明 

= 0 . 

除非 E , 处处为零（那并非十分有意义），否则只有下式 

kl + k \-^ = 0 (24.16) 

才是正确的。我们已经确定了 因而这个方程就告诉我们，只要 t 与频率 o ； 之间的关系 

使式 (24. 16) 得到满足一换句话说，只要 



(24.17) 


就可能有上面所假设的那种类型的波。我们刚才所描述的波以这个 t 值在 r 方向传播。 

对于给定的频率出，由式 (24. 17) 获得的波数 t 告诉我们波节沿波导往下传播的速率。 
这个相速度是 


v = 士. (24.18) 

你会记得，一个行波的波长是由 A = 2^^/^给 
出的，因而也就等于 U !\,、 其中 A , 是沿 z 方 
向的振动波长一即“导管波长”。当然，导管波 
长与同频率的电磁波在自由空间里的波长是不同 
的。若把等于的自由空间波长称为 A 。， 则 
可将式 (24. 17) 写成 



除了电场之外，还有磁场也随波传播，但眼前 
我们将不操心去算出有关磁场方面的那个表示式。 
由于 c ^ XB ^ aE / 办，所以 B 线将围绕那些 aE /3 t 
值最大的区域旋转，也就是说,将围绕 E 的极大点 



与极小点中间的区域旋转。 B 的回路将平行于 
平面并位于 E 的峰与谷之间，如图 24-6 所示。 


m 24-6 波导中的磁场 


§ 24-3 截止频率 


在解方程式 (24.16) 以求得 t 时，实际应有两个根，一个是正，一个是负。我们应该写成 
k , lc x - i lof . (24. 20) 

这两个符号只是意味着可能有以负相速（朝向 一幻传 播的波，同样在导管中也有沿正向传播 
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的波。自然，波沿任一方向传播都应该是可能的。由于这两种类型的波可以同时存在，所以 
就会有驻波解的可能性。 

有关 k . 的方程也告诉我们，较高的频率给出较大的 t 值，因而也就是较短的波长 ，一 
直到⑴ 取大的极限时 A 变得等于 cu / c , 它就是我们对自由空间里的波所预期的值。我们通 
过管子所“看到”的光仍然以速率 c 行进。但此刻注意，若频率下降，则某些怪事会跟着发 
生。开始波长会变得越来越大，但若降得太小，则式 （24. 20) 中的平方根内的 M 突然变 
负。一旦 co 变为小于 K c / a —或当 A 。 变得大于 2 a ，上述情况就会发生。换句话说，当频率 
变成低于某一临界频率 m = ire 厶时，波数\(从而 A ,) 会变成虚数，从而不再得到任何解 
了。难道真的得不到解了吗？谁说 t 必须是实数呢？如果确实出现虚数，那又该怎么办 
呢？场方程组仍旧被满足，或许一个虚数也代表一个波。 

假设£«小于队，便可以写成 


K =士 i〆 ， 

(24.21) 

其中 V 是正的实数，即 


k ’ = y / n 2 / a 2 — a ) 2 / c z . 

(24.22) 

如果现在回到 A 的表达式 (24. 12〉，则有 


E y = E 0 e ' lmlTii，s) sin kjX , 

(24.23) 

这也可以写成 


E y = E 0 e ±4 8 e 1 * 1 sin k x x . 

(24.24) 


上述表达式给出了一个按产随时间振动但却按照 f •随 Z 变化的£场。它作为一 
个指数函数随 z 平滑地减少或增加。在我们的推导中并未对发出波的源有所操心，不过 
—定有一个源存在于导管中某处。伴随 f 的符号必定是使 场随着 离开波源的距离增大 

而减小的那个。 

因此，对于比叫=抓 / a 低的频率，波并不佘沿 
导管往下传播，该振动场只能透入导管内^到 
1 A ' 数》级的距离。为此，频率_被称作导管的 
“截止频率”。考察式(24.22〉可知,在频率仅稍低 
于时,是一个小数值，因而场可透入导管内很 
大的距离。但若出比^小很多，则指数系数 〆 等 
于 n / a , 而场便非常迅速地减弱，如图 24-7 所示。 
在距离等于 aA 或在约三分之一宽度的距离内，场 
减弱至 1/ e 。 场从源出来后仅透入很短距离。 

我们想要强调对导波进行分析的一个有趣特 
点一即虚波数的出现。按正常情况，如果在 
物理学中求解一个方程并获得一个虚数，它不具有任何物理意义。然而，对于速来说，一个 
虚数_意味着某种东西。波动方程仍被满足，它只是意味着解答会给出一个指数式地减 
弱的场，而不是一个传播着的波罢了。因此,在任一个波动问题中，若对于某一频率6会变 
成虚数，这意味着波的形式变了一正弦波变成了指数式衰减的场。 



图 24 - 7 对于 euXw . E , 随*的变化悄况 
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§24-4 导波的速率 


上面所用的波速是相速，即波节•的速率，它是频率的函数。若把式 (24. 17) 和 （24. 18) 
结合起来，则可写出 

(24.25) 


■J\ — (a>. /<oV 

对于比截止频率为高的频率——其中存在行波一 w ,/ c 小于1 ,而为实数，且会大 f 光 
速。我们曾在第1卷第48章中见到, g 速大于光速是可能的，因为那不过是波节在而 
不是能 s 或信息在运动。为知道信号传播得多快，我们得算出由一个频率的波与另一个或 
更多个频率稍微不同的波互相干涉而形成的脉冲或调制波的速率（见第1卷第48章）。我 
们已把这样一群波的包络速率称为群速度，它不是《</々，而是仏/办： 


QU) 

Vn= dk- 

取式 (24. 17)对 w 的微商并颠倒过来以获得 d ^/ Ak , 就求得 


= C-J\ — (<o, /at ) 2 , 

它比光速要小^ 

叫与如 的几何平均恰好就是 c , 也即 光速： 


(24.26) 


(24.27) 


(24.28) 


这很奇怪，因为我们已在 嫌子力 学中见过相似的关系式了。对于一个具有任何速度——即 
便是相对论性的一的粒子，其动 tt P 与能《 U 都是这样联系 着的： 

U 1 = + m 2 c 4 . (24. 29) 

但在最子力学中能量为，而动量为 A A , 即等于因而式 (24. 29) 便可以写成 


_ = * 2 +穿 （24.30) 

或 

k = W - , (24.31) 

这看来十分像式 (24. 17), 真有趣！ 

波的群速度也就是能量沿导管传输的速率。如果想要求出沿波导传送的能流，则可以从 
能量密度乘以群速度而得到。设电场的方均根值为则电场能量的平均密度为 拉/2。也 
有一些能量与磁场有联系，我们将不在这里来证明它，但在任一个空腔或导管中磁能与电能 
始终相等，因而总的电磁能量密度为^拉。于是，由导管传输的功率 dU / d < 为 

^ = , 0 Elabv „ (24.32) 

Qt 


• 这里“波节”指的是行波中的波谷（或波峰），而不是驻波中的那种波节。一译者注 
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(我们将在以后看到获得能流的更普遍的方 法〉。 

§ 24-5 导波的观测 

能置可 借助某种“天线”耦合到波导中。例如，用一根小小的垂直导线或“短线”就可以。 
导波的存在可以用一小接收“天线”——仍可以是一根小短线或一个小回路——来拾取某些 
电磁能而加以观测。在图 24-8 中，展示了切开一部分側壁的波导管，表明其中装有一根驱 
动短线和一个拾波“探头”。该驱动短线可以通过共轴缆连接至信号发生器，而拾波探头则 
可由一根相似的电缆连接至一检波器。把拾波探头通过一条细长狭梢插入导管之内往往较 
方便，如图 24-8 所示。这样，探头就可以沿着导管来回移动以便在不同位 g 对场取样。 



如果信号发生器被调节在大于截止频率 m 的某个频率 o •时 ，那么就会有波从该驱动短 
线出发沿导管往下传播。如果该导管无限长，则这些波将是唯一存在的波，用一个经过仔细 
设计的吸收器使导管不致从远端发生反射，从而使有终端的导管有效地设??成具有上述性 
质的导管。于是，由于检波器所测《的是在探头附近场的时间平均值,所以它将检测到一个 
与沿导管位罝无关的信号，它的输出将与被传递的功率成正比。 

如果现在导管的远端以某种方式被封闭因而产生一个反射波一作为一个极端例子， 
假定用一块金 城板来 封闭它——则除了原来的前进波之外还将有一个反射波。这两个波将 
互相干涉，在导管里产生一个驻波，它与我们以前曾在第1卷第49 章 中讨论过的那种弦线 
上的驻波相似，于是，当拾波探头沿线移动时，检波器的读数就将周期性地升降，表明在驻波 
的每一个波腹处场为极大而在每一个波节处场为极小，在相邻两波节点（或波腹点）间的距 
离恰为 A , /2。这提供了测置导管内波长的一个方便的方法。现在若频率移至接近于，处， 
则两节点间的距离增长,这表明该导管波长是按照式 (24. 19) 所预言的而增大了。 

假设现在信号发生器被调节至稍微低于 m 的一个频率。那么，当该拾波探头沿导管往 
下移动时，检波器的输出便将逐渐减弱。如果频率再度降低，场强将按照图 24-7 的曲线迅 
速下降，并表明波不再传播出去了。 


§24-6 波导管 


波导的一种重要实际应用就是对于高频功率的传输，比如把一个高频振荡器或一部雷 
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达装置中的输出放大器耦合至一根天线。事实上，天线本身往往包括一个抛物线形反射镜， 
由一个在其末端张开成“喇叭口 ”形状的波导把沿导管而来的波辐射出去，并馈至镜的焦点 
上。尽管高频电磁波可以经由同轴电缆传输，但对于传输大量功率，波导较为优越。首先， 
可以沿一条缆线传输的最大功率受到导体间的绝缘材料（固体或气体)击穿的限制。对于给 
定的功率量，在一导管内的场强往往比同轴电缆内的弱，因而在击穿发生之前就可在其中传 
送较大的功率。其次，同轴电缆中的功率损耗往往比在波导管内的大。在同轴电缆内必须 
有用以支持该中心导体的绝缘材料，而在这一材料中便有能量损耗一特别是在高频上。 
并且，在同轴电缆的中心导体上电流密度很高，而由于损耗是随电流密度的增大的，因 
而出现在导管壁上的较低电流就会导致较小的能量损耗。为确保损耗最 小？? ^内壁往往 
是用一种诸如银的高电导率材料电镀的。 

凡在有波导存在的“电路”中，连接的问题与在低频时相应的电路问题大不一样,这种连 
接常称为微波“衔接”法。为此目的许多特殊器件已经发展起来。例如，两节波导往往是经 
由凸缘接头互相连接的，这可由图 24-9 中看出。然而，像这样的连接会导致严重的能 tt 损 
耗，因为那些表面电流必然流经接口，而那里可能有相对高的电阻。避免这种损耗的一种办 
法是制造截面如图 24-10 所示的那种凸缘接头。在导管的相邻两节间留下一点空隙，而在 
其中一个凸缘接头上则刻有一条槽沟以便造成一个如图 23-16( c ) 所示的那种小空腔。适 
当地选取这个空腔的大小尺寸使它能在所采用的频率发生共振。这一共振腔对于电流会呈 
现一个高“阻抗”,因而流经该金属接口（图 24-10 中的 a 处）的电流就相对地小。导管里的大 
电流只是对该空隙(图中的6处)的“电容"充电及放电而已，因而那里仅有少》的能嫌损耗。 

围 24-9 几段波导由凸缘接头互相连接 图 M -10 两节波导间的低损耗连接 

假设你想要在某一处截断一波导管使得不会形成反射波，那么，你就必须在其末端安置 
一种模拟一根无限长导管的东西。你需要有一个对于导管的作用就像特性阻抗对于传输线 
的作用那样的“终端”——对到达之波仅有吸收而不产生反射的一种东西。此时该导管将起 
着仿佛永远接续下去的作用。像这样的终端是通过在该导管中放进某种经过精心设计的电 
阻材料的劈形物制成的。它被用来吸收波的能量使得几乎不产生任何反射波。 

如果你想要把三件东西——例如一个源与两个不同的天线——互相连接起来，那么你 
就可用一个像图24^1?所示的那种 “ T ” 形波导来完成。在这个 “ T ” 形管中心截口馈入的功 
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率会被分开经由两条側臂流出（可能还有一些反射波）。从图 24-12 的简略图示中你可以定 
性地看出，当场到达该输入截口的末端时就会扩散开来并形成电场，该电场会使波在该两臂 
中开始传播出去。在接合处的这些场会约略如图 24-12 U ) 或 （ b > 所示，具体要视导管里的 
电场是与该 “ T ” 形管的“顶”平行还是垂直而定。 



图 24-11 “ T " 形波导竹（在凸缘接头处配 

备冇塑料端 W , 以保持当这个 “ T ” 形导 
If 不用时内部柄洁） 


O 



O O 


o o 


图 M -12 在一 “ T ” 形波导中关于两种可 
能取向的电场 




敁后，我们想要描述一种称为“单向耦合器”的器件，这对于在你已经连接好一个复 
杂的波导布局之后要讲出到底发生了什么是非常有用的。假设你想知道在波导的某一 
特定截 U 处波朝哪一方向行走——例如，你或许会怀疑是否存在一强反 射波。 若导管里 
的波是沿某一方向行走，这单向耦合器就会从其中吸取一小部分功率，但若波是朝另一 
方向行走，则不能取出任何功率。通过把这个耦合器的输出连接到一个检波器上，你就 
能够测得导管中的“单向”功率。 

图 24-13 是单向耦合器的简图，沿着一段波导的一个面上焊接上另一段波导 CD 。 

波导 CD 被弯开以便有可以安罝凸缘接口的地方。 
在把这两个波导焊接在一起之前，要在每一波导上 
钻通两个(或者更多个）洞(借以互相耦合〉，以便使 
主波导中的一些场可被耦合至副波导 CD 中 
去。每个洞起着小天线的作用，以致在副波导中产 
生出波来。要是只有一个洞,波会在两个方向上被 
送出，而且不管波在原导管中走哪个方向都应该相 
图 M -13 单向耦合器 同。但当存在间隔等于导管波长的四分之一的两 
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个洞时，它们就会形成相位差90°的两个源。你是否还记得，在第1卷第29章中讨论过空间 
相距 A /4、 而在时间上激发相位超过90°的两根天线发出的波引起的干涉？我们曾发现，这 
两波在一个方向上相减而在相反方向上相加。相同的事情也将在这里发生。导管 CD 中所 
产生的波与在 AB 中的波会有相同的传播方向。 

如果在主导管中波正从 A 向 B 传播，则在副导管的输出口 D 处将会有一个波。若在 
主导管中的波是从 B 传向 A , 则将有一个波朝副导管的 C 端传播。但这一端却已装配成一 
终端，因而波将被吸收，于是在该耦合器的输出口处就不存在波了。 

§ 24-7 波导模式 


由我们选择出来而正在加以分析的波乃是场方程组的一个特解。此外还有许多其他的 


解，每个解称为一种波导“模”。例如， 上面讨 论的场 
与 X 的依赖关系不过是正弦波的半周。还存在同样 
好的具有全周的解，这时 ^随: T 的变化将如图 24- 
14所示。这种模式的屺是前一种的二倍，因而截止 
频率就高得多了。并且，在我们所已学习过的波中 E 
只有一个: V 分嫩，但此外还有包含更复杂电场的其他 
模。若电场只有 I 和; V 分被一因而总场始终与^ 
方向正交一则这种模称为“横电”（或 TE ) 模。这 
种模的磁场总会有一个 z 分 ft 。 审实证明，若 E 有一 
个 z 分置 （沿传播方向），则磁场始终只有橫向分 ft , 
因此这种场就称为横磁 （ TM ) 模。对于一个矩形导管 
来说，所有其他模比起上述那种简单的 TE 模来具有 
较高截止频率。因此，就有可能——而且也经常 
是——采用一个其中频率只比这一敁低波模的截止 
频本 为高而比其他一切截止频率都较低的导管，以便 




仅有这么一种模能够传播。不然的话，波的行为就会 S 24-14 另一种可能的 E , 随 _ r 变化 

变得复杂而且更难于控制了。 的情况 


§24-8 另一种看待导波的方法 


现在要让你看看另一种理解波导行为的方法，即为什么波导对比其截止频率叫低的那 
些频率会使场迅速衰减。这样对于波导在高、低频之间行为之所以会突然变化，你将有一个 
更为“形象化”的概念。对于一个矩形波导来说,通过利用在导管壁上的反射或镜像法对场 
的分析，我们能够做到这点。然而，这种办法只对矩形波导有效，这就是为什么我们要从较 
多数学上的分析开始，因为它在原则上对任何形状的波导都适用。 

对于上面已描述过的模,垂直方向的尺寸大小（即: y 值〉 不会引起任何效应，因而可略 
去该导管的顶和底,并想象导管乃是在垂直方向上延伸至无限 远的。 于是，可设想导管仅由 
两块相距为 a 的垂直板组成。 
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假定场源是一根放在导管中间的垂直方向的导线，这根线中载有以频率振动着的电 
流。在不存在导管壁的情况下，像这样的导线会辐射出柱面波。 

现在，考虑导管壁都是理想导体。这样,如同在静电学中一样，若我们对于该导线的场 
再加上一个或更多个适当的镜像导线的场，则在壁面处的那些条件将是正确的。关于镜像 
的概念，在电动力学中，正如同在静电学中一样，也都适用，当然要把推迟效应也包括进去。 
我们都明白那是真的，因为经常见到镜子会产生光源的像。而对于光频波段的电磁波来说， 

—面镜子正好是一块“理想”导体。 

现在让我们取一个水平截面，如图 24-15 所 
示，其中和 W , 是导管的两个壁，而 S 。 则是那 
根源导线。我们称这根导线里的电流方向为正。 
现在假如仅有一面壁，比方说 VV , ,我们可以把它 
除去，只要在那标明为 S , 的地方放置一个（具有 
相反极性的）像源。但由于存在两面壁，所以在壁 
中也将有 S 。 的像，将其标明为像这个像 
源也将在 W , 中造成一个像，叫它做 S ,。 现在 S , 
和 S , 两者都将在中在标明为 S , 和 S 8 的位置 
上各有其像，如此等等。对于中间有一个源的两 
个平面导体来说，其场与由排列成一条直线、彼此 
相隔各为 a 的无限多个源所产生的场相同（这寧 
实上就恰如你在观 察?? 于两平行平面镜中间的一 
根线时所会脅到的那样）。为了使在两壁处的场 
为零，在像 jSp 些电流极性必须从一个像至另 
—个像交替地改 变着。 换句话说，它们的振动存在180°的相位差。于是，该波导场就恰好 
是这种无限多个线源产生的 场的* 加。 

如果靠近那些源,场就很像是个静场。在 §7-5 中曾经考虑过由一排栅形线源所产生 
的静场，并求得除随着与栅的距离指数式地减弱的那些项外，这个场好像一块带电平板产生 
的场。这里平均源强为零，因为从一个源至下一个源的符号交替地改变。任何存在的场会 
随距离做指数式的减弱。在靠近源时，所见到的场主要是来自最接近的源，在较远处，许多 
源都会做出贡献，因而它们的平均效果便是零了。因此,现在我们明白为什么在低于其截止 
频率时波导会给出一个按指数衰弱的场。特别是在低频上，这静态近似表现得很好，因而它 
预言场会随距离的增大而迅速减弱。 

现在，我们却面临一个相反问题 ：为什 么波真的会传播呢？那是个神秘部分！原因是， 
在高频时场的推迟会在相位上引进一个附加改变，使得来自那些异相的源的场相长而不是 
相消。事实上，正是为了这一问题，我们在第1卷第29章中已学习过由一个天线阵或一个 
光栅所产生的场，当几根无线电天线被适当排列时，它们就能提供一种干涉花样，使得在某 
一方向有强信号而在另一方向则没有信号。 

假设回到图 24-15 并观察从那一列像源到达远处的场。只有在某些由频率决定的方 
向——只有在来自所有一切源的场因同相相加的那些方向一场才会最强。在与源有适当 
距离处，场在这些特殊方向才作为平面波传播。我们在图 24-16 中对这一种波画出了示意 


5,- 

s ，/ 

/线源 

a ^ 波导 

V ’ 


5‘- 



图 24-1 S 放在两面导体壁和 W , 之间 
的线源 So 。 这两面壁丐以由一个无穷序列 
的像®代替 
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图，其中实线代表波峰而虚线表示波谷。波的传播方向将是这样的一个方向，在这个方向两 
相邻源到达波峰的推迟时差等于半个振动周期。换句话说，图中的 r : 与 r •。之差是自由空 
间波长的 一半： 



BB 24-16 来自一列线源的一组相干波 S 24-17 波导场可以视作两列平面波的鲁加 


当然,还有另一组波以相对于该列线源对称的角度向下传播。整个波导场(不要太靠近 
源)就是这两组波的叠加，如图 24-17 所示。当然，只有在该波导的两壁之间那实际的场才 
会真的是这样。 

比如在 A 和 C 那些点，两种波形的峰相重合，因而场就有一个极 大值； 比如在 B 那种 
点，两波都有负峰值，因而场会有一个极小值（最大负值）。当时间向前推移时，导管里的场 
会表现出以波长 A , —等于从 A 至 C 的距离一沿导管传播。这一距离与角的关系为 

cos 0=^-. (24.34) 

利用关于0的式 (24. 33) ,便可得到 




Ao — _ Ao _ 

yr^(Ao /2 aY 


(24.35) 


这恰好就是上面我们在式 (24.19) 中所求得的。 

现在明白了为什么只有在超过截频时才会有波传播。如果自由空间波长大于 
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则波不能在如图 24-16 所示的那种角度出现。当 A » 降至 2 a 以下或当 w 升至如。= Ttc / a 以 
上时，所需的相长干涉才会突然出现。 

若频率足够高，则波将出现的方向就可能有两个或更多个。如果则上述情 

况就会发生。然而 ，一 般说来，这也可能发生在 A 。< a 时。这些附加波相当于我们提到过 
的那些较高的波导模。 

通过上述分析我们也已弄清楚为什么导波的相速度会大于 c , 以及为什么这一速度会 
依赖于 o «。 当 cu 改变时，图 24-16 中的自由波角度会跟着发生变化，从而沿导管的速度也就 
变了。 

虽然已经把导波描写成无限多个线源的阵列之场的叠加，但是只要设想有两组自由空 
间的波在两面理想平面镜之间不断地被往复反射一记住反射意味着周相的反转一我们 
便会得到这相同的结果。这些反射波组，除非刚好按照式(24.33〉所给出的那个角度0在传 
播，否则彼此完全互相抵消。因此考虑同一事物存在着许多方法。 



第 25 章用相对论符号表示的电动力学 


在这一章中 ： C = 1 


§25-1 四维矢量 


现在来讨论狭义相对论在电动力学中的应用。由于已在第1卷的15至17章中学习过 
狭义相对论，因而我们在此只要很快地温习一下基本概念。 

在实验上已经 发现： 如果我们以匀速运动，则物理规律不会改变。你不可能区别你是 
否处于一艘以匀速沿直线肮行的宇宙飞船中，除非你从飞船中向外观望，或至少得做一 
种与外界有关的观测。我们写出的任何正确的物理定律都必须安排得使自然界的这一 
事实成为其中的固有部分。 

设存在两个坐标系，其中一个 S ' 系在 I 方向上以速率 I ；相对于另一个 S 系而做匀速运 
动，这两个坐标系的空间与时间之间的关系由洛伦兹变换式 给出： 

/ = 1Z12E-. v ， = v . 


X = _ r z = z. 

物理定律必须是这样的 ：在经 过了洛伦兹变换之后，该定律的新形式看来刚好像其旧形式。 
这恰恰同物理定律与坐标系的职肉无关的原理 相似。 在第1卷第11章中，我们已看到，要 
从数学上描写物理过程对于转不变性，其办法是利用矢量来写出方程式。 

例如，若有两矢量 


A = ( A x , A ,, A ,) 和8 = ( B ,, B ,, B .), 

我们曾发现其组合式 

A • B = A , B , + A y B , + A , B , 

如果对转动的坐标系进行变换，是不变的。因此我们知道，若在一个方程式的两边都有像 
A • B 这一类的标识，则这方程在所有转动坐标系中都会有完全相同的形式。我们也曾发现 
过这么一个算符（见第2章〉： 


V= (£• fy' A)' 


当作用于一标量函数时，它会给出像一个矢置那样变换的三个量。利用这一算符我们曾定 
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义过梯度，而与其他矢量相组合时也曾定义过散度与拉普拉斯算符。最后还发现，取两矢量 
的各对分量之积并求和，可能得到三个新的置，其行为像一个新的矢量。我们曾称它为两矢 
置的叉积。然后，又利用算符▽做叉积,定义了矢量的旋度。 

由于我们会经常回过去参考矢量分析中 
所曾做过的事情，因此就把过去用过的三维空 
间中所有重要的矢量运算的摘要罗列在表 
25-1 上。这里的要点在于，必须将物理学方 
程写得能使其两边在坐标系转动时以相同的 
方式变换。如果一边是矢量，则另一边也必须 
是矢量，以便在坐标系转动后方程两边将以完 
全相同的方式一起改变。同理，若一边是标 
量，则另一边也应该是标量，因而当转动坐标 
系时两边都不应当有任何改变，等等。 

现在，在狭义相对论的情况下，时间和空间不可分割地混在一起，因而就必须对四维做 
出类似的事情。我们希望所得的方程不仅对于转动会保持不变，而且对于任何惯性参照系 
也是如此。这意味若，方程式在经历了式 (25. 1) 的洛伦兹变换后应该不变1章的目的就 
是要向你们说明如何才能做到这一点。然而，在开始之前，还要做一件将使我们的工作轻松 
得多（也会减少某些 混乱〉 的事情。这就是选取长度和时间单位使得光速 c 等于1。你可以 
把这看作为把时间单位选取为光行走1 m 所箱的时间（约为3 X 10_%)。我们甚至可以叫这 
个时间单位为“一米”。采用这种单位，一切方程会更明显地呈现出空时对称性。并且，所有 
的 c 将不再出现在我们的相对论方程式中（如果你对此觉得麻烦的话，你始终可用 ct 代替 
每一个 或一般说来,通过在那些需要使方程的*纲表现得正确的地方添加一个 c , 即把 c 
再放回到任一个方程中去）。有了这个约定，我们就准备开始工作。我们的计划是要在四维 
空时中做出曾用矢 S 在三维中所做过的所有事情。这诚然是一场十分简单的游戏，我们只 
是根据类比来做工作罢了。唯一真正的复杂性是符号的表示方法（在三维时已用尽了矢景 
符号）以及符号的_个轻微扭曲。 

首先，通过与三维中的矢量的类比，定义一个 四维矢量 为 a ,, a ,, a ,, a . —组的四个量， 
当我们变换运动坐标系时，这些置会像 ： c , ; y , 对于四维矢置人们使用几种 

不同的符号表示方法。人们会写成这指的是四个数 U ,, 〜， a ，， 的一组——换句 
话说，该下脚标#可以取 Jr , z 各“值"。有时由一个三维矢量来指明它的三个空间分 
量，即像 （ a ,, 那样,也会很方便。 

我们已碰到过一个四维矢量，它由粒子的能量和动量组成（第1卷第17章），在新符号 
表示法中我们把它写成 

/>, = ( E , p ), (25.2) 

这意味着该四维矢量 A 是由粒子的能量及其三维矢量 P 的三个分量所构成的。 

看来似乎这场游戏的确十分简单——对于物理学中每一个三维矢量，我们必须做的全 
部事情就在于找出其余的一个分量该是什么，从而就有一个四维矢量了。为了弄清楚事实 
并不是那么回事，试考虑速度矢量，它的分量是 


表 25-1 三 维矢量分析中重要的 t 和重要运算 


矢#定义 

A = (A x • Ay , A ,) 

标积 

A - B 

微分矢 a 算符 

V 

梯度 

Vf 

敗度 

V A 

拉符拉 斯算符 

v - v = v " 

叉积 

AXB 

旋度 

▽ XA 
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f ， 




dz 

= dl - 


试问： 那时间分量是什么？凭本能就应能够提供正确的答案。由于四维矢量都像 
z 那样，我们就会猜测到其时间分量为 



这是错的。原因是，当我们做洛伦兹变换时在每个分母中的 < 并非是不变量。虽然为构成 
一个四维矢量，那些分子都具有正确的行为，但在各个分母中的 d / 却把事情搞坏了，它并不 
是对称的.，而且在两个不同系统中是不相同的。 

事实证明，只要各除以上面所写下的四个“速度”分置将成为四维矢量的分 
量。我们能够看出那是正确的，因为如果从动量四维矢量 出发： 


p. 


= (e, p) = (- 


yr 


>»oV \ 


并用四维中不变的标置、静止质 ft 7»。来除它，便有 
PjL = 1—^—. 

m, \v / T^T r -A^FI' 


(25.3) 


(25.4) 


这必然仍是一个四维矢量(用一个不耷样 晕来除 ，并不会改变变换性质）。因此，就可由下式 
定义 一个“ 速度四维矢量 "士： 






这个四维速度是一个有用的例如，可以写出 

P r =讲0“， 






(25.5) 


(25.6) 


这是相对论中正确的方程都必须具有的那一种典型形式，式的每一边都是一个四维矢量(右 
边是一个不变鼉乘以一个四维矢置，那仍然是一个四 维矢: ft )。 


§ 25-2 标 积 

还可以讲,在坐标系转动下从原点至某一点的距离不变乃是生活中的一项巧遇。这意 
味着在数学上 〆= P +y +* 2 是一个不变最。换句话说,在经过了转动之后，= r 2 或 

x 't +y 'l +x 'l =x *+y»+ z *. 

现在的问题是 :在洛 伦兹变换下是否也有一个相似的不变最？有的。从式 (25.1) 可以看出 

= t l -x\ 

除了它有赖于 X 方向的特殊选择之外，那是很好的不变量。若再减去; y 2 和 Z 2 便能把这个 
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问题解决了。于是,任何洛伦兹变换趣转动都会使这个量保持不变。因此，与三维中的 〆 
相类似的量，在四维中为 

这是在所谓“完整洛伦兹群”一意指恒速平动 ® 转动二者都进行的那种变换一下的一个 
不变量。 

现在，由于这个不变性是仅仅依赖于式 （25.1) 的变换法则一再加上转动一的一个 
代数问题，它对于任一个四维矢 置都是 正确的（根据定义，它们都做同样的变换）。因此，对 
于一个四维矢置 七来说 ，便有 

a ： 1 - a ： 1 - a '； - a? = a? - ai - a* - a*. 

我们叫这个量为四维矢量\的“长度”的平方（有时人们将所有各项的符号都改变而叫4 + 
a\+a\-a) 为长度的平方，因而你得要小心对 待）。 

现在如果有两个矢量 ■和 ^■，它们的相应分置按相同的方式变换，则这个组合 


afi , — a , b , — ayb , — a , b . 


也是一个不变(标) M (事实上，在第1卷第17章中对此已有过证明）。很明显，这一表示式 
与矢》的点积很相似。实际上，我们将称之为两个四维矢 S 的点积或标积。把它写成\- 
K 使得看来像个点积，似乎该合乎逻辑。可是，不凑巧，习惯上不是那样做，而是往往被写成 
没有中间那一点。因此，我们将按照这一惯例而把该点积简写成\~。这样，根据定义， 

a r b „ = a , b , — a , b , — aj ), — a , b .. (25. 7) 

每当你看到两个全同下脚标在一起（有时得用 P 或某一其他字母来代替/0时，那就意味着 
你必须取这四个积并相加起来，记住对于那些空间分量之积都取负号。按照这一惯例，在洛 
伦兹变换之下，标积的不变性可成 


« = w 

由于式 (25. 7) 中的最后三项恰好是三维中 标量的 点积,把它写成如下形式往往更为 方便： 
a 九 = aj), — a • b. 

在上面描述过的那种四维长度的平方可以写成士 、，那 也是明 显的： 

a 八 = a ] — a \ — a \ — a \ = a ] — a • a. (25. 8) 

有时把它写成 4 也很 方便： 

a \ = w 

现在要向你们提供有关四维矢置点积的用途的一个例证。在巨大的加速器中，通过下 
列反应可以产生反质子（戸>: 

p + p — P + P + P + P . 


这就是说 ，一 个高能质子与一个静止质子（例如，放 a 在质子束中的氢靶里的质子）相碰 
撞，而倘若入射质子拥有足够的能量，则除了原来的两个质子之外还可能会产生质子-反 





一-第 25 章用相对论符号表示的电动力学 | 345 

质子- 对。 试问: 应给予入射质子多少能量才能使这一反应在能量上成为可能。 

获得答案的最容易的方法是考虑在质心 （ CM ) 系中该反应看来像个什么样子（见图 
25-1)。我们将叫入射质子为 a 而其四维动董为同理,将叫靶质子为6而其四维动量 
为 P % 若入射质子仅仅勉强具有使反应进行的能量，那么末态—经过碰撞后的状态一 
在质心系中将由包含三个质子和一个反质子的一个静止球构成。要是入射能董稍高一 
些，那些末态粒子就会具有一些动能而四散 跑开； 要是入射能 fi 稍低一些，则不会有足够 
能量产生四个粒子。 



碰撞前 

碰撞启 





• -- - ~ • 

© 

惻 

K ^ 


械 

- 1 




囹 25-1 从实验室和质心系中来观察反应 P + P -3 P + P 0 假定入射质子仅仅勉 
强具有使反应进行的能 》. 质子由实心圆点表示，而反质子則由岡圈表示 


若把末态中整个小球的四维总动 M 称为则动置与能 置守恒 律告诉 我们: 
P * + P * = P ' 

和 = P . 

合并这两式，可以写成 


P；+K = K - (25.9) 

现在重要的事情在于，这是一个其中包含四维矢量的方程，因而在任何惯性系中都是正 
确的。我们可以利用这_事实来简化计算，由取式 (25. 9) 中每边的"长度"开始，当然，它们 
也是彼此相等的，于是得 


* 你可能会 问:为 什么不去考虑 
或甚至 


P-f P — P 4- P - I - P , 


P 4 -P — P 4- P 


那些显然要求较少能量的反应？答案是 ，一 个称为的原理告诉 我们: “质子数减去反质子数”不 
能改变，在我们的反应中左边这 个里为 2,因此，若希望有一反质子出现在右边，则同时应有3质子（或其 
他重子）伴随它。 
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(/>； + />*)(/>；+/> t ) = KK - (25.10) 

既然 KK 是不变的,所以可在任何坐标系中进行计算。在质心系中，以的时间分量为四个 
质子的静止能量，即 4 M , 而空间部分 P 则等于零， 因此九 = (4 M , 0>。我们已利用了反质子 
的静质量等于质子的静质量那一项事实，并已称这一共同质量为 M 。 

这样，式 (25.10) 就变成 

/>；/>； + 2/.；/. = 16 M \ (25.11) 


现在， M /*；： 和/都十分容易求得，因为任何粒子的动置四维矢量的“长度”都不过是粒子 
质置的 平方： 

P,P r = ^ - p 1 = M 2 . 


这可由直接的计算给予证明，而更巧妙的办法则是通过注意一个费粒子的 h = ( M , 0), 从 
而 P , P , = M \ 但由于它是一个不变置，故在任何参照系中都等于 M \ 把这些结果用到式 
(25. 11) 中，便有 

= 14 M 2 , 


也即 


/>；/>： = 7 M :. 


(25.12) 


现在，也就可以在实验室系统中算出 P \ P \ = P •: P ‘:。 四维矢量 〆 /可以写成 （ E *', 
〆 '），而 〆 / = ( M , 0>,因为后者描述一个静止质子。这样， /»•；/»*； 也必定等于 M £ T 。 又 
因为知道标积是个不变置,所以它在数值上必须等于式 (25. 12) 中求得到的值。因而有 


E "' = 7 M , 


这就是我们所要求的结果。初始质子的 g 能 M 必须至少为 7 M (约合 6. 6 GeV , 因为 
M = 938 MeV ), 或者在减去了静质嫌 M 之后，其 g 能至少必须为 6 M (约合 5. 6 GeV )。 在 
伯克利 （ Berkeley ) 的高能质子同步稳相加速器是;^能够制造反质子而设计的，它提供给 
受加速质子约 6.2 GeV 的动能。 

由于标积都是不变量，所以它们对计算来说总是有趣的。那么，关于四维速度的“长度” 
W 又该如何呢？由于 


因而〜是单位四维矢量。 


§ 25-3 四维梯度 


我们必须讨论的下一个问题就是梯度的四维类似物。回想起（第1卷第14 章） 三个微 
分算符 a / dy , 的变换就像三维矢量，所以就叫梯度。同样的方案也应该适用于 

四维情况。这就是说,我们也许会猜测到四维梯度应当是 (.3/3 t , 3/3 x , 3/3 y , 3/ dz 、。 咏 
而，这是错误的。 

为了搞清这个错误，可考虑一个仅与工和》有关的标量函数釔如果在*方面做一个小 
变化以而保持 z 不变, 则在彡 方面的变化为 
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^ = Tt At - 

另一方面，对一个正在运动的观察者来说， 

△彡= 

Bx dt 


(25.13) 


应用式 (25. 1) ,我们可用以来表示 Ax ' 和以'。记住我们正保持: r 不变，因而△: r = 0,并可 
写出 

心， =—— ^― A / A / = — ^― 

•J\ — if »J\ — tf 


这样， 




△…咅(一舍)璿 W 



y / l 1 ^ 


把这一结果与式 (25. 13) 比较，就可知道 




类似的计算给出 


3 J .= 1 

dx -/ l^v 


(普一”勞) • 


(25. 14) 


(25.15) 


现在我们可以看到，该梯度相当奇怪。用/和/来 表示; r 和*的公式 [ 由解方程组 (25. 1) 
而得到的] 为： 

t' + vz' X +V1 1 






这就是一个四维矢量进行变换的必需方式。但式 (25.14) 和 (25.15) 中却有两个符号搞错了！ 
答案是，不要那个不对的 (, a / Bt , V ), 而必须通过下式来定 义一个 四维梯度算符，称之 
为 V * ■: 

% = (il，- V 、 = (m fz). (25 - 16) 

采用这一定义，上面所遇到的符号困难就消除了，从而表现得如同一个四维矢置所应有 
的性质那样(带着那些负号相当难看,但那是世人都用的方法）。当然，所谓▽，“表现得如同 
—个四维矢量”指的只不过是，一个标量的四维梯度为一个四维矢量。如果#是一个真实的 
标量不变场(洛伦兹不 变量） ，则 Vj 就是一个四维矢量场。 

好，现在已有了矢量、梯度和点积，下一件事情则是要找出一种与三维的矢量分析中的 
散度相类似的不变量。很清楚，这种类似物要求形成这样一种表示式，其中~为一个 
四维矢置场，其分量都是空间和时间的函数。要把一个四维矢量6, = (6,, 的散度定义为 
V ,与6,的 点积： 

^ = _ 卜 At * = ¥ + V . ( 25 . ⑺ 
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式中 ▽ • 是三维矢量 * 的普通三维散度。注意，人们必须细心对待这些符号，其中有些负 
号来自标积的定义，即式 （25. 7), 其他则是由于诸如式 （25. 16) 中关于的空间分置为 
— 3/ dx 等所要求的。由式 (25.17) 定义出来的散度是一个不变量，因而它在相差一个洛伦 
兹变换的所有坐标系中给出相同的答案。 

让我们来看一个其中会出现四维散度的物理例子，可以用它来求解运动导线周围场的 
问题。我们已经知道 （ § 13-7) 电荷密度^和电流密度 J 会形成一个四维矢量八=(…_/)。 
如果一根不带电荷的导线载有电流人，那么在一个以速度〃(沿: r 轴)从它旁边经过的参照系 
中来看，该导线将拥有如下的电荷和电流密度[由洛伦兹变换式 (25.1) 得 到]: 


n = - -i-i— ,=——- 

9 yi-w 2 ' 

这些恰好就是我们曾在第13章中求得的。于是，我们就能把这些源应用到运动坐标系 
的麦克斯韦方程中去求解场。 

§ 13-2 的电荷守恒律，在这四维矢量符号表示中，也会具有简单形式。考 虑到之 的四 
维散 度为： • 

▽，人= ¥ + ▽•_/• (25.18) 

电荷守恒律表明，单位体积中电流的流出 S 应等于电荷密度的负增长率。换句话说， 

V • / =— 

1 at' 

将此代入式 (25. 18) 中，电荷守恒律就会取简单形式 



(25. 19) 


由于是一个不变标 ft . 所以如果它在一个参照系中为则在所有参照系中都为零。 
于是我们就有这样的结果，即如果电荷在一个坐标系中守恒，则它在所有匀速运动的坐标系 
中也守恒。 

作为最后一个例子，我们要考虑该梯度算符％与它自身的标积。在三维中，这样的标 
积给出拉普拉斯 符号： 


V 2 = V • V = 




在四维中，将得到个什么呢？这很容易。按照有关点积和梯度的法则，就可以得到 




这一算符，就是三维拉普拉斯算符的类似物，称为达朗贝尔算符，并有一种独特的表示符号： 

= V , V , (25.20) 

根据定义,它是一个不变的标量算符。如果它作用于一个四维矢量场上，将产生一个新的四 
维矢量场[有些人用与式 (25. 20>相反的符号给达朗贝尔算符下定义，因而当你阅读文献时 
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务必当心]。 

现在，对上面表 25-1 中所列举的那些三维量，大部分已找到了其四维的相应量（不 
过还没有叉积和旋度运算方面的相应物，在下一章以前我们将不会对它有所论述）。如果 
把所有重要定义和结果都集中在一处，对你记住它们如何演变可能有所帮助，因此我们就在 
表 25-2 中做了这么一个提要。 


表 25-2 在三维和四锥矢董分析中的一 S 重要量 



三 维 

四 维 

矢 M 

A = (A tt A,, A t ) 

- ( a ,, a *, fl ，， a ,〉 = ( a ,, a ) 

标 积 

A • fl = A ， B, + A.B. 

= afi , — aJf M — Oyb y — ajt, = a^f, — a • b 

矢算符 

V = a/3y, a/dz) 


梯 度 


(穿 (!?■%) 

敗 度 

▽ A - 势 + 势 + 货 

▽ a - 哿 + 尝努-哿 + 

拉氏算符或达氏算符 

▽―的 + 吞 

a* a* a* a 2 a* ^ 


§25-4 用四维符号表示的电动力学 


我们曾在§ 18-6 中碰到过达朗贝尔算符，但没有给它这一名字。在那里对于那些势所 
求得的微分方程可以用新的符号表示法 写成： 

□4=左，口*/4 =丄. (25.21) 

这两个方程中的右边四个 量为…人 及八，再各除以<。。如果在所有参照系中都采用相 
同的电荷单位，则这个/。是在各坐标系中都相同的一个普适常数。因此，那四个量/0/<。， 
人。及人/<。也就会如同一个四维矢量那样变换。我们可将其写成人/<»。当坐标系改 
变时达朗贝尔算符不会改变，因而 t A ，， 四个最也必须像四维矢量那样变换— 
这意味着它们就是一个四维矢 a 的分》。简单地说， 


A, = (^, A) 

是一个四维矢 M 。 我们所称的标势和矢势，它们实际上就是同一个物理客体的不同方面。 
它们合成为整体。而倘若把它们合起来看，则这个世界的相对论不变性就很明显了。我们 
称 A * 为 四维势 。 

在四符号表示中，式 (25. 21) 中的两方程简单地变成 


(25.22) 

^0 

这一方程的物理内容恰好同麦克斯韦方程组相同。但可以把它改写成这么一个优美形式实 
在令人感到有些窖悦。这个漂亮形式也有其本身意义，它直接证明了在洛伦兹变换之下电 
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动力学的不变性。 

要记住，式 (25. 21) 之所以能够由麦克斯韦方程组推导而得，只是由于我们加上了规范 

条件 

|^ + V • A = 0, (25.23) 

这不过是讲 V , A „ =0,这规范条件说明四维矢量的散度为零。这一条件称为洚伦兹条 
因为它是一个不变性条件，所以是很方便的，从而使麦克斯韦方程组对所有参照系都能 
i 持式 (25. 22) 那种形式。 


§25-5 运动电荷的四维势 


虽然变换规律已隐含在上述内容中，但现在还是把它写下来，它用一个静止参考系中的 
多和4给出运动参考系中的 〆 W 。 由于= ( Si , A > 是一个四维矢量，所以这些变换式看 
来几乎像式 (25.1) —样，只是 < 应以4代，而 x 则用 A 代。于是， 


a ： = ^4 ， a\ = a.. 


(25.24) 



这里假定带撇的坐标系是以速率〃沿正 z 方向运 
动，而这速率则是在不带撇的坐标系中测得的。 

我们要来讨论四维势概念用途的一个 例子。 
以速率〃沿 I 轴运动的电荷 g , 其矢势和标势是什 
么呢？这一问题在随电荷运动的坐标系中很简单， 
因为在这个系统中电荷是静止的。让我们假设，这 
电荷位于 S ' 参照系的原点，如图 25-2 所示。于是 
在这个系统中的标势为 


图 2 S -2 参照系 S ' 以速度 V (沿 x 方向）相 
对于 S 系运动。在 S ' 系中原点的一个静止 
电荷在 S 系中处于 I =切的地方。 P 点的 
势可以在两个参照系的任一个中算出来 


〆 = — S -, (25. 25) 

4w< 0 r 

式中 r ' 是从 9 至场点的距离，即在运动系统中所测 
到的。当然，矢势 A ' 为零。 


现在去求在静止坐标系中的测得的势#和 A 是直截了当的。式 (25. 24) 的逆变换关系为 


*'+ vA ', 


, A, = A'” 


A ,= 


A ： + vf 


, A , = A ',. 


(25.26) 


利用由式 (25. 25) 所给出的 〆 以及尤= 0,可得 
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-2 - 丄 = -2 _ ■■ 1 

4 to 。 r ' ■ J\:J 工" + yy 

这向我们提供了在 S 系中可能观察到的标势但可惜是,这是用 S ' 的坐标表示的。还可以 
利用式 (25.1 >,将匕工 '， ：/和 z ' 的各式代入得到用 ： y , 2表示出来的式子。我们得 

“丄 1 1 

4咖 vi — 讨） A / n ^ p+y + y 

对于 A 的各 个分置 ，按照相同的手续，你可以证明 

A = v^. 

这些都是在第21章中用别的方法推导出来的相同公式。 

§25-6 电动力学方程组的不变性 

我们已发现势4和 A 合起来看便形成一个称为的四维矢 ft , 而波动方程一即用 
那些人来确定 A , 的完整方程组——可写成如式(25.22〉那样的方程。这个方程，与电荷守 
恒律、即式 (25.19) —起，就给出了电磁场的基本 定律： 

□ M , = - j ,, V ,.}, = 0. (25.29) 

<0 

只在页面的一个微小区间内就有了全部麦克斯韦方程组——优美而又简单。除了它们既优 
美而又简单外，将方程组这样写出来从中学习到什么东西呢？首先，这与我们过去将各种不 
同分《全都写出来时所得到的那些结果有何区别？能否从这一方程推导出某些过去由电荷 
和电流表示势的波动方程不能够推导出来的东西？答案是明确否定的。我们所做的唯一事 
情就是改变各事情的名称——应用新的符号表示法。我们已写下了一个方框符号来代表微 
商，但它仍然意味着不多不少的对时间的二次微商、减去对 x 的二次微商、减去对: y 的二次 
微商、减去对 z 的二次微商。 而# 则意味着有四个方程，对于 p = a ： y 或 z 会各有一个。 

那么，可以将那些方程写成这么简洁形式的事实有什么意义呢？按直接从其导出什么东西 
的观点来看，它确实没有什么意义。然而，也许这些方程的简单性就意味着自然界也具有某 
种简单性。 

让我们来向你证明某种新近才发现的有趣事 情：所 有物理规律都可以包括在一个方程 
之中。这方程就是 - 

U = 0. (25.30) 

多么简单的一个方程！当然，还需要知道该符号指的是什么。是一个称为情况的“超脱 
性”的物理量，而对于它我们有一个公式。这里关系到你怎样去计算该超脱性。你可以取所 
有已知的物理定律，并把它们都写成一种独特形式。例如，假设你所取的是力学定律 F = 
rrn , 并把它重新写成 F - ma =0 o 然后你可以将 ( F - ma ) ——那当然应该等于零的——叫 
作力学上的“失调”。其次，你再取这失调的平方并叫它作，这可以称为“力学效应的超脱 
性”。换句话说,你会取 


(25.27) 


(25.28) 
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U , = ( F - rm ) 1 . (25.31) 

现在你又写下另一个物理定律，比如说 ， E = p /,。， 并定义 

这或许被你称为“电的高斯超脱性”。你继续再写出 t / 3 , U ,, 等等一对每一物理定律都有 
—个。 

最后，你把来自一切有关的分现象的诸多不同超脱性 I /.都相加起来，而把它叫作宇宙 
的 g 超脱性 [/, 也就是，1；= 。这样自然界的伟大定律为 


= (25.32) 


这一“定律"当然意味着所有各个失调的平方之总和为零，而能使一大堆平方之和为零的唯 
一办法就是其中每一项都等于零。 

因此，式 (25. 32) 的“优美简单"定律相当于你原来所写下的一整套方程式。因而绝对明 
显的是，一种不过把复杂性隐葳在符号的定义之内的简单表示方法并不是真正的简单性。 
它不过是一种花招。式 (25. 32) 中所出现的优美——仅从几个方程被隐藏在其中这一寧实 
看来——也不外是花招而已。当你把整个东西都打开时，你就会回到你原来所在的地方。 

然而，把电动力学写成式 (25. 29) 那种形式，除了简单之外还有其他一些东西。它的含 
义会多一些，就像矢》分析理论含有更多七意义一样。电动力$$程组之所以能够用为洛 
伦兹变换的四维几何所设计的那种十分特殊符号写出来—换句话说，作为在四维空间中 
的一个矢 tt 方程一这一事实，就意味着它在洛伦兹变换下是不变的。只是由于麦克斯韦 
方程组在那些变换下不变，才使得它们能够被写成优美形式。 

能够将电动力学方程组写成式 (25. 29) 那样美妙卓越的形式并非偶然。正是 由于在实 
验上已发现由麦克斯韦方程组所预言的各种现象在一切惯性系中都相同，相对论 
来的。而又是通过研究麦克斯韦方程组的变换性质，才使得洛伦兹发现了他的变换作为保 
留方程不变的一种变换来说是精确的。 

然而，还有另一个要把方程组这样写出来的理由。已经发现——在爱因斯坦猜测方程 
也许是这样之后——所有物理定律在洛伦兹变换下都是不变的。这就是相对性原理。因 
此，如果我们发明一种符号，当写下一个定律时它能够立刻指出该定律是否不变，那么，便能 
够在试图创立新的理论时保证只写出与相对论原理相一致的方程式。 

以这种特殊的符号表示麦克斯韦方程组变得很简单这一事实，并不是什么奇迹，因为 
这种符号就是在考虑到那些方程之后才发明的。但有意义的物理事情却是 ：每一 个物理 
瓣 ——介子波的传播或在0衰变中中微子的行为，等等一在相同的变换下具有 
这种相同的不变性。那么当你待在一艘匀速航行的太空飞船中时，所有自然规律以相同的 
方法一起作变换，以致没有任何新的现象会发生。正是由于相对论性原理是自然界中的一 
个事实，所以按照四维矢量的符号世界的各种方程式都会表现得很简单。 
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在本章中 ： c = 1 


§26-1 运动电荷的四维势 

在上一章中见到势 A , = (A A ) 是一个四维矢量。时间分》为标势 A 而三个空间分置 
则构成矢势 A 。 通过应用洛伦兹变换我们也算出了做匀速直线运动粒子的势(在第21章中 
就已经用另一种方法求出了这些势）。对于一个在时刻* 位置为 （ vt ， 0, 0〉的点电荷，其在 
点 U , y , *) 的势为 

4 *« [ (H〉* +y 

A _ qv _ (26.1) 

A , = A , = 0. 


对于一个“现”位 S (指的是在 t 时刻的位 H ) 为 x = vr 的电荷，式 (26.1) 给出了时刻 t 
在工，；处的势。注意这些式子是用 U — t <0,： y 和 z 来表示的，它们是根据该运动电荷 
的现行位覃 P 测得的坐标（见图26-1)。我们知道的实际影响确是以速率 c 传播的，因而真 
正响乃是在推迟位后面的电荷行 为*。 P ' 点位于 I =加'上（其中，=/ — 
r '/ c 是推迟时刻）。但是，电荷是做匀速直线运动的，因而在 P ' 点与在 P 点上的行为自然有 
直接的联系。事实上，如果做一个附加假设，即假定那些势仅取决于在推迟时刻的位置和速 
度，那么式 (26.1) 便是以任意方式运动的电荷的势的完整公式了。方法是这样 :假定 你有以 
某种任意方式运动、比方其轨道如图 26-2 所示的电荷，而你试图找出在点 U , 4) 处的 
势。首先,你找出推迟位置，以及在该位置时电荷的速度〃'。然后你设想电荷会在这推迟 
时间 U - t ') 里继续保持这一速度，以致此时它会出现在一个想象的位置，这可称之 
为“投影位置”，并应该以速度〃'到达那里（当然，电荷并不是那样运动，它在 < 时刻的确实位 
罝是 P )。 于是在 U , >>,幻点的势就恰好是一个想象电荷在该投影位置时由式 （26. 1>所 
给出的。我们现在要说的是，由于势仅取决于电荷在该推迟时刻的行为，所以不管电荷是否 


• 这里用来指明推迟位置或推迟时刻的那些擻号都不应与上一章中用来指明一个已作了洛伦兹变换 
的参照系的撳号混淆^ ™ 
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继续恒速度运动或者是否在 〆 时刻之后——即在 i 时刻在点 （ x , ; y , Z ) 将出现的势早已确 
定了之后——改变它的速度，势都将相同。 


團 M -1 求一个沿^轴匀速 t ; 运动的电荷 
在 P 点的场。“此刻■•在点 U , y , 的场既 
可用••现”位 SP , 也可用 （在 〆 一 〆 人时刻 
的 >“推迟••位1，来表示 

你当然知道,一旦有了来自一个以任意方式运动着的电荷的势的公式，便拥有了全部电 
动力学，能够 通过* 加以获得任何电荷分布的势。因此，通过写出麦克斯韦方程组，或者通 
过遵照如下 的一系 列陈述，可以把电动力学的所有现象都总结出来（如果你有机会登上一个 
荒岛，你就可以回忆起这些陈述。一切东西都可由此重新建造。当然，你要懂得洛伦兹变 
换，无论是在一个荒岛上或在其他任何地方你总别忘记: g )。 

首先， A , 是一个四维 矢置； 关于一个静止电荷的库仑势为 ?/(4 W » r )； 筹三，一个 
以任何方式运动着的电荷所产生的势仅取决于在推迟时刻的速度和位 H 。 只要有这三个事 
实我们就有了一切。根据 A , 是个四维矢聚这个事实，便可变换已知的库仑势，以获得匀速 
运动的势。然后，通过势仅取决于过去的在该推迟时刻电荷的速度这种嵌后一项陈述，我们 
便可以运用该投影位 S 手法而找到各势。这虽然不是一个处理问题特别有用的方法，但它 
表明了物理规律能够用许多不同方式加以表达，仍然是挺有趣的。 

有时一些漫不经心的人们会说，全部电动力学都可以从洛伦兹变换和库仑定律完全推 
导出来。当然，那是完全错误的。首先，必须假定存在一个标势和一个矢势，它们一起构成 
—个四维矢量。这里，就告诉我们如何对势做变换了。然后，为什么只有那推迟时刻的影响 
才算有效的呢？若是这样提问就更好 ：为什 么势仅取决于位置和速度，而与诸如加速度就毫 
无关系？而接8和£则确实与加;度有关。如果你试图对于这些场也使用相同的论证，则 
你就会讲，也仅取决于推迟时刻的位置和 速度。 可是这么一来，来自加速电荷的场就与 
来自投影位置上的电荷的场相同一那是错误的。§不仅取决于电荷沿路径的位置和速 
度，而且也取决于其加速度。所以在一切都可从洛伦3变换推导出来的伟大说法中还有几 
个附加的默认假设(每当你看到从很少几个假设就能够产生出惊人数量成果的这种总结性 
的说法时，你总会发现它是错误的。如果你足够小心地加以思考的话,就会觉得其中往往有 
许多远非明显的隐含着的假设）。 



(x.y.z) 



B 26-2 电荷在任意轨道上运动。时刻 t 在点 
U, ： y, *) 的势由推迟时刻 （一 r'/c 的位置 P' 和 
速度 t / 所确定，这些势可用该“投影”位罝 
的坐标来表示(在时刻/的实际位置为 P > 
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§26-2 匀速点电荷的场 


现在已有了由匀速运动的点电荷产生的势，我们一为了实用原因一该求其场。有 
许多情况其中带电粒子是以匀速运动的——例如，穿过云室的宇宙线，或甚至在一根导线里 
缓慢运动的电子。因此，至少让我们知道，对于任何速率——甚至对于接近光速的速率，只 
要假定其中没有加速度一场实际上看来像什么样子，这是一个有意义的问题。 

通过常用法则便可由势得 到场： 

E= -诉一哿 ， B = VXA. 

首先，对于 £：., 

—H 

但耒等于零，所以我们就对式 (26.1) 中的4取微商，得 


同理，对于得 


E . = 


E y = 


into +y + z 2 _ 3/z 


(26.2) 


4 咖 

要求得 X 分 《 需多做一些工作。> 的微商此时较为复杂而且又不等于零。首先, 

= g _ (i — vt)/(i — i/) 

dx ~ 4 mo yr^?' 二 ” 


(26.3) 


(26.4) 


然后，对的微商，可得到 
at 


— v 2 (x — vt ) /( l — v 2 ) 


而且最后再取其和，则有 

E x = 


An, [^^11 + y+f 

q _•_ x — vt _ 

4m 0 yi — if [(' 二 v DL + y + /■ 3/2 


(26.5) 


(26.6) 


过一会儿我们将要来看看 E 的物理意义,此刻让我们先来求出 B 。 对于其 z 分量， 

* Sx dy ' 

由于\为零，就只需得到一个微商。然而，要注意 A x 正好是谇，而谇的 a / a ： y 则恰恰是 
一 vE ，。 因此 

B r = vE y . (26.7) 


同理， 


尝-尝=+巧， 
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也即 B , =- vE ,. (26.8) 

最后，艮为零，因为和 A , 两者都是零。因而可以将磁场简单地写成 

B = vXE . (26.9) 

现在来看看场像个什么样子。我们试图把电荷在其现在位置周围各不同位置上的场描绘出 
来。电场的影响，在某种意义上确实来自推迟位罝，但由于 
运动是严格规定的，所以推迟位置便可以由现在位置唯一地 
给出。对于匀速运动来说，更妙的是把场同现行位 S 联系起 
来，因为在点 Or , ; y , 2) 处各场分量都仅取决于 u —饥）， y 和 
z —从现在位罝到达点 ( U , *) 的位移 r P 的各分量（见图 
26-3)。 

首先考虑 z = 0 的点。那么 E 就只有 x 和; y 分量。根 
据式 (26. 3) 和 (26. 6) ,这两分置的比恰好等于位移的 x 分置 
和: V 分置的比，这意味着, E 和 r P 指向相同方向，如图 26-3 
所示。由于 E , 也正比于*:，所以维中适用就 
是明显的了。总之，电场是从电荷沿径向发出的，正如一个 
静止电荷的场那样。当然，这个场并非完全与静止电荷的场相同，那全是由于附加因子 
(1 一 v 2 ) 所致。但是我们还可以证明一件相当有趣的事情。要是你用一个特殊的坐标 
系一其中 x 轴被压缩了一个因子—来画 
出库仑场，则你正好会得到这个差别。如果你这样 
做，则场线就将在该电荷前后敗开，而在側向周围将 
被压缩在一起，如图 26-4 所示。 

如果将 E 的强度同场线密度按照惯常的办法互 
相联系起来，则可以看到，在侧向的场较强，而前后的 
场较弱，恰如那些方程所指出的。首先，若在垂直于 
运动路线的方向上观察场强，也就是说，在 U - x ; t ) = 

0的地方，从电荷至场点的距离为,则这里总 
场强就是7珥+拉,即 

E = - ? . • - A —}- (26. 10) 

场与距离的平方成反比一很像库仑场，所不同的是 
被一个恒大于1的恒定附加因子1所增强。 

因此，在运动电荷的側向，电场比从库仑定律所得到 
的要强。实际上，侧比库仑场增大的倍数 刚好等 
于该粒子的能 fi 与其静质量的比。 

在电荷的前面（与后面），: V 和 z 都是零，因而 

E = E ,= (26.11) 

iiz< 0 (x — vtr 



图 26-4 —个以匀速 t ;= 0.9 c 运动的 
电荷的电场[图 （ b >], 与一静止电荷的 
电场[图 （ a )] 比较 



图 26-3 —个以匀速运 动若的 
电荷，其电场从电荷的“现”位 
S 径向地指出 
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场又与离开电荷距离的平方成反比，但现在却被唓_了一个因子(1_〃 2 ),这与场线的图景 
相符。如果 a 是一个小量，则^ 更小，因 iTTt V)这一因子的影响就很小，我们便回 
到库仑定律上来。但如果粒子的运动速度十分接近于光速，则在前后方向上的场将会大大 
削弱，而在側向的场将大大增强。 

关于运动电荷电场的上述结果可以这样来表 示:假 定你把一个静止电荷的场线描绘在 
一 张纸上，然后使这幅图画以速率〃行进。当然，此时整幅图画会受到洛伦兹收缩，也就是 
说,在纸面上的那些碳粒会出现在不同地方。令人惊异的是，当该页纸在你旁边飞过时，你 
所看到的图画仍然代表该点电荷的场线。 这一收 缩会把那些场线在側向上互相挤紧，而在 
前后方向则彼此散开，刚好按照适当方式给出正确的线密度。我们曾强调过，场线是不真实 
的，只不过是一种表示场的方式。然而，这里场线却几乎像是真实的了。在这种特殊情况 
下，如果你错误地认为场线是由于某种原因真实地存在于空间里的，并对之作了变换，你就 
获得了正确的场。然而，这也丝毫不会使场线更加真实。你必须提醒你自己场线并不是真 
实的，你所应该做的事情就是去考虑由电荷和磁铁一起产生的电场。当磁铁运动时，新的电 
场被产生，从而破坏了美丽图景。因此，这一收缩图像的巧妙构思并非普遍有效。然而，对 
于记住来自一个快速运动电荷的场像什么样子，它是一种方便手段。 

磁场就是[根据式(26.9)]。如果你把速度矢 ft 
叉乘一个径向的£场，你便会得到一个环绕矜运动路线的 
B, 如图 26-5 所示。如果把那些 c 都放回去，则你将看到， 

它与过去处理低速电荷时所得的结果相同。为了看清应该 - 

在哪里放进 c,— 个好办法是回过去参考力的 定律： 

F = 9 (E + » XB ). 



你看到 速度乘上磁场才具有与电场相同的《纲。因此，式 
(26. 9) 的右边就应该有一个因子1 A 2 : 


围 26 -S 在一运动电荷附近的磁 
场为 vXE (试与图 26-4 比较） 




(26.12) 


对于一个低速运动电荷 b « c) 来说,我们可取库仑场作为 E, 这时 



S 26-6 两个运动电荷之间的作用力并 
不总是相等而相反。看来••作用”不等于 
“反作用” 


B = 孕. （26 . 13) 

上式完全相当于曾在§ 14-7 中得到的关于电流的磁 
场方程式。 

我们愿意顺便指出某一种你会感兴趣而加以思 
考的东西（以后还将会回来再次进行讨论）。试想象 
两质子具有互成直角的速度，使得其中一个将横穿过 
另一个的路径，但却在其前面，从而彼此不会发生碰 
撞。在某一时刻，它们的相对位 S 将如图 26-6( a > 所 
示。现在试考察由作用于中上的力以及相反情 
况。作用于办上的只有来自仍的电力，因为9〗在沿 
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其运动路线上不会造成磁场。然而，作用于 < J , 上的除了那个电力外，却还有磁力，因为 9l 
正在 92 所造成的 B 场中运动。这些力如图 26-6( b ) 所示。作用于仍与上的电力彼此大 
小相等方向相反。然而，却有一側向（磁）力作用于上，而没有側向力作 用于？ 2 上。是否 
作用不等于反作用呢？我们想把这一问题留给你们去思 

§26-3 场的相对论变换 

在上一节中我们从经过变换后的势算出了电场和磁场。当然，场很重要,不管以前的论 
证曾经给出势具有物理意义及其真实性。场毕竟也是真实的。对于许多目的来说，如果你 
已经知道了在某个“静止”系统中的场，而又有办法去算出在运动系统中的场，那是很方便 
的。我们已有了关于★和 A 的变换规律，因为 A , 是一个四维矢量。现在希望弄清楚 E 和 
B 的变换律。已知在一个参照系中的 E 和 B , 在另一个从旁边跑过的参照系中它们看来会 
像些什么呢？那该是一个便于得到的变换式。本来我们始终可以通过势而再算出场的，但 
如果能直接将场变换，有时仍挺有用。现在会看到那是怎样进行的。 

如何能找到场的变换规律呢？我们已知道#和4的变换规律，并已惟得了场是如何由 
必和 A 给出的——要找出 B 和£的变换式就应该是容易的了（你也许会想到，对于每个矢 
«就可能有某种会使之成为四维矢贵的东西，因而对于 E 来说，就一定有另一种可用来作 
为其第四分《的东西，而对于 B 也是如此。但亊实却并非这样，与你所指望的很不相同）。 
作为开始,让我们仅仅考虑磁场 B , 那当然就是 VXA 。 现在知道，具有: c , ： y , z 各分 嫩的矢 
势只是某种东西的一部分，此外还有一个< 分置。而且也知道,对于像▽的微商,除了: r , 
z 各部分外，也还有对于 i 的微商。因此，让我们试算出若把代以 T , 或 把“: r ” 代以 * V ’， 
或如此这般，则会发生什么。 

首先，注意当把 ▽>< A 的各分 M 写出时，其中各项的形式是 

氏==势-贽 , H ( 26 - i4) 

Z 分 S 等于仅含有>> 与*分 M 的对偶项。假设把这个微商与分量的结合体称为 ■事 件”， 
并给它一个速写名字 Fu 。 我们的意思只是 

& = 3 会-势. ⑼. 15 ) 

同样,等于这同类“事件”，但这回它却是事件”了。而 B , 当然就是相应的 “; y ; r 事 
件”。于是便有 

B , = F v . B y = F „, B , = F ^. (26.16) 

现在,若我们也试图编造出一些像和那样的 “ Z ” 型事件（由于自然界在 j ：，； y , z 和 
^方面应该是美好而对称的），则会有什么情况发生呢？例是 什么？ 当然，它就是 

3 A , 3 A , 


但要记住 A , =彡，因而它也等于 
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aj - 3 A , 
dz dt ' 

对此你以前就已见过。它是£：的 2 分量。噢，几乎成了——还有符号错误。但我们忘记了 
在四维梯度中对 f 微商与对 x , : y , 的微商带有相反符号。因此，实际上我们应该取下式作 
为 F „ 更加一致的 推广： 

F - =3 -t + i W- ⑵. 17 ) 

这样，它严格等于 一 Eu 也可尝试算出 ^和匕 ，我们发现这三种可能事件给出 

F a =— E Jt F 0 =— E y , F a =— E ,. (26.18) 

如果两个下脚标都是又将出现什么情况呢？或者,对于此事来说，若两者都是 J ： 呢？ 
我们会得到像如下的 事件： 


和 

即这些都不外给出零值。 

于是,就有六个这种 F 事件。还有六个你可以通过倒转下标而得的，但它们实际上不 
会给出任何新的事件，因为 

=- F„ , . 

等等。 所以，从四个下标取对的十六种可能组合中，仅得到六个不同的物理客体，而它们雜 
是 B 和 E 的分暈。 

的一般项，我们将采用普遍的下脚标 ^和*；, 其中每一个各代表 o 、 i 、2 或 
3— 在通常的四维 矢量符 号表示法中指<,: t , 3«和 2 。 而且，一切都符合四维矢量符号表 
示法，只要对作出如下的 定义： 




F „, = V h A , - V . A , , (26. 19) 

请记住 ▽, = (. 3 / 31 , - d / 3 x ,- 3 / 3 y , - 3/9 z ) 和 A , = (( A , ， A ” A ,)。 

我们已得到的是 :在自 然界中有六个合成整体的置——它们是同一件事件的不同方面。 
电场和磁场，在低速运动世界里(那里不需担心 光速) 被认为是彼此分开的矢量，而在四维空间 
里却并不是矢 M 。 它们是一种新“事件”的各部分。物理“场”实际上是那具有六个分量的客体 
匕。这就是我们必须把它作为相对论来考虑的方法。现在把有关&的结果概括在表 26-1 中。 

你看到我们这里所做的就是推广叉积。要从 
旋度的运算及旋度的变换性质与 ® 矢最——通常 
的三维矢量 A 和已知道其行为也像一矢量的梯度 
算符——的变换性质相同这一事实出发。考察一 
下在三维中的一个普通叉积，比如一个粒子的角动 
量。当一物体在一平_面内运动时， U ®, —: vh ) 这 
个量是重要的。 对于 '在三维中的运动，则有三个这 


表 26-1 的各分量 
F- = _ 匕 

F „ =— B . , F „ = E , 
F” =- B,, Fy = E, 
F „ =- B ,. F „ = E . 
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样的重要量，称之为角 动量: 


= m ( xv y — yv ,), L ， = m ( yv , — zv y ). 



然后（尽管你现在可能已经忘记了），我们曾在第 1 卷第 20 章中发现这样的奇迹，即这三 
个量可以与矢量的分量等同 起来。 为达到此目的，我们曾不得不用右手惯例来建立一个 
人为法则。那只不过是幸运。它之所以是幸运，因为 1 ^(£和_/各可等于; r , 3 >或 2 )是一 
个反对称的 事件： 

L „ -- L ,, U = 0. 

在九个可能的 S 中，只有三个独立的值。而碰巧当你改变坐标系时，这三个事件按与一矢置 
的分 fi 完全相同的方式变换。 

相同的事件允许我们把一个面积元表示成矢量。一个面积元有两部分一比如说 dx 
和 dy —这我们可用一个垂直于该面积的矢量 da 来表达。但我们不能在四维中这样做。 
垂直于 drdy 的是个什么呢？它到底沿 z 方向还是沿《方向？ 

总之,对于三维而言碰巧在取了像 L „ 那样的两矢量的组合之后，你又可把它用另一个 
矢 fi 来表达，因为刚好有三项碰巧会像一个矢 fi 的分量那样变换。但在四维中，那显然是不 
可能的，因为存在六个独立的项，而你不可能用四个事件来代表六个事件。 

即使在三维中，很可能存在不能用矢 M 来表示的两个 矢置的 组合。假设任意取两矢* 
a ,, a ,〉 和 fr = (匕， 6 ，， 6 ,), 并构成各种可能的分 量组合 ，像等等。则 
应该有九个可能的 M : 


a , b x . 


a 力，， 


a 》” 


a . b x , 

a 力” 

a , b t . 


我们也许可以叫这些 ft 为 Tp 

如果现在来到一个转动（比如说绕 z 轴转动）的坐标系中，《和 6 的各分燉就会改变。 
在这一新参照系中，比如 A 由下式 代替： 


而 6 ,则由下式 代替: 


a M = a,cos 0 -f a y sin d t 
b \ = b y cos 0 — b x sin 0. 


对于其他各分#也与此相仿。当然，由我们所发明的乘积八的九个分量也全都改变了。例 
如，7^ = aj , y 就变成 

T^y = a ,6 j ,( cos 2 0) — 0 , 6, (cos flsin 0) 4 - a^,(sin dcos d ) — aj ) x ( s \ n z d ) 


或 7^, = T „ cos 2 0 — T = cos 0 sin 6 4- T „ sin 0 cos 6 一 T ,, sin 2 ^. 


n 的每一分最就是的诸分量的一个线性组合。 

因此发现,不仅可能有像 aXft 的那种“矢积”，它具有像矢量那样变换的三个分量，而且 
也能够人为地造成两矢量的另一种“乘积”7^,它有九个分量，在转动之下，它们按我们能够 
计算出来的一组复杂法则而变换。这种要有两个下标、而不是单一下 释才能 加以描述的事 
件，叫作张量。这是一个“二阶”张量，因为你也可以用三个矢最来做这一游戏，从而获得一 
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个三阶张量——或用四个矢量而获得一个四阶张量，如此等等。一阶张量就是矢量。 

所有这一切的要点在于，电磁置 Fp 也是一个二阶张量，因为它带有两个下标。然而， 
它是一个四维中的张量。它按一种即将算出来的独特方式变换一恰恰是矢量积的变换方 
式。 对于匕 ，如果你改变两下标的前后次序，则&碰巧会改变符号，那是一种特殊情况—— 
它是一个反对称张量。所 1 以我们说，电场和磁场是四维中一个两阶反对称张量的两部分。 

你们已经走过很长的路程,是否还记起好久以前我们对速度下定义的时候？现在正在 
谈论“四维中一个二阶反对称张量”。 

眼前，我们得求出关于的变换规律。这完全不难做到，只是有点麻烦罢了。无需动 
脑筋，但要做不少工作。我们所需要的是关于 — 的洛伦兹变换。由于▽，不过是 
矢量的特殊情况，所以我们将处理普遍的反对称矢量组合 k , 可称为 


G” = a H b, — aj>„ 


(26.20) 


(对于我们的目的来说 ，七 最终将由代替而~由代替 K \和\的各分置分别按照 
洛伦兹公式变换，它们是 



b, — vb. 


= a, —vo, b > = b. — vb, 


■/l — w 2 


VT ^ 


a, = a ,, b' y = b,, 
a', = a ., b', = b,. 


(26.21) 


现在来变换 G ，, 的分量。要从 G „ 开始： 


但这恰好就是，因而有这么一个简单 结果： 

GL = G tt . 


我们将再多做一个。 


G ; = 


—Vdx 


b ^— a y 


b, — vb x 


(a A — a A) — — aj) x ) 


因而得到 


G ;= 


Gjy — ^Gxy 

>/l — v* 


当然按相同的方法可得 

q! = G u — vG a 
u ~ 


剩下的将怎样做就很清楚了。让我们对所有这六项都制成一表，不过此刻也可用匕来写 
出 罢了： 
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K=F a , 


K = 




K = 


if . — vF „ 





广， = 尽， 


K = 


F a -vF.. 

y/1^ 


(26. 22) 


当然,仍旧有 =— F ； 和 F : =0. 

所以我们得到了电场和磁场的变换式。我们所必须做的一切就是去査表 26-1 以找出 
在用 F ；. 的漂亮的符号表示法中改用 E 和 B 时意味着什么。那不过是如何代入的问题。为 
了使你能够清楚在通常的符号中看上去如何，我们将在表 26-2 中重新写出关于场分置的变 
换式。 


表 26-2 电场和磁场的洛伦兹变換 （ f = l ) 
e, - e, 

wy x E v -vB, 
y 

= - 



表 26-3 场变換的另一种形式 （ c = l ) 


(£+rXB) y 

^1 — V 1 




B ； - B , 

, = (B-vXE) y 
9 >/l — w * 




(EH-yXB). 

Vl-v 1 


B ： 


(B-rXE). 
>/l - v 2 


表 26-2 中的那些式子告诉我 们:如 果从一个惯性系到另一个惯性系， E 和 B 将怎样变 
化。若已知道在一个系中的 E 和 B , 则可求得在其旁边以速率 〃运动 的另一个参照系中它 
们会变成什么。 

如果注意到，由于 d 是在: c 方向上，因而所有含有 T ； 的项就都是叉积 vXE 和 vXfl 的 
分歎 ，那么便能把这些式子写成一种更易于记忆的形式。因此，可以重新将那些变换式 
写成如表 26-3 所示的形式。这样就较易于记住哪个 分鱖在 哪里。亊实上，这种变换式 
甚至还可以写得更加简单。只要把沿： r 轴的场分贵定义为“平行”分撤 E , 和(因为它 
们都平行于 S 与义间的相对速度），而把总横分蟥——^和 Z 两分量的矢量和一定义为 
“正交”分 ft ^1和 B x ，就得到表 26-4 中的那些式子（我们已把 c 放回去了，使得以后要回 
过来参考时更为方便）。 


表 26-4 E 和 B 的洛伦兹变換的又一种形式 



♦ 

♦ 

♦ 


♦ 


E：i = E | B \ = B | 

1 1 



h 

JL . 




^ E + rXB )^ 叱. (卜学) i 

t 




— 



1 

V^l-T^/c 4 y / l -^/ c 1 



图 26-7 坐标系 S 7 正在穿过一个静电场而运动 


这些场变换式为我们提供求解某些曾经解过的问题——比如求运动点电荷的场一的 
另一种方法。我们以前就曾通过对势取微商而算出了场，但现在有可能通过变换库仑场而 
做到这一点了。若有一个在 s 参照系中静止的点电荷，则那里只有简单的径向场。在 s ' 参 
照系中，将会看到一个以 速度“ 运动着的点电荷，如果 S ' 参照系是以速率 K =一《经过 S 参 
照系的话。我们将让你们证明，表 26-3 和 26-4 中的变换会给出与我们在§ 26-2 中曾经得 
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到的电场和磁场相同。 

如果我们运动并经过任何固定的电荷系统，则对于我们所能看到的事件表 26-2 中的变 
换式会提供一个有趣而又简单的答案。例如，假定要知道在我们的 S ' 参照系中的场，倘若 
我们正在如图 26-7 所示的那个电容器两板之间运动着（当然说一个充电电容器运动 
着经过我们，情况也一 样〉， 我们看到了什么呢?在这种情况下变换是轻而易举的，因为在原 
来的系统中， B 场为零。首先，假定我们的运动是垂直于 E 的，则将看到一个仍然是完全横 
向的= £ A /1 - v 2 A 2 。此外，我们还将看到磁场 B ' =- vXE 7 c 2 (在关于的表式中 
VI - v\/c 2 不会出现，因为我们是用^而非用 E 来写出的，但那是同一回事）。因此，当我 
们垂直于一静电场而运动时，就会看到一个被增强了的£和一个附加的横向 B 。 如果我们 
的运动并不垂直于 E , 则可将£分成和£ ± 两部分。该平行部分不会改变，即 E ', = E » , 
而其垂直部分则恰如刚才所述的那样变化。 

现在要来考虑相反的情况，并设想我们正在穿过一个纯静 瘦场而 运动。这次会看到里 
场 E', 它等于 vXB', 以及改变了一个因子 1 一 V Y 的磁场(假定它是横向的）。只要 w 
比 c 小很多，就可以忽略磁场中的变化，而主要效应则是出现一个电场。作为这一效应的一 
个例子，试考虑测定飞机航速这个著名问题。目前这已经不再是著名的了，因为可以利用雷 
达从地面的反射波来测定空气的速率，但多年来在恶劣气候中找出飞机的速率一直是困难 
的。你不能见到地面，且又不知道哪个方向向上，等等，但要去弄清楚相对于地面你正在动 
得多快，仍然是十分重要的。见不到地面如何能做到这一点呢？许多惮得那些变换式的人 
们曾经琢磨过这种想法，即利用飞机在地球磁场中运动这一事实。假定飞机飞过的地方磁 
场大体上已经知道。让我们仅仅考虑磁场取垂直方向的简单情况。要是我们正在以一水平 
速度 f 飞过它，则按照公式，就会看到等于 VXB 的电场，也就是说，这电场垂直于飞行方向。 
假如安装一根被绝缘的导线横穿过机身，则这个电场便会在导线两端感生电荷。这并不是 
任何新的东西。从地面上某些人的观点来看，我们正在移动一根导线横穿磁场，因而 vXfl 
的力就会引起电荷流向导线两端。那些变换式不过是用另一种方式道出了同一件事情（我 
们能够以不只一种方法谈论同一件事情这个事实，并不意味某种方法比其他方法好。现在 
已有那么多的不同方法和工具，以致我们经常能够用65种不同方法获得相同的结果）。 

所以为了测得 v , 我们必须做的一切就是去测量该导线两端间的电压。我们不能用 
—个伏特计来做这件事，因为同样的场也将作用于伏特计的导线上，但总会有测慑这种 
场的一些方法。当我们在第9章中讨论大气电时就曾谈及某些方法。所以应该有可能测 
出飞机的航速。 

然而，这一重要问题却从未用这种方式解决过。原因是，这样产生的电场约为每米几毫 
伏的数置级。这样的场本来是可以测出的，可是困难却在于，可惜这些场不能与其他电场做 
任何区别。由穿过磁场中运动所产生的场与从另一种原因，比如与在空气中或云雾上的静 
电荷所已经存在于空气中的某些电场，不能区分开来。我们曾在第9章中描述过在地球表 
面上空存在着强度约为100 Vn^ 1 的典型电场。但它们很不规则。因而当飞机在空中飞过 
时，它会看到比起那由 vXB 项所产生的微小场还要强大得多的大气电场的起伏，而结果是 
由于实际原因不能凭飞机穿过地球磁场中的运动来测定它的航速。 
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§26-4 用相对论符号表示的运动方程* 


由麦克斯韦方程组求电场和磁场没有很大好处，除非我们知道如果有场那它们将干些 
什么。你可能记得，场对于求得作用于电荷上的力是需要的，而这些力则确定了该电荷的运 
动。因此，电动力学理论的一部分当然就是关于电荷运动与力的关系。 

对于处在 E 和 B 场中的单独电荷,它所受的力为 

F = 9 (E + vXB). (26.23) 

对于低速情况来说,这个力等于质 S 乘以加速度,但对于任何速度的情况正确的规律则是力 
等于 dp / dt 0 写出 p = m 0 v/Vl - v 1 / c 1 后，就求得了在相对论上正确的运动 方程： 


^(yr^-) =F = 9(E+vXB) - ( 26 . 24) 

现在，希望从相对论的观点来讨论这个方程。既然已经把麦克斯韦方程组表达成相对 
论形式了，去看看在相对论形式下运动方程会像什么样子该是多么有趣。就让我们来看看， 
能否将这个方程重新用四维矢遣符号写出来。 

我们知道，动 M 是四维矢最/ V 中的一部分，而其时间分 ft 则为能 M m „ c 2 N \ - v 1 Ic 1 。 
因此我们也许会想到，要用 d /), /dr 来代替式 (26. 24>的左边。于是，只需找出 M 于 F 的第四 
个分 M 。 这第四个分 M 应该等于能*的变化率，或者是做功的功率，亦即 F • V 。 于是我们希 
望将式 (26. 24) 的右边写成一个像 （ F * v , F ,, F y , F ,) 那样的四维矢 M 。 可是这并不会构 
成四维矢*。 

一个四 维矢册 .的时间微商不再是一个四维矢&,因为 A / At 要求选定某个用来测 Mi 的 
特殊参照系。我们以 ii 试图使 v 成为一个四维矢 ft 时，就曾碰到过这样的麻烦。当时我 
们的第一个猜测是，其时间分 ft —定是 cAt/Ai = Co 但这些 ft 

( c m ) =(C , V ) ( 26 . 25 ) 

却不是一个四维矢量的分量。我们曾经发现，通过对每个分量乘以1 /71 - W ,则它们 
可以被改造成一个四维矢量。“四维速度”\就是这么一个四维 矢量： 

u " = yi-^/P 7 )' (26.26) 

所以似乎是这 样：若 我们希望那些微商会造成四维矢量，则秘诀在于对 d / dt 乘以 

1A/1-W 。 

于是，我们的第二个猜 测是： 


Vi-i/ /c z 



(26. 27) 


• 在这一节中我们将放回所有的 c 。 
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应该是一个四维矢量。但 v 究竟是什么？它是粒子的速度，而并非坐标系的速度！那么，由 
下式定义的量4 

(26 - 28) 

就是力在四维中的推广，我们可叫它为“四维力”。它的确是一个四维矢最，其空间分置并非 
F 的分量，而是 F / yi _ V / c 2 的分量。 

问题在于为什么八是一个四维矢量呢？对因子 1/ V1 — W 稍微有点理解对这个问 
题应该是不错的。由于现在它已被提到过两次，所以现在是弄清楚为什么3总可以用相同 

的因子来确定的时候了。答案 如下： 当我们就某个函数： r 对时间取微商时，是在自变景 f 的 
—个小间隔 A / 中计算 X 的增量 A ^:。 但在另一个参照系上，这间隔~或许会相当于在，和 
x ' 两个方面的变化，因而如果我们仅改变 则在 x 中的变化便将不同了。对于微商来说， 
我们必须求出作为时空“间隔” &度的 变量，这样才会在一切坐标系中都相同。当我们对那 
样的间隔取为〜时，则它对所有的坐标系都会是相同的。当一粒子在四维空间中“运动” 
时，会有 At , Ax , Ay 及的变化。我们能否用它们来构成一个不变的间隔呢？噢，它们就 
是四维矢量心= ( rt , a :, ; y , z ) 各分 S 的变化，因而如果由下式定义一个》仏： 

(. As ) 1 = - Az 2 ), (26. 29) 

由于它是一个四维点积，则我们有一个用来 S 度四维间隔的很好的四维标址了。从 As 或其 
极限山，我们能够定义一个参数 s = | d io 而对于 s 的微商，即 d / ds , 就是一种漂亮的四维运 
算，因为它对于洛伦兹变换来说是不变的。 

对一个运动粒子.若要将山和 d « 联系起来倒很容易。对于一个正在运动的点状粒子， 
dx — v . dt , dy = v y dt , dz = v . dt , (26. 30) 

而 

ds = ^( dt 1 / c 1 )^ = dtVl -^/ c 1 , (26.31) 

所以这算符 

1 兰 
yi - w 冚 

就是一个 不变算符 。若用它来对任一四维矢 ft 进行运算，则可以得到另一个四维矢量。例 
如,若把^ X, Z) 上，可获得该四维速度 

^t = U - 

现在我们明白，为什么这个因子总会把事情解决好。 

这个对洛伦兹变换不变的变量 s 是一个有用的物理量。它称为沿粒子路径的“原时”， 
因为山总是在一个跟随粒子一起运动的参照系中在任何特定的时刻的一个时间间隔（这 
时 ， Az = △: y = = 0,因而 As = △/ )。如果你能够想象出某个“钟”，它的运行快慢与加 
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速度无关，那么这样一个伴随着粒子的钟就会显示出时间 S 。 

现在我们可以回过头去把(经过了爱因斯坦修正的）牛顿定律写成简洁 形式： 

^ = 4. (26.32) 

其中人 就是式 (26. 28) 中所给出的。并且， 动量九 也可以写成 

p „ = mou ,, = (26.33) 

式中 坐标心 = ( rt , ar , y , z ), 现在描述粒子的轨道。最后，该四维符号表示法为我们提供 
了形式十分简单的运动 方程： 

/„ = (26. 34) 

这使人想起 F = 重要的是要注意式 （26. 34) 与尸=_的王同，因为这个四维矢量公 
式 （26. 34) 已包含在相对论力学中了，在高速运动中它不同于 f 顿定律，也不像麦克斯韦 
方程组的那种情况，那里我们能够把各个方程都重新写成相对论形式而耷全没有改变其 
MX —只不过是符号表示法的改变而已。 

现在让我们回到式 (26. 24) 并看看怎样才能将其右边用四维矢量符号写出来。那三个 
分世——当各除以 71— J / c 4 时—就是人的分量，因而 

人 Tf ^]. (26 . 35) 

现在，我们必须把所有的 a 都用它们的相对论符号来表示。 首先 〆 /^ l — w , ie 

以及％ 人 /i - w 分别是四维速度 u „ 的>«和*：分《。 E 和 B 的分量则是场的二阶张 s 
匕,的分 M 。 当回到表 26-1 中査看与氏， B , 和 B , 相对应的的分量时，则可以 得到" 
f , = q ( u , F „ — u , F „ — u , F „ ) , 

这个式子开始看上去似乎很有趣。每项都有一个下脚标 x , 那是合理的，因为我们正在寻求 
X 分檄嘛。然后，所有其他下脚标则是成对地出现 y ： y , «，除了 ： CZ 那一项不见以外。 
所以我们正好把它插进去，并写成 

f , = q (. u , F „ — u : F D — — u , F „ ). (26. 36) 

这并未改变什么，因为 Fp 是反对称的，从而/^等于零。之所以要把项放进去就是为了 
使我们能够将式 (26. 36) 写成一个简写形式 

f „ = qu . F ^. (26. 37) 

这个式子与式 （26. 36) 是一样的，如果给出这样一个_，即每当任一个下脚标出现 g 
时（比如这里的 k ), 你就得自动地用像标积那样的方这些项都相加起来，这也是 M 
相同的符号惲倒。 


• 我们把<•放回到表26 - 1时，则与运相对应的匕分量都乘以1々》 
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你可以相信，式(26.37)对于^ = 3 >或 ; „== 2 也同样适用，但对于 / ^==/又是怎么回事呢？ 
开一个玩笑,让我们来看看它讲些 什么： 

/, = q(,u,F„ — u x F„ — uF, y — u t F„). 

现在要变回成 E 和 B 的表示式,我们得 

，=十+ + 7 ™ e ') (26 - 38) 

或 

f = gy * e 
1 Vi-^/c 2 • 

但根据式 (26. 28),/, 被 认为是 

F • v _ q(E v X B ) • v 

VI -V 2 /c 2 Vl - V 2 /c 2 • 

由于 ( vXB ) . V 为零，所以就与式 (26. 38) 相同。因此 ，一 切都很顺利。 

概括起来,运动方程可以写成一个优美 形式： 

= f H = (ju.Fp. ( 26 . 39 ) 

虽然方程式可以这样写出看起来很巧妙，但这种形式却并非特别有用。对于求解粒子运动 
的问题，应用原来的方程式 (26. 24) 往往更加方便，而那是我们将经常做的事情。 



第 27 章场的能量和场的动量 

§27-1 局域守恒 

很明显，实物的能量并不守恒。当一物体辐射光时它就失去能》。然而，这部分损失的 
能 S 可以用其他形式来描述，比如说用光的形式。因此，要是没有考虑到与光、或普遍地说， 
与电磁场联系着的能量，那么能 a 守恒的理论是不完整的。我们现在着手处理场的能量守 
恒和动置守恒。肯定不可能只论述其中一个而不涉及另一个，因为在相对论中它们是同一 
个四维矢置的不同方面。 

早在第1卷中，就曾讨论过能 a 守恒，那时只是说世界上的总能釐恒定不变。现在要将 
能量守恒律的概念在一个重要方面加以推广——在某些细节方面说明能揪是怎样守恒的。 
这一新的定律将 说明： 如果能世离开一个区域，那是由于它通过该区域的边界連出去的。这 
是比不加这样一种限制的能 a 守恒要强一点的规律。 

为看清这一说法的含义，让我们先来考察一下电荷守恒律是怎样产生的。过去我们对 
电荷守恒是这样描 述的： 有一电流密度•/和一电荷密度 p .当某处的电荷减少时就必然会有 
电荷从该处流出，我们把它称为电荷守恒。这个守恒律的数学形式是 

V-y =-| e . (27.1) 

上述定律得出如下结论，即在世界上的总电荷总保持恒定不变——永远不会有任何净电荷 

的获得或丧失。然而，总电荷很可能按另一种 
方式保持不变。假定在某点（1>附近有某个电 
荷 Q , ，在隔某段距离的点 (2) 附近则没有什么电 
荷（图27-1)。现在假 定：随 着时间的推移，电荷 
Q , 会逐渐消失，而与此同时随着 Q , 的减少却有 
某些电荷 ft 在点 （2) 处出现，并且以这样一种 
方式进行，即使得在每个时刻 Q , 与 ft 之和是 
—常数。换句话说，在任一中间态上 Q , 所丧失 
的最应该加到 ft 上，那么世界上电荷的总量才 
会守恒。这是一种“世界范围”的守恒，而不是 
我们将称之为“局域”性的守恒，因为要使电荷 
从点 （1) 转移至点 （2) 并不要求在两点之间的空 
图 27 -1两 种使电 荷守垣的方式 ：（ a ) Q,+ft 间里任何一处出现。就局部来说，该电荷是真 
为一恒 M ; ( b)dQi /At =—• nda =— dQj /dt 正“丧失”了。 
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这一种“世界范围”的守恒律在相对论中会碰到困难。在相隔一定距离的各个点， 

“同时”这个概念对于不同参照系是彼此不相等的。两事件在某个参照系中是同时的，但 
对于从旁运动而过的另一个参照系来说则不是同时的了。在上述那种“世界范围”的守 
恒律中，要求从0 ,上丧失的电荷应该出现在 ft 上。否则就会出现电荷并不守恒的 
某些时刻。因此如不将其造成一个的守恒定律，似乎就没有办法使电荷守恒律在 
相对论上成为不变式。事实上，洛伦兹的相对论不变性这一要求，似乎以令人惊异的方 
式限制了可能有的自然规律。比方，在现代置子场论中，人们往往希望通过承认我们称 
为“非局域”性的互作用一^的某事件会直接影响到 g 的某事件——来改变理论， 

但却陷入了相对论性原理上的困难。 

“局域”守恒还含有另一种概念。它表明电荷之所以能够从一处移至另一处，在它们之 
间的空间里必须有某个事件发生。要描述该定律，我们不仅需要电荷密度…而且也需要另 
_类《，即它是给出通过一个截面的电荷流动速率的一个矢》。于是这个流量就同电荷 
密度的变化率通过式 (27. 而互相联系起来，这是守恒律中更为极端的一种。它表明电荷 
按某一特殊形式守恒一“局域”地守恒。 

事实证明，能 M 守恒是一种局域 过程。 在某个给定空间区域里不但存在能 M 密度，而且 
也存在代表穿越表面的能量流动速率的矢 ft 。 例如，当有一个光源向外辐射时，我们能够求 
出从该源发射出来的光能。如果设想某个包围着该光源的数学曲面，那么从这个曲面内部 
所损失的能《就等于穿越该曲面流出去的能《。 

§27-2 能置守恒与电磁学 

现在我们要定揪地写出关于电磁学的能守恒。为此，就必须描述在空间任何体积元 
中能 揪及其 能流速率各有若干。假定我们首先只考虑电磁场的能 ft , 因而将令《代表场的 
_暈密度(也就是在空间内单位体积的能设>,并令矢 ms 代表场的能通髯密度(即单位时间 
通过垂直于流动方向的单位截面的能流）。于是，同电荷守恒、即式 (27. 1) 完全相似,我们可 
以把场能量的“局域”守恒律写成 

^ =-V • S . (27.2) 

at 

当然，这一定律并非普遍正确，说场能置守恒是不对的。假设你在一个黑暗房间里打开 
电灯开关，忽然之间整个房间里都充满了灯光，所以就有了场方面的能最，尽管在此之前一 
点光也没有。式 (27. 2) 并非一个完全的守恒律，因为场能■单独来说是不会守恒的，只有世 
界上的总能量一也包括实物方面的能盪一才会守恒。如果实物对场做了一些功或场对 
实物做了一些功，则场的能量将会发生改变。 

可是，若在有关体积里存在实物，则我们知道它具有多少能量 ：每个 粒子具有能量 
m a c z N \ — W 。实物的总能量正好是所有粒子能置之和，而通过一个面的这种能流就正 
好是通过这个面的每个粒子所携带的能量之和。现在我们只想谈论有关电磁场方面的能 
最，因此就必须写出这样一个方程，它会说出在某个给定体积里的总场能的减少，或考是由 
于场能从该体积里流出，或考是由于场把能量给了实物而有了损失（或从实物处获得能屢-, 

那不过是能量的负损失)3积 V 内的场能为 
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而其减少速率则是这个积分对时间微商的负值。从体积 V 出来的场的能流等于 S 的法向 
分量对包围着 V 的整个曲面2的积分，即 

J S • nda . 

因此， 

一 ^ J v «dV = • nda + ( 对 V 内实物所做的 功). (27.3) 

我们以前已经知道，场对单位体积实物做功的功率为 e • y [作用于一粒子上的力为 
F = 9 (E + vX B ) ,因而做功的功率就是 F . v =讲 . V 。若单位体积里共有 N 个粒子，则单 
位体积的作功功率为 NqE - v , 但；= _/ ] ，所以 ft E • _/必然等于单位时间内单位体积中 
场损失的能量。于是式 (27. 3) 便变成 

一去 J " v udV = J / . " da + J v £ . i AV - (27.4) 

这是场内能 ft 的守恒律。如果能够把第二项变成体积积分，就可以将它转变成一个像 
式 (27. 2>那样的微分方程，这是容易用高斯定理做到的。 S 的法向分量的面积分等于它的 
敗度对整个内部体积的积分。因此，式 (27. 3) 就相当于 

-Jvl7 dV = L V - SdV + Iv E ^' dV ' 

其中我们已把第一项中的时间微商 H 于该积分之内。由于这一方程对于任何体积都适用， 
因而可以除去那些积分而得到关于电磁场的能 tt 方程 式： 

-|^= V.S + E •人 (27.5) 


现在，这一方程对我们奄无用处，除非知道《和5各是什么。也许仅能告诉你们用 E 
和 B 来表达它们的式子，因为我们真正希望得到的只是结果。然而，这里却宁愿向你们展 
示曾于1884年由坡印亭用来获得5和《的公式的那种论证，以便使你们能够知道这些式子 
是从何而来的（然而，对于今后的工作来说，你们并不需要去牢记这一推导）。 

§ 27-3 电磁场中的能量密度和能流 

假定存在仅仅取决于 E 和 B 的场能量密度 u 和能通量密度 S , 这是一种理念（例如，至 
少在静电学中就已知道，能量密度可以写成 i - <0 E - E ) o 当然,这里的《和5也许会依赖于 

势或其他的东西，但让我们看看能够算出什么结果来。可以尝试把 E •) 这个量重新写成 
为两项之 和：其 中一项是一个量的时间微商，而另一项则是第二个量的散度。这时，那第一 
个量该含《而第二个置则含 S (带有适当符号），这两个量都必须只用场来表示的。这就是 
说，我们希望把上述方程写成 
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E • J ^ - V • S . (27.6) 

dt 

左边应该首先仅仅用场来表示。我们如何能做到这一点呢？当然，要通过应用麦克斯 
韦方程组。根据关于 B 的旋度的那个麦克斯韦方程，用 E 对之点乘，便得 

E . j =,„ c 2 E -( VXB )- <0 E .^, (27.7) 

dt 

这样就已部分地完成了任务。最末一项是时间微商一即 (,a/3t)(\，oE • E )。 因此， \, 0 E- 

£至少就是《的一部分了。这与我们曾经在静电学中求得的是相同的东西。现在，一切必 
须做的就是要使另一项纳入某种东西的散度之中。 

注意式 (27. 7) 右边的第一项与 

(VX B ) • E (27.8) 

相同。而正如你从矢 ft 代数方面所知道的，•«:与 < 1 • ( fcXc ) —样，因而上面这一项 

也就等同于 

V - ( BXE ), (27.9) 

这就有了“某种东西”的散度，这恰恰就是我们所需要的。结果这件事却是错的！以前曾向 
你们齊告过，▽虽然“像”矢 tt , 但与矢 M 不“完全”相同。之所以不是矢 M , 是因为有一个来 
自微积分学方面的附加 惯例： 当一微分算符 S 于一乘积的前面时，它要对右边每个东西都进 
行运兑。在式 (27. 7) 中,▽只对 B 运算，而对 E 不运算。但在式 （27. 9) 的那种形式中，按照 
正常惯例，▽应当对1»和£两者都进行运算。所以并@同一回审。实际上，若我们算出 
▽ • ( BXE ) 的各部分，就 能看出 它等于 £• ( VXB ) ^上某些其他的项。这很像当我们 
取代数中一个积的微商时所发生的那种怙况。例如， 

并不打算将 ( BX £) 的所有各部分都算出，仅愿意向你们指明一个对付这种问题十 
分有用的技巧，那就是允许你将矢羝代数的法则全部运用到含有算符▽的表示式上去而又 
不会引起任何麻烦的一种技巧。这技巧就是要丢开一至少暂时是如此一关于微商算符 
对什么进行运算的微积分符号表示法则。你会看到，通常，各项的次序用于两个单独的目 
的。一个目的是在运算方面，为使 /( d/drk 不同于 g ( d / dr )/ ; 另一个目的则是在 矢置方 
面，为使 X fc 不同于 Xfl 0 如果我们乐意，可以决定暂时放弃这个运算法则，不去说明微商 
要对右边每件东西都进行运算，而是来制订一种与所写下来的各项次序无关的费的规则。 

于是我们就能巧妙地处理前后各项而用不着操心。 

这里就是新的 规则： 用下脚标来表示微分算符对什么进行运算，这样前后次序就没有什 
么意义了。假设令算符 D 代表 3/ a ： r , 那么 D , 就意味着仅对变量/取微商，于是 

D,f = 3 £ 


但如果我们有 D,/g ,则它指的是 
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D ' fs = 

不过要注意，此刻按照我们的新规则， / D / g 也意味着相同事情。我们可将相同的事情任意 
写成以下各种 形式： 

D r fg = gD,f = fD,g - fgD f . 

你看， D ， 甚至可以处在每件事情之度(像这样一种方便的符号表示法竟从未在数学或物理 
学书中得到传授,真令人感到意 外）。 

你可能会怀疑 :若我 爰写出的微商，那该怎么办呢？我所爱的是对涅项的微商。那 
很容易，你只要这样说就行了，你写下 D ,( fg ) + D „( fg ), 而 ii 恰好就^ gOf / dx ) + 
f (, 3 k / ax ), 也即在旧符号表示法中你用 d { ff ()/ a x 表示的意思。 

你将会看到，现在算出关于 ( bxe > 的新表示式就变得很容易了。我们从改成新的 
符号表示法开始，也即写出 

V • (B X E ) = V B • ( BXE )+ V £ • ( BXE ). (27.10) 

当我们这样做时，就无需再保持次序上的正确了。我们始终憷得,只对£进行运算，而 
▽« 只对 B 运算。在这种场合下，就能够把▽当作通常的矢量那样来运用（当然，当运算结束 
时，就要回到每人常用的那种“标准”符号表示法上去）。因此.现在就可以做出像交换点积 
和叉积以及对各项进行其他类型的重新安排等各种事情。例如，式 (27. 10) 中的中间项可以 
S 新写成 E . V b XB (你会记得 ， a • fcXc = fc.cXfl ), 而那最末一项则与 B ■ £ XV f: 相同。 
这#来像是异想天开，但却没有什么问题。现在，如果我们试图回到通常的惯例上来，那必 
须安排得使 V 仅对其“本身”的变 S 进行运算。第一项已经那样做了，因此可以仅仅去掉下 
标。第二项就需要某种调整才能使▽移至£之前，这我们可通过交换叉积的次序并改变符 
号而 做到： 

B • (EX V E ) =-B • ( V K X E ). 

现在,式子已经按照惯常次序写出，因而就可回到通常的符号表示法上来。式 (27.10) 相当于 
V - ( BXE ) = £• ( VXB)-B • ( VXE ) (27.11) 


(在这一特殊情况下，较快的方法应该是一直利用各分量，但花点时间向你们指出这种数学 
技巧还是值得的。你或许将不会在其他地方见到它，但对于把矢董代数从关于含有微商的 
项的次序规则中解放出来是极为好用的）。 

现在我们就回到能量守恒的讨论上来，并引用我们的新结果，即式 （27. 11), 去变换式 
(27.7> 中的 VXB 项。这样,能量方程变成 

E ■ j = , 0 c 2 V ■ ( BXE ) +, 0 c*B - ( VXE )-£^ y ，oE ' E ). (27. 12) 

现在你看到，我们几乎完成任务了。这里有两项，一项用作《对于*的漂亮微商，另一项 
代表 S 的美妙散度。可惜，那中间项仍旧保留下来，它既不是散度，又不是对于*的微商， 
所以我们已经接近胜利，但还不完全。在经历了一番思考之后，回去査看麦克斯韦的微 
分方程组，幸运地发现 ▽ X E 等于一 dB / 3 t , 这就意味着我们可以把这独特项转变成单纯 
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的时间 微商： 

B .( VX E ) = B .(-| f )=- A (£^). 

现在完全具有了我们所需要的一切。我们的能量方程可写成 

E • j = V ■ Uc 2 BXE)-^(^B . B + 奮 E . E ), (27.13) 

那就完全像式 (27. 6), 只要下这样两个 定义： 

u = • E + '^-B • B (27.14) 

和 

S = ,„ c ! E X B (27. 15) 

(交换叉积的次序使符号显得正确）。 

我们的计划是成功的。已经有一个关于能逢密度的表示式，它是“电”和“磁"两种能嫌 
密度之和.它们的形式很像以前我们在静场情况下求得的形式,那时我们计算出了用场表示 
的能通:公式。并且,我们也已找到了关于电磁场的能流矢量的¥^75^^57^ 

按照它的发现者的名字，称为“坡印亭矢 sr, 它告诉我们有关场能在空间各处流 
动的速率，每秒流经一小面积如的能熗为发 • nda , 其中 n 为垂直于 da 的单位矢《(现在你 
有了 u 和 S 的公式，若乐意的话，便可忘掉那些推导过程）。 

§27-4 场能的不确定性 

在考虑坡印亭公式[式 (27. 14) 和 (27. 15)] 的某些应用前，我们希望说明，我们并未真正 
“证明”过这些公式。上面只不过是找到了一个可能的““”和一个可能的 “ S "。 我们怎能知 
道，通过巧妙处理各项的前后次序，不能再找到和关于外的公式呢？这个 
新的 S 和新的《可能是不同的，但它们仍应该满足式（27.6)。它是可能的.，也是能够做到 
的。不过所找到的公式其形式始终含有场的各种微商（总会有像二次微商或一次微商的平 
方那样的二次项）。事实上，有无数个关于《和同可能性，而迄今还没有人曾经想到 
用实验方法来判明哪一个是对的！人们曾猜测最简单的一个可能是对的，但必须讲明，我们 
肯定不知道在电磁场能置的空间中真实的位 H 是什么。因此，我们也就用容易的办法选取 
并说明场的能量是由式 (27. 14) 给出的。于是，能流矢量 S 也必然由式 (27. 15>给出。 

十分有趣，似乎没有唯一的方法能解决场能位置的不确定性问题。有时人们会宣称，这 
一问题可以通过利用引力理论按照下述论证来加以解决。在引力理论中，所有各 种能* 都 
是引力之源。因此，如果我们知道了引力作用的方向，则电的能量密度也就必然被适当定位 
了。然而，迄今为止还未有人曾做过这样精确的实验使得电磁场的引力效应的精密位置可 
以确定下来，因而电磁场单独可以作为引力之源这一槪念在外表上是难于处理的。事实上， 

确曾观测到光当它靠近太阳通过时会受到偏转——我们可以说太阳把光向它本身吸引下 
来。你难道不要考虑光同等地吸引太阳吗？反正，每人都乐于接受我们所已找到的那些关 
于电磁能的位置及其流动的简单表示式。尽管有时运用那些式子获得的结果似乎有点奇 
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怪,但却从未有人找出那些结果的毛病——这就是说,没有与实验不一致。因此，我们仍将 
跟随世界上其他人一此外，我们相信它可能是完全对的。 

应该做一个关于能量公式的进一步述评。首先，场中单位体积的能量很简 单：它 是静电 
能量加上磁场能量，如果静电能 a 用 e 2 而磁场能量用 b 2 写出的话。我们过去计算静态问 
题时，就曾得出两个的表示式作为能量的可能表示式。我们也曾求得关于静电场中能 
M 的若干个其他公式,诸如 〆 ，在静电情况下它 ■ E 的积分。然而，在动态电场中等 
效性失效，而至于哪个式子正确则还未曾有过明选择。现在我们才知道哪一个是对的。 
同样,我们已找到了一个普遍正确的磁能 M 公式,对动态场的能量密度仍然正确的公式就是 
式 （27. 14)。 - 


§27-5 能流实例 

关于能流矢量 S 的公式，是某种相当新鲜的事情。我们现在就要来看看，在某些特殊情 
况下它是如何工作的，并看看它是否与以前已知的任何事情互相 
验证。我们将举的第一个例子是光^在一个光波中， E 矢 ft 和 B 
矢 ft 互相正交而且也垂直于波的传播方向（见图27-2)。在电磁 
波中 ， B 的大小等于1 A 乘上 E 的大小，而且由于它们互相垂直， 
所以还可写成 

| E X B | = —. 

c 

因此，对于光来说，每秒通过单位面积的能流为 

S = , 0 cE 2 . (27. 16) 

在 E = — i / c ) 的那种光波中，每单位面积能流的平均速率，即 < S 〉 平均-—也称为 

光的强度一为电场平方的平均值乘以 



强度= 〈 S 〉 ▼ 均衫 . (27.17) 

信不信由你，我们曾在第1卷 S 31-5 中学习光学时就已经导出过这一结果。应该可以 
相信这结果是正确的，因为它也被另外某些事情所核实。当我们有一光束时，在空间中就存 
在由式 (27. 14) 所给出的能 ft 密度。对于光波利用出=£,得出 

u = T r + T 1 (f)= < ° EJ - 

但 E 在空间中是变化着的，因而平均能量密度为 

〈“〉 作=‘。 〈户〉, 均 . (27.18) 

现在，波以速率 c 传播，所以应该想到每秒穿过一平方米的能置等于 c 乘以每立方米中的能 
量。因此我们会说 

〈 S 〉 平均 =< 0 ( ：〈 £^ 〉 平均 . 


上式是对的，因为它与式 (27. 17) 相同。 
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现在举出另一例子。这是相当奇妙 的一个 例子。我们来考察正在缓慢充电的电容器中 
的能流(并不要求那么高的频率，以致电容器初看起来像一个 
共振空腔，但也不要是直流电）。假定是用一个普通类型的圆 
形平行板电容器，如图 27-3 所示，在其内部有一个几乎均匀 
而随时间变化的电场。在任何时刻，这内部的总电磁能等于《 

乘以体积。若两板的半径均为 a 而其间隔为/ •，则 在两板间的 
总能量为 

t /=( 管叶一). (27.19) 

当£改变时，这个能量也在改变。当电容器充电时，位于两板 
间的体积正在以速率 

^ = <0 iza 2 hEE (27.20) 

接受能 M 。 因此 ，一 定会有从某处进入该体积中的能流 。当 
然，你知道，它必定从那些用作充电的导线进来一但完全不 
是这样！它不可能经由该方向流入两板内的空间，因为£是 
与板垂直的，所以 EXB 就一定与两板平行。 

当然，你会记得，当电容器正在充电时，就有一个环绕轴的圆形磁场。我们在第23章中 
对此曾有所讨论。利用麦克斯韦方程组中最后一个方程，已求得在电容器边缘上磁场由下 
式 给出： 

• 2 nac z B = E • na 2 

或 

B =2?^ 

它的方向如图 27-3 所示。因此，就有一个正比于 EXB 的能流从边缘四周进入，如图中所 
示。能量实际上并不是从导线下来的，而是从围绕着该电容器的空间那里来的。 

让我们来核对一下通过两板边缘间的整个面的总能流是否与其内部能 ft 的变化率相 
符——看来这样较好。为了核实，虽然我们仔细研究了证明式 （27. 15) 的工作的全过程，但 
还是让我们来弄弄清楚。该面面积为27«^,而 S = , 0 c 2 EXB 的量值为 

因此总能流为 . 

na 2 hi 0 EE . 

这的确与式 (27. 20) 相符。但它告诉我们一件奇怪的事情 ：当对 电容器充电时，能置并不是 
沿导线下来的，而是穿过边缘的间隙进来的。那分明就是这一理论所说的！ 

怎么能够是这样的呢？这虽不是一个容易解决的问题，但这里有一个考虑该问题的 
方法。假设在该电容器的上面和下面很远处都有一些电荷，当电荷离得很远时，就会有 
一个微弱的但却是极其散开的场包围着该电容器（见图27-4)。于是，当这些电荷靠拢 
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时，离电容器较近处的场就变得较强。因此，远处的场能量是会朝该电容器移动过来并 
最后停驻于两板之间。 



图 27-4 当将两电荷从远处移来对一电容器 图 27- S 在一根教流导线 

充电时.在电容器外面的场 附近的坡印亭矢 HS 



作为另一个例子，试问在一根有电阻的导线中当它载有电流时会有什么情况发生。既 
然这根导线中有电阻，则沿导线方向便有驱动电流的 电场。 由于沿导线有电势降，因而刚好 
在导线外面存在与其表面平行的电场（见图27-5) 0 此外，还有一个由电流所产生的环绕着 
导线的磁场。 E 和 B 成直角，因此就有一个沿半径而指向内的坡印亭矢嫩，如图中所示，即 
有一个从周围各处流进导线的能流。当然，这等于导线中以热的形式损耗掉的能《。因此， 
我们的“狂妄”理 论讲： 由于能量从外面的场流进了导线，电子才获得它们用以产生热的那些 
能《。直觉似乎告诉我们，电子是由于沿着导线被推动才获得能置的，因而这能撳应该是沿 
导线流下（或流上）。但这一理论却 说：电 子实际上是被来自远处的某些电荷的电场所推动 
的，而它们从这些场获得了产生热的 能量。能鼉 总会莫明其妙地从遥远处的电荷流进空间 
的广阔区域，然后又流进导线中去。 

敁后，为了使你确实相信这一理论明显是一个难题，我们将再举一个例子——其中有一 
电荷和一块磁铁彼此都静止地互相靠近着的例子—即两者都固定不动。假设取一个其中 
的点电荷被置于棒状磁铁中点附近，如图 27-6 所示。每一件东西都是静止的，从而能量并 

不会随时间变化。而且， E 和 B 也都是完全 
静止的。可是坡印亭矢置却说存在一个能 
流，因为 EXB 并不等于零。如果你考察这能 
流，就会发现它不过是在一圈圈地循环旋 
转。任何一处都没 有能量 方面的任何变 
化一凡是流进某一体积里的东西都会从 
那里再流出来。这很像不可压缩的水在环 
流。因此，在这种所谓静态的情况下还存在 



电荷和磁铁会产生一个绕闭合回路循 
环的坡印亭矢》 
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能量的环流。这是多么荒谬！ 

然而，当你记起我们所谓的“静”磁实际上是一种环行的永久电流时，这也许就不会使你 
那么可怕地感到莫明其妙。在一块永磁体中，其内部电子都在永恒地旋转。这样也许能量 
在外面环流这一点就不那么奇怪了。 

你无疑开始得到这么一个印象，即坡印亭理论至少部分地违背了你对于在电磁场中能 
量被设置于何处的那种直觉。你也许会相信，必须对你的一切直觉都进行修改，因此在这里 
有许多东西得学习。但实际上似乎并不需要。如果有时忘记了导线里能置是从外面流进来 
而不是沿导线传来的，但你无需感觉到，你就会陷入巨大的困难。在应用能量守恒的概念 
时，过细地注意能量所取的路径，看来好像价值不大。能 置围绕 着一块磁铁和一个电荷在兜 
圈子，这在大多数场合似乎是很不重要的。它并非一个极为重要的细节，但很清楚，我们通 
常的直觉却是很错误的。 


§27-6 场的动置 


接下来，我们希望谈论关于电磁场中的动量。正如场具有能 置一样 ，它的每个单位体积 
也将具有一定的动 ft 。 让我们称之为动置密度 g 。 当然，动量具有各种可能的方向，因而 g 
必定是个矢《。让我们每次谈一个分设，首先，考虑 z 分最。由于动 tt 的每一分量都守恒， 
所以可能写下一个看来有点像这样的 定律： 

一 ^(实物的动 Mh = $ + ( 流出的动 tth . 


左边是容易理解的，实物动 tt 的变化率正好就是作用于其上的力。对于一个粒子来说，这力 
就是 F = g(E + vXB ), 对于一个电荷分布来说，则作用于单位体积上的力 *(#+_/>< II )。 
然而，“流出的动 ft ” 这项却有点奇怪。它不可能是一个矢 M 的散度，因为它并非一个标揪， 
其实是某一矢燉的: r 分》。无论如何，它看来大概有点像 

3 a | 36 | 3 c 
Bx 3 y 9 z ' 

因为:《：动量还可能在三个方向中的任意一个方向上流动。总之，不管^ 6和 c 是什么，这 
个组合被认为等于 X 动量的流出量。 

现在这场游戏应该是仅仅用 E 和 B 来写出 / jE + JXB , 利用麦克斯韦方程组而把 P 和 y 
消掉，然后才对那些项调整并做一些代换以使它看来像如下的 形式： 

3 g ,,3 a ,9 b + 3 c 
3 t dx dy 3 z ' 

之后，通过对那些项做出标记,就会得到关于 A , a , 的表示式。它的工作遣很大，我们 

并不打算那样做,而只准备找出关于动最密度 g 的表示式一而且是通过另一种方法来求的。 

在力学中有一个重要定理，这 就是: 在任何场合下，每当真正存在能量(场能或任何其他 
类型的能量）流动时，则单位时间流经单位面积的能量，乘以 1 A 2 , 就等于空间内单位体积 
的动 ft 。 在电动力学的特殊情况下，这一定理给出了 g 等于 l / c z 乘以坡印亭矢量的 结果： 
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g = jrS . (27.21) 

因此，坡印亭矢量不但会给出能流，而且只要除以 c 2 , 也就给出了动量密度。这同样的结果 
可从我们提出过的另一种分析方法获得，但更有意义的还是去注意这个更加普遍的结果。 
现在将提供若干有趣例子及论证以便使你们相信这个普遍定理是正确的。 

第一个例子 ：假设 在一个箱子里存在大量粒子——比方说每立方米中含有； V 个粒 
子——而它们以某个速度^运动着。现在就来考虑一个垂直于 v 的想象平面。每秒通过这 
个面单位面积的能流，等于每秒流过的粒子数； Vk 乘以每一粒子所带的能量。因每个粒子 
的能 S 为 rn „ c 2 /VI _ W ,所以每秒的能流就是 

N, — 

但每个粒子具有的动 fi 为 m a v / V \- v z / c 1 ,因而动量密度为 



图 H -7 以速率 r 运动着的能量 U 会带有 
动屋 U/c 



- V 〆 

这恰好就是 1/ c 2 乘以能流一和该定理所说的相 
同。因此，对于一群粒子来说这定理是正确的。 

这定理对于光来说也正确。我们过去在第1 
卷学习光学时就 曾舂到 ，当从一束光吸收能燉时， 
会有一定动 M 递交给该吸收体。 It 实上，在第1 
卷第 34 章中 我们曾经证明，动拔等于 1 /<:乘以所 
吸收的能》[第 1 卷的式 (34. 24)]。 若令 [；» 代表 
每秒到达单位面积的能撤，则每秒到达单位面积 
上的动 ft 就是但动量以速率 c 传播，因而在 
该吸收体前面的动 Mg 就必然是 U 0 / c \ 因此， 
再次表明该定理是对 S 7" 

M 后，我们将提供一个论据，这论据来源于爱 
因斯坦对同样事情的又一次证明。假设有一火车 
车厢在轨道上自由滑动（假定没有摩擦阻力），这 
车厢具有某巨大质 MM 。 车厢里的一端配有能发 
射出 一啤粒 子或光（或任何其他东西，到底是哪一 
种东西都没有什么区别）的某种装备，然后这射出 
来的东西就给车厢对面一端所截住了。原来有某 
些 能量放 在车厢的一端一比如说是图 27-7( a ) 
中所标明的能量1/—而后来它却转移到了对面 
的一端，如图 27-7( c ) 所示。这能最 U 已经移动了 
一个等于该车厢长度的距离 L 。 既然能置1/具有 
质量 t // C 2 , 因而要是车厢保持不动的话，该车厢 
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的重心就必然会移动。爱因斯坦不 喜欢一 物体的重心可以只凭在其内部瞎胡闹一番就能使 
其移动的那种想法，因而他假定通过在物体内部做任何事情来移动其重心是不可能的。但 
如果事实确是那样，则当我们把能量 U 从一端移至另一端时，整个车厢就应反冲一段距离 
: r , 如图 （ c ) 中所示的。实际上，你可以看到，车厢的总质量乘以: r 就必定等于所移动能置的 
质量 U / c 2 乘以 L (假定 LT / c 2 比 M 要小得多）： 

Mx = ^ L . (27. 22) 

现在让我们来考察一下能量由一次闪光所携带的那种特殊情况(该设备也同样适用于粒 
子，但我们将跟随爱因斯坦,他对于光的问题感兴趣）。究竟是什么东西会引起车厢移动的呢？ 
爱因斯坦这样议论说 :当光 被发射出来时一定存在反冲，即带有动量/>的某个未知的反冲。正 
是这一个反冲才使车厢向后滚动的。车厢的反冲速度〃等于这一动置除以车厢 质置： 

车厢以这一速度运动，直至光的能量到达对面一端为止。于是，当它碰到时，它交还了它的 
动量而使车厢停住了。如果 I 很小，则车厢运动的时间约等于 L / C , 所以就有 

x = vt = v T = MT- 
把这个 x 值代入式 (27. 22) 中，便得 



我们又一次得到了光的能》与动世的 关系。 用 c 相除则获得动 M 密度 g = /> A , 因而又得到 

g = ^. (27.23) 

你可能会觉得奇 怪：为 什么重心定理会那么重要？也许宝是错的。或许是吧，但那时我 
们也可能丧失角动置守恒律。假定我们的车厢沿着轨道以 f 一速率 u 前进，而同时我们把 
某些光能从车顶射向车座一比方说，从图 27-8 中的 A 点射至 B 点。现在来考察这系统 
相对 P 点的角动量。能量 U 在离开 A 点之前，它 
具有质量和速度 t /, 从而具有角动置 mvr A0 
当它到达 B 点时，仍具有相同的质置，而倘若整个 
车厢的 g 动量不会发生变化,则它必定仍具有速度 
t / o 这时它相对 P 点的角动置就是 mt ; r B 。 这角动 
量将会改变，除非当光被射出时正确的反冲动量曾 
给于车厢一也就是说，除非光携 带动* U / c 。 结 
果变成，角动量守恒与重心定理在相对论中是紧密 
相联的。因此，要是我们的重心定理不正确，则角 
动量守恒就被破坏了。无论如何，已经弄清楚它是 g 27-8 如 果环绕 P 点的角动屋是守恒 
一个正确的普遍定律，而在电动力学的情况下我们 的,则能量 U 应带有动量 U/c 
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还能利用它来获得场的动量。 

我们将进一步提及在电磁场中关于动量的两个例子。曾在 §26-2 中指出，当两个带电 
粒子在互成直角的轨道上运动时作用与反作用定律失敗了。作用于两粒子上的力并不平 
衡，因而作用并不等于反作用，这样实物的净动量就必然正在改变，它是不守恒的。但在这 
样一种情况下场的动量也正在改变。如果你算出由坡印亭矢量所给出的动量，则它不是一 
个常数。然而，粒子动量的改变刚好被这个场的动量所抵偿，所以粒子加上场的总动量 
守恒。 

最后，另一个例子则是如图 27-6 所示的具有磁铁与电荷的那种情况。我们曾由于发现 
有能量 处处绕圆周流动而感到不快，但此刻，由于我们知道能流与动量是;互成比例的，所以 
我们也知道在空间有环行着的动量。可是一个环行动量就意味着存在角动量，因此在场中 
有 t 动置。你是否记得.在§ 17-4 中我们描述过的关于放在圆盘上的一个螺线管和若干个 
电 i 的那个佯谬？似乎当电流中断时，整个盘会开始旋转。令人迷惑的 是：角 动量到底是从 
哪里来的？ 答案： 如果你有一磁场和某些电荷，则在场中就会有某一角动量。当场建立时， 
它必定已经安 H 在那里了。而当场去掉时，这一角动量被还了回来。因此在该佯谬中的盘 
子就应 g 开始转动。这一神秘的能量环流，最初似乎觉得是那么荒谬可笑，但却是绝对必需 
的。确 i 有一个动置流，为了在整个世界中保持角动量守恒，它是必需的。 



第 28 章电磁质量 

§ 28 - 1 点电荷场的能量 

在把相对论和麦克斯韦方程结合在一起的过程中，我们完成了关于电磁理论的主要工 
作。当然，有某些细节我们曾经漏掉，还有一个以后将会涉及的广阔领域一电磁场与实物 
的相互作用。但现在却要稍微停留一下以便向你们指明，这座崇高大厦尽管在解释那么多 
现象方面是多么美妙和成功，但最终不得不脸朝下倒了下去。当你追随任一项物理学太远 
时，总会发现它将碰到某种困难。现在就要来讨论一个严重的困难一经典电磁理论的失 
败。你可能意识到，由于量子力学效应，使得全部经典物理学都失败了。经典力学是一种在 
数学上协调一致的理论，它只是与经验不符而已。然而，很有趣，电磁学的经典理论就其本 
身而言已经是 一种不 能令人满意的理论。有一些困难与麦克斯韦理论的概念联系在一起, 
但这困难却不是置子力学所能解决或与之直接有关的。你可能会说 :“为 iiF 困难操心也许 
没有什么用处，既 然微子 力学正在对电动力学定律进行修改，应该等修正之后再看看还有什 
么困难。”然而，当电动力学被结合到 ft 子力学时，那些困难却依然存在。因此，现在来考察 
这些困难到底是什么并不是浪费时间。何况，这些困难还有巨大的历史价值。此外,从能够 
跟踪理论足够远去了解毎件亊——包括它的一切困难一你可能会得到某种成就感。 

当把电磁理论应用于电子或其他带电粒子时，我们所谈论的困难与电磁动》和能徽的 
概念有关。结构单一的带电粒子和电磁场的概念在有些方面是互相矛盾的。为了描述这些 
困难，我们从做一些能 置和动 ft 概念方面的练习开始。 

首先，将计算一个带电粒子的能量。假设采取一个简单的电子模型,其中全部电荷9都 
均匀分布在一个半径为 a 的球面上，对于点电荷的特殊情况, a 可取为零。现在让我们计算 
电磁场中的能 tt 。 如果该电荷静止不动，就不会有磁场，则每单位体积的能置正比于电场的 
平方。电场的大小为 <7其能量密度即是 



要获得总能量，就得将这个密度对全部空间积分。利用体积元 々 nr 2 dr , 我们把称为总能 
ft , 它为 

^ = 1 w dr, 

这很容易积出。由于下限为 a 而上限为~，因而 


以 = m 


( 28 . 1 ) 
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如果用电子电荷9,来代替 g 而用符号 e 2 来代替 gf / Um 。）， 则 

U 电 =+ 佘 (28.2) 

这全都很好,直到对于一个点电荷我们令 a 趋于零——才存在巨大困难。由于场的能量密 
度与离中心距离的四 欠幂成 反比,所以它的体积分为无限大。在一个点电荷的周围的场中 
竟有无限大的能量。 

—个无限大能置有什么不妥之处呢？如果能量不能跑出去，而必定永远保持在那里，则 
一个无限大能量是否会带来任何真正的困难？当然，出现无限大的量可能会使人烦躁不安， 
但真正要紧的却是究竟有无任何可观测得到的物理效应。为回答这一问题，我们应当转到 
能量以外的其他事情上去。假定移动电荷时能量怎样变化。那时，如果变化为 
无限大，则我们便将陷入困难之中了。 

§ 28 - 2 运动电荷场的动置 

设想一个电子以匀速通过空间，暂时假定这速度比光速要慢。与这个运动电子相联系 
的是有一动 M —即使电子在带电之前没有质量一由电磁场中的动 tt 引起。我们能够证 
_，这个场动量是在电荷速度 v 的方向上，而且对于小的速度来说它与 v 成正比。在与电荷 
中心的距离为 r 、 与运动路线成角度0的 P 点处(参见图 28-1) 电场是径向的，而且正如我们 
业已知道的那样,磁场为 vXE / c 2 。 根据式 (27. 21) 和 (27. 15) ，动最 密度为 

g = (oE X B. 

它斜对着运动路线，如图中所示，并具有大小 


^ E 2 sin 0 . 



图 28-1 —个正电子的场£：, B 及其动最密度 g 。 对图 28-2 用来计算场动置的体积元 hr 2 sin M 执 lr 
于负电子, E 和 B 都倒转方向，但*的方向仍不变 

这些场对于运_路线是对称的，因而当我们对整个空间积分时，那些横向分量加起来就 
会等于零，结果给出一个平行于 v 的合动量。在这个方向上 g 的分量为 gsin 心我们必须对 
它在全部空间进行积分。取一个其平面垂直于 v 的圆环作为体积元，如图 28-2 所示。它的 
体积为 27 cr 2 sin Mrc ^， 于是总动量为 
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/> = J ^E 2 sin 2 52 jrr* sin dAOAr. 

由于 E 与 0 无关(对于 v«c), 所以我们可立即对0积分，这个积分为 
|sin 3 0d5 =—J(1 — cos 2 0)d(cos 0) =— cos d + ^ . 

由于 0 积分的上下限分别为 0 和 it, 因而这个积分只给出一个因子4/3,结果 

/> = ^ ^J^r^dr, 

这个积分(对于就是刚才在求能量时算出过的，它为 9 2 /(167tM a ), 因而 

2 q 1 v 

P = J ir，o ^ 

或 



场中的动量一电磁动量一与 •■成 正比。这正是我们应有的粒子动量，粒子的质 S 就等 
于 U 前面的系数。因此，我们可把这一系数叫作电磁质置 m«. ，并把它写成 

m *m = y (28. 4) 

§ 28-3 电 磁质置 

质*是从哪里来的呢？在我们的力学定律中就曾经假定每 一物体 都带有一种我们称之 
为质景的东西——这也意味着带有一个正比于其速度的动最。现在发现，一个带电粒子携 
带正比于它速度的动 S, 这是可以理解的。亊实上，也许质*不过是这种电动力学效应。质 
»的起源迄今还未得到解释。 a 后在电动力学理论中就有极好的机会来理解这一种我们以 
前从未理解过的东西。意外地——更确切地说,是从麦克斯韦和坡印亭那里一得出结果， 
即任一带电粒子正是由于电磁影响才具有正比于其速度的动《。 

让我们放保守一些而暂且说，存在两种质量——物体的总动量可以是机械动量与电磁 
动里 p 者之和。机械动置等于“机械”质置乘以 V 。 在一些实验中，通过观察一个粒子 
有多&动量或观察它在轨道各处如何旋转来测量其质量，我们正在测置的是其总质量。普 
遍地说，动量等于总质量乘速度。因此，凡观测到的质量都可能含有两部分 
(或可能有更多部分，若我们还包括其他类型的场的话） :机械 部分加上电磁部分。我们明确 
知道有一个电磁部分，而且对于它已经有一个公式了。但却有一个令人瀲动的可能性，即机 
械部分根本就不存在一质量全都是电磁性质的。 

让我们来看看，要是电子不具有机械质量的话必须有多大。可以通过令式 （28. 4>中的 
电磁质量等于所观测到的电子质量 m, 而找到。我们求得 

2 ^ 
a = 7 _ 


(28.5) 
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而量 



(28.6) 


称为“经典电子半径”，它的数值为 2. 82 X 10 -' s cm , 约等于一个原子直径的十万分之一。 

为什么要把 r 。 称为电子半径，而不是^呢？因为我们也可用另外想象的电荷分布一 
电荷也许会均匀分布在一个球体中，或者也许会像一个模糊的球体那样渗涂出去一来做 
同样的计算。对于任一特殊假定，因子2/3会改变成某个其他的分数。例如,对于均匀分布 
在一个球体内的电荷，这2/3就得由4/5代替。与其去争辩哪一种分布是对的，倒不如决定 
把^定义为一种“标称”半径。然后,不同的理论就可以提供其所喜爱的系数。 

让我们追踪一下关于质量的电磁理论。上面的计算是针对的，如果进入高速度， 
又将发生什么情况呢？早期的尝试曾导致某些混乱，但洛伦兹却认识到在高速情况带电球 
体会收缩成一个椭球，而场则会按照我们在第 2 fi 章中对于相对论性情况所导出的式 (26. 6) 
和 (26. 7) 改变。如果你对那种情况下的 p 进行积分，则会发现,对于任意速度 V ,动量被改 


变一个因子 1"1 一 


2 _ v 

3* ac 1 71 - ^ / c 2 


(28.7) 


换句话说，电磁质最与成反比地随速度增加一是一项在相对论问世之前就已 
做出的 发现。 

为了确定粒子质 a 中有多少质 m 是机械性质的以及有多少是电性质的，早期曾提出了 
一些实验以测 M — 个粒子的观测质》如何会随速度而改变。当时人们相信，那电的部分才 
舎随速度变化，而机械部分则可是，当那些实验正在进行之际，理论家们也仍在继续 
工作。不久之后相对论发展起来,它提出不管质 tt 来源于什么，全部应当随 rn 。- w 
变化。式 (28. 7) 就是质 M 与速度有关理论的起源。 

让我们回到曾导致式 （28. 2>的有关场能的计算。根据相对论，能最 U 将具有质量 
U / c 2 , 于是式 (28. 2) 说，电子的场应该具 有质* 

=争=士 (28. 8) 

这不同于式 (28. 4) 中的电磁质最事实上，若我们只要结合 （28. 2) 和 （28. 4) 两式，便 
可写出 • 



这个公式在相对论之前就被发现,而当爱因斯坦及其他人开始认识到 U = mc 2 必定始终成 
立时，就已经存在巨大混乱。 

§28-4 电子作用于其自身上的力 

关于电磁质量的两个公式间的差异是特别令人为难的，因为我们已经小心地证明过电 
动力学理论与相对性原理是互相一致的。但相对论却毫无疑问地含有动量必定等于能量乘 
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以 v / c 2 的意思。因此，我们就陷于某种困难之中，必然是犯了错误。虽然我们在计算中从 
未犯过代数方面的失误,但是可能遗漏了某种东西。 

在推导有关能量和动量的方程时，我们假定过 一些守 恒律。也设想过把所有的力都考 
虑进去，把任何由“非电”机制所做的功与所带的动量也都包括进去。现在如一个带电 
球体，且电力全都是斥力，则电子会趋于飞散状态。由于这个系统具有不稳定的力，所以我 
们可能在与能量和动贵有关的规律中犯了各种类型的错误。为了得到一个协调一致的图 
像，就必须想象有某种东西把电子结合在一起。那些电荷必须由某种橡胶带—— g 不使 
电荷飞散的东西——束缚在一个球体之内。最早曾由庞加莱指出，这些橡胶带或任何能把 
电子结合在一起的东西必须包括在能量和动量的计算之内。为此缘故，这一附加的非电性 
力才被賜以一个更优雅的名字 ：“庞 加莱应力”。如果这些附加力也包括在计算之内，则用两 
种办法计算出来的质量也将有所改变(在某种意义上改变程度取决于一些详细假定），而结 
果就会与相对论一致。也就是说，从动量计算得来的质量与从能置计算得来的质量相同。 

然而，它们两者都各含有两种 贡献： 电磁质置和来自庞加莱应力方面的贡献。只有当这两方 
面相加起来时才能获得协调一致的理论。 

因此，不可能按照我们所希望的方式得出所 有质撤 都是电磁性质 a 的结论。如果除 r 
电动力学之外别无其他的话，那它就不是一个正规的理论。必须补充其他某种东西。不管 
你称作什么—— ••橡 胶带”或是“庞加莱应力”还是其他什么——要构成这种协调一致的理 
论,在自然界中就必须存在其他的力。 

很明显，当我们不得不把一些力放进电子内部时，整个概念的美妙之处就开始消失。 
节情变得十分复杂。你可能 会问： 那些应力有多强呢？电子怎样摇动呢？它到底会不会 
振动？它的内部特性如何？如此等等。也许有可能电子的确具有某些复杂的内部特性。 

假如按照这些方向创立一个电子理论，就可能预言一些像振动模式那样的奇特性质，而 
这些性质却从未明显地被观测到。我们所以说“明显地"，是因为已在自然界中观测到大 
»仍未能形成观念的东西。可能有朝一日会发现，今天我们所未能理解的东西之 一（ 比 
如^介子）实际上能够被解释为庞加莱应力的振动。这似乎不合理，但没有任何人能说 
得准。有许多关于基本粒子的事情我们还不了解。不管怎样，这一理论所包含的复杂结 
构是不受欢迎的，但企图用电磁学理论来解释全部质 a 的尝试一至少按我们所描述的 
那种办法——则已走进了死胡同。 

我们愿意稍微多想一想，为什么当场里的动量与速度成正比时我们就说已有了质嫌。 

这很容易！质量就是在动置与速度之间的那个系数嘛。但我们也可按另一种方式来看 
待质置 ：如果 为了加速一个粒子你得施力，那么它就具有质董。因此，如果我们稍微仔细 
地考察力是从哪里来的，则可能对我们的理解有所帮助。你怎么会知道必须有一个力 
呢？因为我们已证明了场的动量守恒定律。如果你有一个带电粒子并推动它经历一小 
段时间，那么在电磁场中将有一些动量。动置必定已被以某种方式注入场中。因此就必 

然会有某一个力推动电子而使其运动-个除了需要克服机械惯性之外的附加力，即 

一个由于电磁相互作用引起的力。同时必然有一个反作用于“推动者”之上的相应的力。 

但究竟这个力是从哪里来的呢？ 

图景大抵就像是这样。我们可以把电子想象成一个带电球体，当它静止时，每一部分电 
荷都将与其他每一部分互相排斥，但力全部都成对地抵消掉，因而并没有任何逢力存在[见 
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图 28-3( a )]。 不过，当电子正在加速时，由于事实上电磁影响从一点传播至另一点需要时 
间,所以那些力就不再平衡了。例如，在图 28-3( b ) 中由那一部分作用于 a 那一部分的力 
取决于在某一较早时刻的位置，如图中所示。力的大小和方向都取决于电荷的运动。如果 
电荷正在加速，则作用于电子各不同部分的力也许会如图 28-3( c ) 所示的那样。当把所有 
这些力都加起来时，它们并不互相抵消。对于均匀速度来说它们就会抵消，尽管初看起来似 
乎甚至对于匀速运动这推迟作用也会给出一个非平衡力。但结果是，除非电子正在加速，否 
则就不存在净力。在加速的同时，如果我们考察电子的各部分之间的力，则作用与反作用不 
会严格相等，从而电子施于本身一个力，该力试图阻碍其加速。它被自身所阻碍。 



田 28-3 由于推迟作用，所以作用于一个加速电子上的自力不会等于零 < dF 指作用于面元心上的力 i 
则指由在面元上的电荷作用于面元 da . 上 的力） 


要算出这个自作用力是可能的,但不那么容易，可是在这里我们还不打算从亊这种复杂 
的计算。我们将告诉你们关于一个相对不那么复杂的一维一比方说沿 T 方向一运动 
的那种特殊悄况的结果。这时，自作用力就可以写成一个级数。级数的首项依赖于加速度 
王，第二项依赖于等等结果得出 

F = « + • xH --. (28.9) 

QC «3 C C 

式中 0 和7都是数最级为 1 的数字系数。 i _ 项的系数 0 取决于所假定的电荷分布，如果 
电荷均匀分布于一个球面上，则 a = 2/3。因此就有一项正比于加速度，它与电子的半径 a 
成反比，而与我们在式 （28.4) 中所获得的关于^ %11 的数值完全相同。如果所选的电荷分 
布不同，因而 o 改变，则式 （28.4) 中的分数2/3也会按相同的方式改变。含 F 项与所假 
定的半径^无关，因而也与所假定的电荷分布无关，它的系数玲鳄等于2/5。再下一项与 
半径 a 成正^5其系数 y 则取决于电荷的分布情况。你会?,如果我们让电子半径 
a 趋于零，则末项（以及一切更高 次项） 将趋 于零； 第二项保持 不变； 但那首项——电磁 
质 S ——趋于无限大。而且，我们能够看到，这无限大是由于电子的一部分作用于另一 
部分上的力引起的一由于我们承认了“点”电子可能会作用于其自身这件也许 是蠢事 
所引起的。 


• 我们是在采用这么一种 记法 ： i = < Lc / d », 丨= d ^/ dr 1 , 丨= dk / dt 1 , 等等。 
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§28-5 改进麦克斯韦理论的尝试 

现在我们愿意来讨论也许可以将麦克斯韦的电动力学理论做某种改进，以便使得电 
子作为一个简单点电荷的那种概念能够维持得住。为此曾做过许多种尝试，而其中有些 
理论甚至能将事情安排得使电子质置全都是电磁性质的。但所有这些理论如今却都已 
消声匿迹了。要来讨论曾被提出来的某些可能性一借以看看人类智力中的一些奋斗历 
程——仍是有意义的。 

我们是通过谈论一个电荷与另一个电荷之间的相互作用而着手进行我们的电学理论 
的。然后又对这些相互作用的电荷建立一种理论并最后得出场论。我们对此竟如此相信， 
以致承认它所告诉的有关电子中的一部分对另一部分的作用力。也许整个困难就在于电子 
根本不会对其本身进行作用，也许从分开电子的相互作用过渡到一个电子与其本身的作用， 
这概念外推得太远了。因此在有些提出的理论中，电子作用于自身的可能性给排除掉了。 
于是，就不再存在由于自作用而引起的那种无限大。并且，也不再有任何与粒子联系着的电 
磁质 ft 。 所有质量都回到机械性质上面，但在这种理论中仍有一些新的困难。 

我们必须立即说明，这样的理论要求对电磁场概念加以修改。你会记得,我们开始时就 
讲,作用于任何位 H 的粒子上的力仅由两个激 E 和 B 来确定。如果我们放弃了“自作用 
力”，则这一说法可能不再正确，因为假定某处有一电子，它所受的力并非由总£和总 B 给 
出，而只是由别的电荷所产生的那些部分 E 和 B 给出。因此当计算一个电荷受力作用的情 
况时，我们总得记住, E 和 B 中^多少来自那个电荷，而又有多少来自其他电荷。这使得理 
论烦琐得多，但却消除了那个无限大的困难。 

因此，如罘我们乐寒，便可以说不存在诸如电子作用于其本身这 种审情 ，因而抛弃了式 
(28. 9) 中^这么一来，我们却把小孩连同洗澡盆里的水一起倒掉了！因为式 
(28.9) 中的第二项，即含7的项，仍然是需要的。这个力处理某种事情十分确切。如果你 
把它丢掉，你又将陷入困难之中。当我们加速电荷时，它会辐射出电磁波，从而损耗了能 M 。 
因此，加速电荷,比加速相等质量的中性物体，必然需要更大的力，否则能置不会 守恒。 我们 
对加速粒子所做的功率必须等于每秒内由于辐射而损耗的能置。以前就曾谈论过这种效 
应一它被称为辐射阻尼。不过我们仍需回答这样一个 问题： 必须用做功来抵抗的那个附 
加力究竟来自何方？当一巨大天线正在辐射时，力来自天线中的一部分电流对另一部分电 
流的影响。对于正在向真空空间辐射的单个的加速电子来说，力似乎只能从一个地方来—— 
即从电子的一部分对另一部分的作用而来。 

我们回到第1卷第32章中后发现一个振动电荷辐射能量的功 率为： 

:=吾乎 ⑵肩 

让我们看看为抵抗式 （28. 9) 的自身力而过电子所搜的功率来说，能够得到些什么。功 
率等于力乘速度，或: 

•• • 2 〆I / oq 11 \ 
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第一项与 di 2 /( k 成正比，因而恰好对应于与电磁质量联系在一起的动能 j - mv 2 的变化率。 

第二项可能对应于式 (28. 10) 中的辐射功率，可是它仍有所不同。差异来源于这样的事实， 
即式 (28. 11) 中的那一项是普遍正确的，而式 (28. 10) 却只对^电荷才正确。我们能够证 
明 ：如果 电荷运动是周期性的，则这两者等同。为此，将式 (28" rrr ") 中的第二项重新写成 


那不过是一种代数变换。如果电子运动是周期性的，则土±_这个量会周期性地回到相同的 
值，因此若对它的时间微商取平均便会得到零。然而，第二项却总是正的（它是一个平方）， 
因而它的平均值也是正的。这一项给出了所做的净功,并恰好等于式 (28. 10)。 

为了使在辐射系统中的能董守恒，那个由 F 所表示的自身的力项是必需的，因而不能 
把它丢掉。事实上，洛伦兹所取得的成功之一就是在于证明存在这种力并且它来自电子对 
其本身的作用。我们必须相信电子对其本身作用的概念，并霈要含 i 的项。问题在于如何 
才能获得该项，而又不至于同时得到式 (28. 9>中的第一项， 那是一 切困难之源。我们不憷得 
应该怎么办才好。你看，经典电子理论已经把它自身推进了困境。 

为了解决事情已有了修改定律的若干种其他 尝试。 由玻恩和因费尔德建议的一种办 
法，是用一种复杂的方式来改变麦克斯韦方程组，使其不再是线性的。这样，电磁能 M 和 
动《就可以表现出有限大，但他们所倡议的这些规律还预言了一些从未被观测到的现 
象。他们的理论也遘遇到另一种我们将在下面谈到的、为避免上述毛病所做的一切尝试 
所产生的共同的困难。 

下述独特的可能性是由狄拉克提出的。他 说：让 我们认为电子通过式 （28. 9) 中的第二 
项而不是第一项对本身作用。然后他又有一种能消除其中一项而不消除另一项的精巧计 
划。他说，看！当只取麦克斯韦方程组的推迟波解时我们做过一种特殊的假设，要是代之以 
取那些超前波，就会得到一些别的东西。关于自作用力的公式应是 

F = 0 ^ jx+|^F + y $： i " + m (28.12) 

除了级数中的第二项和某些更高次项的符号外，这个式子几乎与式 (28. 9) —样[从推迟波变 
成超前波不过改变了推迟的而不难看出，这相当于处处都改变 t 的符号。对于式 
(28.9) 的唯一效果就是改变所有奇数次的时间微商的符号]。所以，狄拉克说，让我们建立 
一个新的法则，即电子是通过它所产生的推迟与超前两种场的差值之一半而作用于其本身 
的。这样，式 (28. 9) 与 （28. 11) 之差除以2,便是 

F =_| + 更高 次项. 

在所有更高次的项中，半径 a 仿佛是分子中的某个正次幂。因此，当我们趋向点电荷的极限 
时，就只会得到那么一项一恰恰是所需要的。就这样，狄拉克得到了辐射阻力而不是惯性 
力。电磁质量不见了，而经典理论也得救了——可是却付出了关于自作用力的任意假定的 
那种代价。 

狄拉克的附加假设的任意性至少部分地被惠勒和费恩曼所排除，他们提出了一个更加 
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奇怪的理论。他们建议点电荷 g 与其他的电荷相互作用，但这种相互作用一半是通过超前 
波而另一半是通过推迟波产生的。最令人惊奇的是，在大多数场合下你将不会看到超前波 
的任何效应,但它们却的确具有刚好产生辐射作用力的效应。该辐射阻尼并不晕由于电子 
对本身的作用，而是由于下述的特殊效应。当一电子在时刻 i 被加速时，它¥¥较后时刻 
t ' = < + r/c (其中 r 为至其他电荷的距离）摇动世界上所有其他电荷，这是由于 ggi 的作 
用。但此时别的电荷又通过它们的輯前波从后面作用于原来那个电子上，这些在等于 
〆 减老 r / c 的 广时刻 、当然也就恰恰在 < 时刻上到达(它们也用其推迟波从后面作用，但那不 
过 i 应于正常的“反射”波罢了）。超前波与推迟波的组合意味着，当一个振动电荷正在被 
加速时它会感觉到来自所有“将要吸收”其辐射波的那些电荷的力。你看在试图获得关于电 
子的理论时人们已陷入多么严重的困难之中！ 

现在要来描述另一种理论，以表明当人们碰到麻烦时会想些什么。这是由博普提出的 
对电动力学定律的另一种修改。你会认识到，一旦你决定要来修改电动力学方程组时，你可 
以在任一个想要下手的地方开始。可以改变关于电子的力的定律，或者改变麦克斯串方程 
组(正如我们在已描述过的例子中所见到的），或者也可在其他某个地方做出改变。一种可 
能性是去改变那些用电荷和电流给出的势的公式。我们的这些公式之一已经表明在某一点 
的势是由较早时刻在任何其他点上的电流(或 电荷〉 密度所给出的。应用有关势的四维矢量 
符号表示法,可写成 


= (28.13) 

博普的美妙而又简单的想法是 ：也许 困难出在这个积分里的因子 1 A ■上。假设我们从此开 
始，即只是通过假定在某点上的势取决于在任何其他点上的电荷密度作为该两点间距离的 
0函数，比如说 /( n 2 ) 吧。于是，在点（1>处的总势就将由人乘以这一函数而对全部空间 
的积分所 给出： 

— r „ / c )/( r 12 ) dV 2 . 

这就是一切。既没有微分方程,也没有其他的东西。噢，还有一件事情。我们也要求这结果 
应该是相对论性不变的。因此所谓“距离”，我们应取在时空中两点间的不变■•距离”。这一 
距离的平方(在一个无关紧要的符号变化范围之内）为 

= c 2 ( t , - t 2 y - r\ t = c *( t , — t t y — ( x , - x t y - (>, - y t y - ( z , - z 2 y . 

(28.14) 


因此,对于一个相对论性不变的理论来说，我们就应当采取 〜的大 小的某一函数，或与此相 
同的，即采取4的某一函数。因此博普理论就是 

A ,( l , o = p ,(2, “） F ( A ) dV 2 dG (28.15) 

(当然，这积分就应该是对整个四维体积 dt 2 dx z d yi dz 2 进行）。 

剩下的一切就是要选取一个适当函数作为 F 。 对于 f ■来说，我们仅仅假定这么一点一 
即除了自变数接近于零处都十分微小——使得 F 的曲线像图 28-4 所示的那样。它是一个 
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狭窄钉形，具有一个集中于=0处的有限面积，我们可以说它的宽度约等于 V 。不妨粗 

略地这样说，当我们计算点 （1) 的势时，只有当 
A — 4是在零点的土 a 2 之内时那些 

点(2>才能产生一些可观的效应。我们可以指出， 
这点只有对于 

= /( A 士 a 2 (28.16) 

这种情况 F 才是重要的。你如果乐意，还可以使 
它更为数学化些,但那是我们的想法。 

现在假定 <2比起像电动机、发电机等普通器 
物的大小来要小得多，以致在正常问题中总是 
r „ 》 a 。 这样式 (28. 16) 表明，只有在 t ,- t 2 处于 
下列的小范围内那些电荷才会对式 （28. 15) 的积 
分有所 贡献： 

c (. t , — t z ) ± a 2 r„^l ± 

由于 / r { t 《 1, 所以平方根可近似为 1 士 
a I /(2 r | 2 ), 因而 

这有什么含义呢？这一结果表明，在的积分中只有与我们要计算的势所处的时刻 
t , 相差为推迟时间 r l2 / c —带有一个只要符合 r „» a 便可以忽略的改正项——的那些 g 
Utz 才是重要的。换句话说 ，博符 的这个理论在它给出推迟波的效应这一意义上来说是接 
近麦克斯韦理论的——只要我们远离任何特定的电荷就行。 

事实上，我们能够 约略地 看出式 （28. 15>的积分将给出什么结果。如果首先对于 G 从 
一沈至+如进行积分一保持> 12 固定不变——那么4也将从一 OO 进至+ 00。该积分将全 
部来自以 G — r , 2 / c 为中心、而在狭小宽度△/ 2 = 2 a ! /(2 r „ c ) 内的那些 G 的贡献。设函数 
/^(?)在 s 2 = 0处具有值 K , 则对于 t , 的积分近似为,或 

Ka 2 J 上 
c f\i 

当然，还应该取 G A 时的九值，因而式 (28.15) 就变成 

A,(l, t| ) = ^f > - ( 2 ' f ， ~ r ， z/c) dV ; . 

c J r lt 

如果我们挑选 K = 1/47^0^,则正确地回到了麦克斯韦方程组的推迟势解一自动地包 
含了 1/ r 的依存关系！而这全都来自一个简单的主张，即在时空中某一点的势取决于在时 
空中所有其他各点的电流密度，不过带有两点间四维距离的某个狭窄函数的权重因子。这 
一理论再次预言电子的电磁质置为有限大，而能量与质量之间也具有正确的相对论关系。 





第 28 章电磁质量 | 39 

它们必然如此，因为这理论从一开始就是相对论不变的，而一切似乎都是正确的。 

然而这一理论，以及我们所曾描述过的所有其他各种理论，都存在一个基本缺点。我们 
知道的一切粒子都遵循量子力学规律，因而对电动力学的量子力学修正是必须做的。光的 
行为像光子。它并非百分之百地像麦克斯韦理论所描述的那样。因此，电动力学理论就必 
须改变。我们已经提出过，为了修正经典理论而如此艰苦地工作也许是白费时间，因为结果 
可能 是:在 量子电动力学中那些困难将消失或可以按照其他某种方式得到解决。可是，这些 
困难在量子电动力学中却也未被消除。人们之所以花那么多精力试图解决这些经典困难， 

原因之一就是希望假如他们能够先解决这些经典困难，然后才去做量子力学方面的修正，则 
—切都可能被搞清楚。但在做了量子力学的修正之后麦克斯韦方程组仍然存在困难。 

置子效应确会造成某种变化一有关质量的公式被修改了，而普朗克常量出现了—— 

但答案仍然出现无限大，除非你想办法截止积分——正如我们过去在 r = a 处不得不终止 
经典积分那样。而答案就取决于你怎样去截断那些积分。可惜我们在这里不能向你们证明 
这些困难实际上是基本相同的，因为我们对于量子力学理论迄今掌握得那么少，而对于遣子 
电动力学甚至更少。所以你就必须仅仅相信我们的话，即麦克斯韦电动力学的量子化理论 
对于一个点电子来说会给出无限大的质量。 

然而，事实证明，迄今从未有人在从任何一个已经修改过的理论造成一种自洽的量子理 
论方面取得过成功。玻恩和因费尔德的想法从没有满意地转变成量子理论。狄拉克的或惠 
勒和费恩曼的关于超前和推迟波的那些理论也从未被转变成满意的量子理论。博普的理论 
同样也未曾被转变成令人满意的置子理论。所以今天，对这一问题还没有已知的解答。我 
们还不懦得如何去形成对电子或对任一个点电荷不会产生出无限大自能的一种协调一致的 
理论一包 括最子 力学。而在同时，也没有描述一个非点电荷的令人满意的理论。这是一 
个还未得到解决的问题。 

当你决定仓促地去做出一个理论、其中电子对其本身的作用完全被消除、以致电磁质量 
不再具有任何意义、然后建造置子理论时，那你就应该被赘告说，你一定会陷于困难之中。 

有明确的实验证据表明，电磁惯性是存在的一有证据表明，带电粒子的某些质 S 的确起源 
于电磁性质。 

在较古老的书本中往往会说，由于大自然显然不会向我们提供两个粒子-个是中 

性的而另一个是带电的，其他方面则全都相同一我们就将永远不能够说出有多少质量是 
属于电磁的而有多少质量是属于机械的。但结果弄清楚，大自然 E 绎足够仁慈来供给我们 
恰恰就是这样的物体，以致通过比较带电粒子的观测质量与中性€的观测质量，就能够道 
出是否有电磁质量。例如，在自然界中存在中子和质子，它们之间具有巨大的相互作用 
力——核力一其来源还不清楚。然而，正如我们已经描述过的，核力具有一种引人注目的 
性质。 就核力方面来说，中子与质子完全相同。就我们所能说的，中子与中子、中子与质子、 
质子与质子间的核力全都相同，只有那小小的电磁力才是不同的。从电方面说，质子与中子 
间的差别有如白^黑夜，这恰好就是我们所需要的。我们拥有两种粒子，从强相互作用的 
观点看是全同的,但从电方面看则是不同的。而它们在质量上存在一个小差别。质子与中 
子间的质量差别一用兆电子伏的单位来表示静能 me 2 之差一约为 1. 3 MeV , 约等于电 
子质量的 2. 6倍。于是经典理论会预言它们具有一个约等于经典电子半径的1/3至1/2、 
或约为 10-' 3 cm 的半径。当然，人们实际上应该应用量子理论，但依靠某种奇怪的偶然性， 
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所有的常数——2^和等等-起使得量子理论给出与经典理论近似相同的半径。唯一 

的毛病是符号错了!中子比质子还要重。 

^28-1 粒子质量 


粒 子 

电荷（电子电荷 单位） 

质置 （ MeV > 

Am '( MeV ) 

n (中 子） 

0 

939.5 


P (质子） 

+1 

938.2 

— 1.3 

k ( k 介子） 

0 

135.0 



±1 

139.6 

+ 4.6 

K ( fC 介子） 

0 

497.8 



士 1 

493.9 

-3.9 

超子） 

0 

1 191.5 



+1 

1 189.4 

-2.1 


-1 

1 196.0 

+ 4.5 


- Am =( 带电粒子的质 ■>_( 中性粒子的质量）。 


大自然还提供几种别的粒子对——或三重态一除了它们的电荷之外其他各方面的表 
现都完全相同。它们通过所谓核力的“强”相互作用与质子和中子发生相互作用。在这种相 
互作用中，给定种类的粒子一比如说 1 C 介子——除了它们的电荷之外在每一方面的行为 
都像一个物体。表 28-1 上给出这些粒子的一张清单，包括对它们测定的质量。那些带电的 TV 
介子——无论正的或负的一都具有 139. 6 MeV 的质量，但中性！ t 介子较轻为 4. 6 M e V 。 
我们相信,这一质 M 差是电磁性质的，它可能相当于一个半径为3至 4 X 10 cm 的粒子。你 
将从表上看到其他粒子的质 M 差往往一般大小相同。 

现在这些粒子的大小是可以由其他方法、诸如由在高能碰撞中所表现出来的直径来测 
定的。因此，这电磁质 fi 似乎一般都与电磁理论相符，只要在场能的计算中在用其他方法得 
到的相同半径处截止积分。这就是我们为什么要相信这些差值确实代表了电磁质》的原因。 

你无疑会对表中那些质 M 差的不同符号感到担心。弄清楚为什么带电粒子比中性粒子 
较重挺容易，但像质子和中子那样的粒子，测》出来的质量差倒表现出相反的符号，那又是 
怎么一回事呢？噢，结果是，这些粒子较为复杂，因而对于它们电磁质 ft 的计算就一定要更 
精细些。例如,尽管中子没有受电荷，但在其内部搏有一种电荷分布——只是其受电荷等于 
零。事实上，我们相信中子至^有时看来像一个被^ Tt 介子“云”所包围着的质子，如图 28-5 
所示。尽管由于总电荷等于零，中子表现出“中性”，但它仍然具有电磁能量(例如，它具有磁 
矩） ，因此，若没有其内部结构的详尽理论，就不容易讲出电磁质量差值的符号来。 

我们在这里只希望强调下述几点：（1>电磁理论预 
言有一种电磁质量存在，但它这样做时也会落到嘴哨 
泥，因为它不会产生一个协调一致的理论一而对于量 
子修正也是 如此； （2) 关于电磁质量的存在是有实验依 
据的； 而 （3) 所有这些质量都大体上与电子的质量相同。 
因此，我们又回到了洛伦兹的原来想法——也许全部电 
子质量纯粹是电磁性质的，也许整个 0.511 MeV 都起源 
S 28-5 有时,中子可能作为一个由于电动力学。究竟是，还是否呢？由于我们还未得到一 
一负》介子包围着的质子而存在 套理论，所以就不可能说出什么来了。 



负 k 介子 


质子 
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必须提起最令人烦恼的另一点信息。在世界上还有一种叫 作;/ 介子的粒子，迄今我们 
所能说的除了质量外，它和电子没有一点区别。它每一方面的表现都很像电子 ：它能 同中微 
子、电磁场发生相互作用，但就是没有核力。它的行为丝奄无异于电子——至少，没有什么 
事情不能被理解为仅由于它的较高质量 (206. 77倍电子质量）的后果。因此,每当有人最后 
获得关于电子质置的解释时，他将对^介子从何处得到它的质量感到困惑。为什么呢？因 
为无论电子干什么, / i 介子总是同样地干什么——所以质置理应表现相同。有人坚定地相 
信这么一个观念 ，即# 介子与电子是同一种粒子，而在有关质量的最后理论中，对质量的公 
式将是一个具有两个根的二次方程一每种粒子一个根。也有一些人建议，该公式将是一 
个具有无限多个根的超越方程，而他们正在猜测 ：在这 个系列中其他粒子的质量应该是什 
么，以及为什么这些粒子还未曾被发现。 

§ 28-6 核力场 


我们愿意对那一部分非电磁性质的核(粒)子质量进一步做某些评述。这另一大部分质 
S 究竟从哪里来的呢？除了电动力以外还有别的力——像核力——它们也有本身的场的理 
论，尽管没有人知道现行的理论是否正确。这些理论也预言对核粒子提供与电磁质 ft 相似 
的质嫌项的场能，我们可以把它称为 “ tt 介子场质》”。它大概会十分巨大，因为那些力非常 
强，而这可能就是重粒子的质置起源。但有关介子场的理论目前还处于《初步的状态。即 
使利用发展得 敁完善 的电磁理论，我们仍然发现在解释电子质 撤时难 以获得成功。至于对 
介子理论,我们就像击球手在棒球场上三击不中而退下场的情况。 

由于同电动力学存在着有趣联系，我们将花一点时间来略述介子理论。在电动力学中， 
场可以用满足下列方程的一个四维矢嫩来 描述： 

口 , A , =源. 

现在我们已经知道，一部分场可以被辐射出去，因而可以离开源而存在。这部分场就是光的 
光子，而它们是由一个无源的微分方程描 述的： 

口 , A , = 0. 

人们曾经议论说，核力场也应有它自己的“光子”一它们大&会是 n 介子一而且它们应 
该由一个相似的微分方程来描述（由于人类脑子的弱点，我们不能想出某些真正新的东西， 
因而才通过与已知的东西的类比来进行论证 h 因此,介子方程式也许就是 


□4 = 0 , 


其中彡可能是一个不同的四维矢量或也许是一个标量。结果证明 Tt 介子没有偏振，所以炎 
应为标量。如果采用 这一简 单方程口4 = 0 , 则介子场应该随着与源间的距离按 1/ r 2 变 
化，正如电场那样。苛是我们知道，核力具有短得多的作用距离，因而该简单方程式就不适 
用。有一种办法能够使事情改变而又不会破坏相对论不 变性： 我们可以对达朗贝尔算符加 
上或减去一个常数乘以夂因此汤川秀树就曾建议,核力场的自由量子或许遵循 方程： 


U 2 *-1x^ = 0, 


(28.17) 
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式中 〆 是一常数——也就是一个不变的标量（由于口 2 是四维空时中的一个标量微分算 
符,所以如果我们对之加上另一个标量，它的不变性仍然成 立〉。 

让我们来看看，当情况不随时间变化时式 (28. 17) 会给出一个怎么样的核力。我们希望 
有满足下列方程的围绕着处于原点的点源的球对称解。 

VV — 〆彡= 0. 


如果4仅取决于 r , 则我们知道 


因此有 方程: 




或 £ j ( r .、= W >. 

若把 ( r ^) 想象成因变数 ft , 则这便是我们曾经多次见过的一个方程。它的解是 


♦ = K^- r /r. 


(28. 18) 


这一函数称为场 川势。 对于吸引力来说， K 为负数，其大小必须调整到与实验上所观测到 

的力的强度相符。 



核力的汤川势按指数因子衰减得比 1 A 更快。 
对于超过的那些距离，这个势一从而这个 
力一降落到零要比 1/ r 快得多，如图 28-6 所示。 
核力“范围”要比静电力“范围”小得多。从实验上发 
现，核力并不会超出约 10 - ,J cm , 因而户〜 10 IS m -' 0 
后，让我们看看方程式 （28. 17) 的自由波 
解。如果将 

代入式 (28. 17) 中，便得 

将频率与能置、波数与动量联系起来，像在第1卷 
第34章末尾我们曾经做过的那样，便可得到 


EI 


一 P 2 


/ ft *. 


上式表明，汤川“光子”具有等于 ^ h / c 的质量。如果我们对^采用核力的观测范围的估计值 
10' 5 m " ，结果质量为 3 X 1( T M g 或170 M e V , 这近似等于所观测到的 K 介子质量。因此，根 
据与电动力学所做的类比，我们会说 n 介子就是核力场中的“光子”。但现在我们已把电动 
力学的那些概念推广到它们可能实际上并不适用的领域中去了——我们已超过了电动力学 
范围而涉及到了核力的问题。 
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§29-1 在匀强电场或匀强磁场中的运动 

我们现在要来描述——主要采取定性方式一在各种不同情况下电荷的运动。电荷在 
场中运动的有趣现象，大多数都发生于有许许多多电荷互相作用着的十#复杂的情况下。 
例如，当电磁波行经一块材料或一团等离子体时，会有亿万个电荷与该波相互作用并彼此相 
互作用。往后我们将进入这样的问题，但现在只希望讨论在给定场中单个电荷的运动这种 
简单得多的问题。这样就可以忽略所有其他电荷——当然除了存在于某处的、借以产生我 
们将采用的场的那些电荷和电流以外。 

我们大概应当首先询问粒子在匀强电场中的运动情况。在低速时,这一种运动并非特别 
有趣，它不过是在电场方向做匀加速运动。然而,如果粒子获得了足够多的能 tt 以致成为相对 
论性的粒子，那么运动就会变得更加复杂。但我们将把这一情况下的问题留给你们自己去解决。 

其次，考虑在没有电场的匀强磁场中的运动。我们已解决了这个问题一其中一个解 
是粒子做圆周运动。磁力 9 VXB 始终与运动方向成直角，因而 dp / ck 垂直于 p 并具有》值 
t ^/ R , 其中 i ? 为圆的半径，即 

F = qvB = 脊 . 

于是该圆周的轨道半径为 

R = 9 i- ( 29 .” 

那只是一种可能性。如果粒子还有沿场方向 
的运动分量，则这个运动是恒定的，因为在场的方 
向不可能有磁力的分嵌。粒子在一匀强磁场中的 
普遍运动将是一个平行于 B 的匀速运动加上一 
个垂直于 B 的圆周运动一轨道乃是一条柱形 
螺旋线（图29-1)。这螺旋线的半径由式 （29. 1) 

给出，只要我们用垂直于场的动量分量 Pi 来代替 
其中的/>。 

§ 29-2 动量分析 

一个匀强磁场往往被用来制造一台高能带电粒子的“动量分析器”或“动量谱仪”。假定 



(») ( b ) 

m 29 - 1 粒子在一匀强磁场中的运动 
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带电粒子在图 29-2( a ) 中的 A 点被射入一匀强磁场，这磁场与该图面垂直。每个粒子将在 

半径正比于该粒子动量的一个圆周上运动。如果 
所有粒子都与场边缘正交地进入场中，那么它们 
将在一个离 A 点距离为: c 的地方离开场，这 x 值 
正比于它们的动量/>。位于诸如某点 C 的计数器 
将只能探测到动量/> = qBx /2 附近间隔 △/> 内的 
那些粒子。 

当然，并不要求粒子在它们被探测到之前都要 
走过180°,但这种名为“180°谱仪"却具有一种独特 
性质，并不一定要求所有粒子全都与场的边缘成直 
角进入场中。图 29-2( b ) 显示三个粒子的轨道，它 
们都拥有相同的动 M , 但以不同角度进入场中。你 
看到它们各取不同轨道，可是全都在很靠近于 C 点 
处离开了场。我们说存在一个“焦点”。这种聚焦 
特性有其优越之处，即在 A 点有较大角度的粒子也 
可以被接收到一虽然往往得强加上某些限制，如 
图中 所示。 对一个较大角度范围的接收经常意味 
着较多的粒子在给定时间内被计算了进去，这就减 
少了对给定的测置所需的时间。 

通过变更磁场，或沿: r 轴移动计数器，或由运 
用许多个计数器覆盖: t 的一个范围，入射束的动揪 
"谱”就可以被测得了 [所谓“动* 谱 ”/(/>), 我们指的是动 fi 在与 （/> + #) 之间的粒子数 
为 /( / >) dp ]。 比方，这样的方法曾用来测定各种原子核在#衰变中的能 M 分布。 

有许多其他形式的动谱仪，但我们将只描述具有特别大接收立体角的那一种。它是 
以如图 29-1 所示的那种在均匀强场中的螺旋轨道为基础的。让我们设想一个柱面坐标系 
P ， 6, z , 使得 z 轴沿着场的方向。如果粒子相对于 z 
轴以某一角度 a 从原点射出，则它将沿方程为 
p = asin kz , 0 = bz 

的螺旋线运动，其中 a , b 和 Jk 都是你可以容易用 
a 和磁场 B 来表示的参数。如果对于给定的动置， 

但对于几个不同起始角，把与轴的距离^作为 z 的 
函数画成曲线，则我们将得到像图 29-3 所示的那些 

实曲线(记住这不过是对一条螺旋形轨道的投 影）。 当入射方向与轴成较大角度时, P 的峰 
值变大，但其纵向速度则变小，从而使不同角度的轨道趋向于在图的 A 点附近形成一个“焦 
点”。如果我们放罝一个窄孔于 A 处，那么在一个起始角范围内的粒子仍然能够全部到达 
并穿过窄孔到达 z 轴，在那里粒子可由一个长条形探测器 D 进行算数。 

以较大的动量但以相同的角度从原点处的源射出的粒子，将遵循图中所示虚线轨道运 
动而不能穿过 A 处的窄孔。因此，这台仪器将选出一个小间隔的动量。与上述第一种谱仪 






⑻ 



图 29-2 匀强磁场，180°聚焦的动置谱 
仪 ：（ a > 动量 不同； （ b ) 角度不同（磁场方向 
与图面垂直> 
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相比它的优点 是:孔 A 以及孔都可以做成环形孔，以便使在一个相当大的立体角范围内 


离开了源的粒子都能够被接收到。来自源的大部 
分粒子都给应用上了——对于弱源或对于十分精 
密的测量这都是一个重要优点。 

然而，人们为这个优点付出了代价，因为这样 
做需要一个大体积的匀强磁场，而这往往仅对低 
能粒子才是切实可行的。你会记得，制造匀强磁 
场的一种办法是在球面上绕一个线圈，使得其面 
电流密度正比于角度的正弦。你也能够证明，这 
同样的事情对于一个旋转椭球.来说也属正确。因 



此这种谱仪往往通过在一个木（或 铝〉 架上 绕一个 m 29-4 毎个轴线间隔 Aj : 中有相等电流 

椭球形线圈来制造，所要求的一切就是在每个轴 的椭球形线圈在其内部产生匀强磁场 

线距离间隔 Ax 内的电流都相同，如图 29-4 所示。 


§29-3 静电透镜 

粒子聚焦有许多应用。例如,在电视显像管中那些离开了阴极的电子被聚焦在显示屏 
上一为了形成一个细斑。在这种情况下，人们希望把所有具有同一能 M 但以不同起始角 
射出来的粒子都聚集在一小点上。这一问题就像用透镜使光聚焦一样，因而对粒子也会做 
这种相应亊情的器件就也叫作透镜。 

电子透镜的一个例子被简略地画成图29-5。它是一个静电透镜，它的作用取决于两相 
邻电极间的电场。其运用情况可通过考虑从左边进来的平行电子束会发生什么来加以理 
解。当各电子到达区域《时，它们会感受到一个具有侧向分量的力而获得使其弯向轴心的 
某个冲力。你也许会想到，它们会在区域6获得一个相等而相反的冲力，但事实却不是这 
样。当电子到达区域6时它们已得到了能嫌，从而在6区停留的时间就较短。力还是一样， 
但时间短些，冲力也就小些了。在从 a 区进至6区时，就有一净的轴向冲力，因而电子会弯 
向一个共同点。在离开了高电压区之后，这些粒子又得到指向轴心的另一次冲击。在 c 区 
的力是向外的而在 d 区的力则是向内的，但粒子在后一区域里停留的时间较长，因而又再 
受到一个净冲力。对于离轴心不太远的点，通过透镜时的总冲力与离轴线的距离成正比（你 



图 M - S 静电透镜。这里所示的场线是 ■■力 线”，也即 gE 线 
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能否看出个什么原因来），而这正是透镜式聚焦所必要的条件。 

你能够用同样的论据来证明，无论中间电极的电势相对于其他两极是正还是负，都会有 
聚焦作用。这一种类型的静电透镜通常用于阴极射线管或某些电子显微镜中。 


§29-4 磁透镜 


另一种透镜——常出现在电子显微镜中——就是简略如图 29-6 所示的磁透镜。一个 
柱形对称的电磁铁具有十分尖锐的圆形尖极，因而能在一小区域里产生一个非均匀的强磁 
场。一些沿垂直方向运动的电子在通过这一区域时给聚焦了。你能够通过考察如图 29-7 
所示的极尖区域的放大图像而理解其机制，考虑相对于轴线以某一角度离开了源 S 的^和 
6两个电子。当电子 a 到达场的开始部分时，它被场的水平分量所偏转以致 离开了你 。但 
这时电子将有一横向速度，使得当它经过强的垂直方向场时会得到一个指向轴心的冲力。 
它的横向运动当离开场时便给该磁力所消除，因而净效应就是一个朝向轴心的脉动加上一 
个环绕轴线的“旋转”。作用于粒子6上的所有力都与此相反，因而它也被朝向轴心偏转。 
在这图中，那些发散出去的电子都被引入平行路径。这作用就像置一物体于透镜的焦点上 
一样。 安罝在 上部的另一个相似透镜则可用来把这些电子再聚焦回到一个单独的点上去， 
造成源 S 的像。 



图 29-6 磁透镜 


7 



m 29-7 在磁透镜中电子的运动 


§ 29-5 电子显微镜 


你们知道，电子显微镜能够“看见”光学显微镜所无法看到的非常微小的物体。我们曾 
在第1卷第30章中讨论过由于透镜孔径的衍射给任何光学系统带来的基本限制。如果透 
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镜孔径对源点所张角度为 20( 见图 29-8), 若在源处的两相邻的圆点的间距比 


要小,则不能把它们看成分开的点，式中 A 为光的波长。用最 
优良的光学显微镜，设0趋近90°的理论极限，因而5约等于 
即约为5 000入。 

对于电子显微镜来说这同一限制也应该适用，不过这里 
的波长一对于50 kV 的电子一约为 0.05 A 。 假如人们能 
够采用一个接近30°的孔径，就应该能看到相距只有 0. 2 A 的 
两物体。由于分子中原子的典型间距为1或2人，所以我们就 
能拍得分子的照片。生物学会变得较为容易，我们将拥有关 
于脱氧核糖核酸结构的照片，那将是多么重大的一件事情呵！当前分子生物学领域中大多 
数研究工作就是企图弄清楚复杂有机分子的形状。但愿我们能够看到这些分子！ 

可惜，迄今在电子显微镜中能够获得的最高分辨本 
领还只是接近20 A 。 原因是，还没有人能够设计出一种 
具有大孔径的透镜。所有一切透镜都带有“球面像差”， 
那窓味着与轴成大角度的射线与近轴射线有不同的聚 
焦点，如图 29-9 所示。通过特殊技术，光学显微镜的透 
镜可以造得忽略掉球面像差，但迄今还没有人能制成避 
免球面像差的电子透镜。 

事实上，人们能够证明，我们曾经描述过的任何静 
电透镜或磁透镜一定会有不可能消除的球面像差。这 
—像差一和衍射在一起一把电子显微镜的分辨本 
领限制在目前的大小。 

我们所提及的那种限制不适用于非轴对称的或在 
时间上不是恒定的那些电场和磁场。也许有朝一曰有 
人会想出一种新型的电子透镜，它能够克服简单电子透 
镜所固有的像差，那时我们将能直接为原子们拍照了。也许会有一天，化学中的化合物将能 
够通过考察原子位 H 而不是通过观察某些沉淀物的颜色来加以分析！ 




受从源点对向的角所限制 


§29-6 加速器中的导向场 


在高能粒子加速器中磁场也被用来产生特殊的粒子轨道。像回旋加速器和同步加速 
器那一类机器，会使粒子反复经过强电场而把它加速至高能。粒子被磁场保持在它们的 
循环轨道中。 

我们已经见到，在匀强磁场中的粒子将在圆周轨道上运动。然而，这仅对于完全均匀的 
场才正确。试设想一个在很大范围几乎均匀、但在某一区域里会稍微强于其他区域里的 B 
场。若把一个动量为/>的粒子放置在这个场中，它便将在一个几乎圆形的轨道内运动，其 
半径为 = 然而，在场较强的区域里这轨道的曲率半径稍微小点。轨道不是一个 
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闭合圆周，它但将在场中“漫步”，如图 29-10 所示。如果我们乐意的话，可以认为场里的这 

个小“误差”产生了一个附加的角度冲击，它把粒子 
送上一个新的轨道。如果粒子要在加速器中绕行几 
兆圈的话，则某一种能倾向于保持各轨道靠近某个 
设计轨道的“径向聚焦”是必需的。 

对于一个匀强场来说，另一种困难是粒子不会 
保持在一个平面内。如果它们以一微小角度开 
始——或通过场中的任一微小误差给予了一个小角 
度——它们便将跑一个螺旋路线而最终会闯进磁极 
或到达真空室里的天花板或地板上。必须做出某种 
图 29-10 在一个稍微非均匀的磁场中 安排来避免这种垂直方向的漂移，场必须同时提供 
粒子的运动 “垂直方向聚焦”和径向聚焦。 

最初,人们会猜测到，可以通过制造一个磁场来 
提供这种径向聚焦，而该磁场随着与设计路线中心的距离的增大而增强。于是，若有一粒子 
跑到较大的半径上去，它便将处于较强的磁场之中而被弯回到其正确的半径上来。如果它 
跑到了一个太小的半径，则弯曲程度将变小，因而又会朝设计的半径返回。 一 个粒子，一旦 
相对该理想圆周以某个角度开始运动，便将在该理想圆周轨道上左右摇摆，如图 29-11 所 
示。这种径向聚焦作用会把粒子保持在该圆周路径附近。 




图 29-11 在一个具有大的正斜率的 图 29-12 在一个具有小的负斜率的 

磁场中粒子的径向运动 . 磁场中粒子的径向运动 


实际上，即使使用相 S 的磁场斜率，也仍会有某种径向聚焦作用。只要轨道曲率半径的 
增大不会快过粒子与^"(1、的距离的增大，这种聚焦作用就可能发生。粒子的轨道将会如 
图 29-12 所示。然而，若场的梯度太大，则轨道将不会回到设计半径上来，而向内旋入或向 
外旋出，如图 29-13 所示。 
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我们通常用“相对梯度”或场指数 r , 来描述场的 斜率： 

” = ( 29 . 2 ) 

如果这个相对梯度大于 一1, 则导向场就能提供径向聚焦。 



田 29-13 在一个具有大的负斜串的 9 29-14 从一个垂直于轨道的截面 

磁场中粒子的径向运动 上来 S —个垂直方向的导向场 


—个径向的场梯度也将对粒子产生垂直方向的力。假设有一个靠近轨道中心处较强而 
在外面较弱的场，那么垂直于轨道的、磁体的垂直方向截面也许会如图 29-14 所示（对于质 
子来说，它们的轨道应该是从页面出来）。如果左边的场比右边的较强，则磁场线必然如图 
所示的那样弯曲。通过应用自由空间里 B 的环流等于零的规律，我们可以明白情况必然会 
是这样。若我们选取如图所示的那些坐标，则 

(▽ XB )，= 尝 -f =。 

由于已假定 3 B ./30： 是负的，所以就必然存在一个相等的3 艮 沒 2 。如果轨道的“标称”平面 
是一个艮=0处的对称平面，则径向分量 艮在这 一个平面之上为负而在其下为正，场线就 
必须弯曲成如图所示的那个样子。 

像这样的一个场将具有垂直方向的聚焦特性。试想象一个质子正在与中间轨道近乎平 
行但却在其上面运动, B 的水平分量将对它施一向下的力。如果质子是在该中间轨道之下 
运动，则力会颠倒过来。因此，就有一个朝向该中间轨道的“恢复力”。根据我们的论证，将 
有一个垂直方向的聚焦作用，只要该華葺方向场随半径的增大而减小。但如果这个场的梯 
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度为正，则将有一“垂直方向的去焦”作用。因此，对于垂直方向聚焦来说，该场指数 n 必须小 
于零。上面我们已求得对于径向聚焦 n 必须大于一 1,这两个条件结合在一起就给出总条件 

-1 <n<0, 

若要把粒子维持在稳定的轨道上,则要满足上述条件。在回旋加速器中，常采用非常接近于 
零的 ”值 ，而在电子回旋加速器和同步加速器中，则一般采用 n =-0.6 的数值。 

§29-7 交变梯度聚焦法 

像这么小的 n 值只会给出相当“弱”的聚焦作用。很清楚 ，一 个有效得多的径向聚焦作 
用应该由一个大的正梯度 (n 》 l) 来提供，但这时垂直方向力就将产生一个强大的去焦作用。 
同理，大的负斜率 U 《一 1) 会给出一个较强的垂直方向力，但却会引起径向的去焦作用。然 
而，约十年前就已经认识到，在强聚焦与强去焦之间的交变力仍然能够产生一个逢的聚焦力。 

为解释交变梯度聚焦法是如何起作用的,我们将首先描述一个四极透镜的工作情况，它 
以上述相同的原理为基础。试设想一个匀负磁场加于图 29-14 中的场上，使其强度调整至 
在轨道处的场为零。合成的场——对于与中立点间的小位移来说——会像图 29-15 所示的 
场。这样一种四极磁体称为“四极透镜”。一个在中点之左或右(从读者一边看）进入场内的 
正粒子会被推回中心。如果这个粒子是在上面或下面进入的，则将被从中点推 g 。 这是一 
个平行方向的聚焦透镜。如果水平梯度被反向一正如可通过变换所有磁极的极性而做到 
的那样一则所有力的符号都将反号，因而我们就有一个垂直方向的聚焦透镜，如图 29-16 
所示。对于这样一种透镜，场强一因而焦聚力一会 随着离 轴的透镜距离线性地增大。 



m 29-15 水平方向聚焦的四极透镜 m 29-16 垂直方向聚焦的四极透镜 


现在设想有两个这样的透镜串联安放着。 若一粒 子从与轴心有某个水平位移的地方 
进入场中，如图 29-17( a ) 所示，则它在第一个透镜中将被朝轴的方向偏转。当抵达第二 
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个透镜时，它距离轴已较近，因而向外的力较小，向外的偏转也就较小。所以有一个朝轴 
向的净弯曲，平均效应是水平方向的聚焦作用。另一方面，若我们考察一个在进场时在 
垂直方向上就离开轴的粒子，则其路径将如图 29-17( b ) 所示。该粒子初时被偏转以致 g 
g 轴，但之后在较大位移时到达那第二个透镜，在那里它会感觉到一个较强大的力，因^ 
被弯向轴。净效应再次为聚焦作用。这样一对四极透镜独立地对于水平方向和垂直方 
向的运动起作用——十分像一个光学透镜。四极透镜被用来形成并控制粒子束，与光学 
透镜用于控制光束的方法十分相似- . 

还应该指出，一个交变梯度系统并不总会产生聚焦作用。如果梯度太大(相对于粒子动 
量或两透镜的间隔来说），则净效应可能;去焦作用。你若设想图 29-17 那两个透镜的 
距离增大了三或四倍，就会看清楚这种作用可能是怎样发生的了。 

现在就让我们回到同步加速器的导向磁体上来。可以认为，它由 ft 加了均匀场的“正”、 
“负”透镜交替序列构成的。平均来说匀强磁场用来把粒子弯曲成一个水平圆周（对于垂直 
方向运动不起作用），而该交变透镜组对任何也许已走错了路的粒子会起作用一始终把它 
们(在平均上)推向中间轨道上去。 





« 29-17 利用一对四极透镜而得到的水平方向聚焦和 图 29-18 —副配有振动轴的摆，可以使位 

宰直方 向聚焦 于轴上的摆锤有一个稳定位置 

有一套漂亮的机械模拟器，可以用来演示在“聚焦”力与“去焦”力之间交替变换着的力 
能够产生一个净的“聚焦”效应。试想象一副机械摆.它含有一根末端装有重物的坚_棒，该 
棒悬挂在一个被安排好的轴上，轴由一部电动机驱动着的曲柄带动而使其迅速做上下振动。 
像这样的摆会有两个平衡位置,除了正常的下垂悬挂位罝外，该摆还有一个“向上悬挂”着的 
平衡位置——摆居于轴上！这样的摆如图 29-18 所示。 
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通过下述论证我们能够看出轴的垂直方向运动相当于一个交变聚焦力。当轴向下加速 



围 29-19 轴的向下加速会 
引起摆朝若垂直方向运动 


时,摆锤倾向于向内运动，如图 29-19 所示。当摆锤向上加速 
时，这效应就被反转。促使摆锤恢复朝向轴线的力虽然在交替 
变换着，但其平均效应仍然是一个朝向轴线的力。所以这个摆 
将会围绕正常平衡位置正对面的中立位置来回摆动。 

当然，可用一种容易得多的办法来保持一副摆倒悬着，那 
就是把它平衡于你的手指之上!不过你还可试一试，在同一只 
手指上平衡两根互为独立的棒!或者把你的眼睛掩闭 
着平衡一根棒！平衡含有对即将出现的错误进行改正的意思， 
而一般说来，倘若同时有几件事情都发生错误的话，平衡是不 
可能的。在一部同步加速器中有数以亿计的粒子同时在环行， 
其中每一个都可能从不同的“误差”出发。我们刚才描述的那 
种聚焦作用对它们就都有效。 


§29-8 在交叉的电场和磁场中的运动 


迄今为止我们谈论了只在电场或只在磁场中的粒子。当这两种场同时存在时就会有某 
些有趣的效应。假设有一个匀强磁场 B 和一个电场 E 正交。凡垂直于 B 出发的粒子都将 
沿如图 29-20 所示的曲线运动（这是一条平面曲线， 

而不萆一条螺旋线）。我们能够定性地理解这一运 
动 I (假定带正 电的） 粒子在£的方向运动时，它会 
增加速率，因而被磁场弯曲得较小。当 其逆着 电场运 
动时，它减少速率，因而被磁场连续弯曲得多些。净 
效应就是它有一个沿 EXB 方向的平均“漂移”。 

事实上，我们能够证明，上述运动 是由一 个匀速 
圆周 运动* 加于一个以速率〜= £/ B 进行着的楢向 
匀速运动之上的合运动一图 29-20 中的那条轨 ifi 
就是一条旋轮线。试想象一个以恒定速率向右运动的观察者，在他的参照系上，我们的磁场 
会变换成一个新的磁场再邡 上一个 方向韧 .下的 电场。如果他恰巧具有正确的速率，则他的 
总电场将为零，因而他将^^子在做1^^动。因此,我们所看到的乃是一个圆周运动加 
上一个以漂移速率叫= E / B 进行的平动。电子在交叉场和磁场中的运动就是碎控 
管一即用来产生微波能量的振荡器——的基础。 

关于在电场和磁场中粒子的运动还有许多其他的有趣例子，诸如被捕获在范艾仑 （Van 
Allen ) 带中的电子和质子的轨道，可惜我们这里没有时间来一一讨论。 





田 M -20 在交叉的电场和磁场中一个 
粒子的路径 
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§30-1 晶体的内禀几何 

我们已经结束了关于电磁基本定律的学习，现在要来学习实物的电磁性质了。我们将 
从描述固体一即晶体一开始。当物质中的原子运动得并不太厉害时，它们逐渐粘在一 
起并把它们自己安 排在一 个尽可能低的能逯位形中。如果某处的原子已找到了一个似乎具 
有低能 S 的图样，那么在别处的原子大概也会做出同样的安排。为了这些缘故，在固体材料 
中我们就有重复的原子图样。 

换句话说，晶体中的情况是这样的 ：晶体 里某一特定原子的周围环境具有某种安排，而 
倘若你在更向前的另一处又舂到一个相同种类的原子，那么你将会发现它的环境与前面的 
完全相同。如果你再向前同样的距离选取一个原子，你将会发现情况又是完全相同。这图 
样将一次又一次地重复——这当然是在三维之中。 

试想象设计一张墙纸或花布，或平面上的某种几何图案——你假定将有一个一次又一 
次地的设计单元，以致你可以制成一个任意大的面积，这就是将要在三维中求解的晶 
体问题的一个二维类比。例如，图 30-l( a ) 显示一张常见的墙纸的设计图样。在图样中有 
一个能够永远 fi 复的单元。若仅仅考虑其® fi 性质而不理会花朵本身的几何图形或其艺术 
价值，则这种墙纸图样的几何特性可用图 30-l(b) 来表述。你若从任一点出发，便可通过沿 
箭头1的方向移动距离 a 而找到一个对应点。如果沿另一个箭头方向移动距离6,那么你 
也可获得一对应点。当然，还有许多其^向。例如，你可以从 a 点至<8点而达到一个对应 
点，但这样的一步可认为是这样两步的组合，即沿方向1的一步，接着又沿方向2的一步。 
这个图样的一种基本性质就是可以由达到邻近同样位罝的两个最短步长来描述。所谓“同 
样”位 S 我们指的是若你站在其中任一个位罝上而眺望你的周围，你将看到的事情与你站在 
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另一个位置上所看到的完全相同，这就是晶体的基本性质。唯一不同在于，晶体是一种三维 
排列，而不是二维排列；而其格点的每个基元自然就不是那些花朵，而是某些原子一也许 
是六个氢原子和二个碳原子——在某个图样中的某种排列。晶体中原子的图样在实验上可 
以通过 X 射线衍射而找到。由于以前我们曾简短地提到过这种方法，并且对于大多数简单 
晶体和某些相当复杂的晶体来说，它们的原子在空间中的精确排列都已经被计算出来，现在 


就不再赘述了。 

晶体的内在图样会在不同方面显示出来。首先，原子在某些方向的结合强度往往比其 


他方向的要强，这意味着通过晶体的某些平面会比另一些平面更易于裂开，它们被称为解理 
面。如果你用一小刀刃劈裂一块晶体，它往往会沿这样的面破裂开来。其次，根据晶体 
成方式，其内部结构还往往表现在其表面上。试想象晶体正从溶液中淀积出来。有一些原 



图 30-2 天然品体 ：（a) 石英； （b>® 
化钠； （c) 云母 


子会在溶液里各处漂浮，而最后当它们找到一个能量最 
低的地方时就淀积下来(这好像墙纸逐渐制成的情形，花 
朵到处漂浮，直到其中一朵偶尔漂到一个地方而给逐渐 
粘绊住，之后一个又一个花朵都给粘住，使得该图样逐渐 
生长起来）。你将体会到，其中一些方向的生长速率与其 
他方向的不同，因而长成某种几何形状。由于这种效应， 
许多晶体的外表就会呈现原子内部排列的某些特征。 

例如，图 30-2( a ) S 示一块典型石英晶体的形状，它 
的内部图样为六角形。如果你仔细地考察这样一块晶 
体，你将会注意到，它的外表并不会形成很好的六边形， 
因为那些边并非完全等长——事实上，它们往往很不一 
致。但在一个方面石英晶体却是十分完美的六边形，两 
面间所形成之 g 恰好是120%很消楚，任一个特定面的 
大小是生长中^一个偶发事件，但角度却是其内禀几何 
的一种表示。所以每一块石英晶其不同形状，即 
使各对应面之间的角度总是相同的。 

一块氣化钠晶体的内禀几何，从其外表形状来看，也 
是很显然的。图 30-2( b ) 表示一块典型食盐的形状。这 
种晶体不再是理想立方体，但其表面间 g 严格互相垂直。 

一种更为复杂的晶体是云母，它的形状示如图 
30-2(«0所示。它是一种髙度各向异性的晶体，并从这么 
一个事实就容易看得出来，即如果你试图在一个方向（图 
中的水平方向）上拉断它，它表现出十分坚韧，但在另一 
个方向（垂直方向）上就很容易把它拉裂开来。它常被用 
来获得十分坚韧的薄片。云母和石英是两种含有硅的天 
然矿物样品。第三种含硅矿物样品则是石棉，它具有这 
么一种有趣性质，即在两个方向上它很容易被拉开，但在 
第三个方向上就不是这样，它表现为由十分坚韧的线抹 
纤维所构成。 
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§30-2 晶体中的化学键 

晶体的机械性质显然取决于原子间化学成键的类型。云母沿不同方向明显不同的强度 
取决于在不同方向原子间成键的类型。无疑，你已经在化学中学到了不同种类的化学键。 
首先，有离子键，正如我们对于氣化钠所做过的讨论。一般说来，钠原子失去了一个电子而 
变成正离子，氣原子则获得了一个电子而变成负离子。这些正离子和负离子给安排在一个 
三维的棋盘内并由电力把它们维系在一起。. 

共价键一其中电子为两个原子所共有一更为常见而且一般非常强。例如，在金刚石 
中，碳原子在到其最近邻的所有四个方向上都有共价键，因而这种晶体确实十分坚硬。在石英 
晶体中，硅与氧间也有共价成键,但那里的键实际上只是部分共价。由于不存在电子的完全共 
有性，所以那些原子部分带电，因而该晶体有点是离子性的了。大自然并不像我们试图要它变 
成那么简单就那么简单,实际上，在共价键与离子键之间还有一切可能的(成键)层次。 

糖晶体还有另一种成键类型，其中存在大型分 
子，大型分子中的原子通过共价键强有力地结合在 
一起，因而每个分子就是一个坚固的结构。但由于 
那些强键都已完全被满足,所以就只存在分开的、各 
个分子之间的相对微弱的吸引力了。在这种分子晶 
体中，分子们会保持它们单独的身分，而其内部排列 
也许像图 30-3 所示。由于分子间并不彼此强有力 
地互相维系着，这种晶体就很容易破裂。它们与金 
刚石很不相同，后者实际上是一个巨大分子，如果不 
破坏其强有力的共价键，就不可能在任何一处使其 
破裂。石蜡是分子晶体的另一个例子。 

分子晶体的一个极端例子存在于一种像固态氩的物质中。这种物质的原子之间只有十分微 
弱的吸引力一每个原子就是一个完全饱和的单原子分子。但在非常低的温度下，热运动十分 
微弱，因而原子间微小的力就能导致原子淀积成像一堆紧密堆积起来的球体那样整齐排列。 

金属构成一类完全不同的物质，其成键属于完全不同的类型。在金属中，成键并非在相 
邻原子间进行，而是整个晶体的一个属性。那些价电子并不是附属于一个或一对原子而是 
为整个晶体所共有。每一原子对公共的电子海贡献出一个电子，而那些原子型的正离子则 
驻留在这个负电子海里。这个电子海像某种胶质一样把离子结合在一起。 

在金属中，由于不存在任何特殊方向上的特别的键，所以在成键中就不会有强有力的方 
向性。然而，它们仍然是晶体，因为当那些原子型离子被安排成某个确定的阵列时其总能谦 
最低一尽管这个优选排列的能置往往不会比其他可能的排列的能 a 低得太多。对于一级 
近似来说,许多金属的原子就好像是尽可能紧密地堆积起来的一堆小球。 

§30-3 晶体生长 

试想象地球中晶体的自然形成情况。在地球表面存在着各种各样原子组成的巨大混合 
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物，它们不断受到火山活动、风和水的搅拌——不断地被激起运动及互相混合。可是，通过 
某种方法，硅原子逐渐开始找到它的伙伴，并找到了氧原子，而形成石英。每次当一原子加 
进其他原子之中而建立晶体时一混合体就变成不混合了。而在附近某处，钠原子和氯原 
子又会互相彼此找到而建立起食盐的晶体来。 

当晶体一旦开始形成，就只允许一种特殊类型的原子继续参加进去，这是怎么回事呢？ 
之所以会这样，乃由于整个系统正在寻找最低的可能能量，一块正在生长的晶体将接受一 
个新原子，只要它使得能量尽可能低。但这块生长中的晶体怎么当一个硅原子—— 
或一个氧原子——处在某一特定位5时就会导致最低的可能能屋呢？这是通过尝试法而做 
到的。在液体中，所有原子都处在永恒的运动之中。每一原子对其邻居每秒约要碰撞10 13 
次。如果它撞在生长晶体的正确位罝上，倘若能 S 低下，那它再跳出来的机会就比较小。在 
数百万年以上的时间中通过每秒 10" 次连续不断的尝试，原子们便会在那些它们发现能量 
最低的地方逐渐堆积起来。最后，它们生长成一大块晶体。 


§ 30-4 晶 格 

晶体中原子的排列一晶格——可以取许多种几何形态。我们愿意先来描述那些鉍简 
单的晶格，它们是大多数金厲以及由惰性气体所形成的固体的特征。它们是能够以两种形式 
存在的立方晶格 :如图 30-4( a > 所示的体心立方,与如图 30-4( b > 所示的面心立方。当然，图上 
所示的只是晶格中的一个立方，你得想象这种图样在三维中被无限地重复着。并且，为了使画 
面比较清楚，只表示了原子的中心。但在一实际晶体中，原子更像是互相 接触着 的球体。图中 
的实心球和空心球,一般说来，可以代表异类原子,也可代表同类原子。例如,铁在低温时具有 
体心立方晶格，但在高温时则形成面心立方 晶格。 在这两种结晶形态中其物理性质很不相同。 



这样的形态是怎样得来的呢？试设想你有一个要把球形原子堆积成尽可能紧密的问 
题。一种办法可能是开始通过造成一个“六角密堆积排列”中的一层，如图 30-5(a> 所示。 
然后你就会建立与第一层相似的第二层，但在水平方向上作位移，如图 30-5(b) 所示。此 
后，你还可放上第三层。但要注意！安放箄三层有两种显然不同的方式。若你通过放一个 
原子于图 3o-5(b) 的 a 处而开始第三层, ili 个第 ii 中的每一原子就正好位于底层的一 
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个原子之上。另一方面，如果你通过放一个原子于位置 B 而开始第三层，则这个第三层的 
原子将恰恰被置在由底层的三个原子所形成的三角形的中心点上方。任何其他的初始位置 
都相当于 A 或 B , 从而就只有这两种安放第三层的方式。 



*30-5 建立一个六角密排点阵 


如果第三层有一个原子位于 B 点，则这种晶格就是面心立方一不过是从一个角度 
去看。似乎很有趣，本来你是从一个六角形开始的，但到头来却得到一个立方体。可是 
要注意，若从角隅去看，一个立方体就会有六角形 的轮廊 ^ 

比方，图 30-6 就可以代表一个平面上的六角形或一个透视 
中的立方体！ - 

如果第三层是通过把一个原子放在 A 点上而 ft 加于图 
30-5( b ) 上，则不会有立方结构，这个晶格此时只有六角对 
称。很清楚，我们刚才所述的这两种可能性都是 厲于密 堆积。 

某些金诚一诸如铜和银一选择第一种可能性，即面 
心立方。其他——例如铍和镁——则选取另一种可能性，它 
们形成六角晶体。很明 S , 将出现哪一种晶格，不能仅仅取 
决于小球的堆积，也必须部分地由其他因素确定。特别是， 

这有赖于原子间作用力的少量剩余的角依存关系（或对于金 ffl 3 0-6 a 

M 而言，则有赖于该电子海的能量）。你无疑会在化学课中 是个六角形还是个立方体 

学到所有这些东西。 

§ 30-5 二维对称性 

我们现在愿意从内禀对称性的观点来讨论晶体的某些性质。晶体的一个主要特 点是： 
若你从某一原子出发而移过一个晶格单位到达一个对应原子，则你将再处在同样一种环境 
中，这是基本命题。但假如你是一个原子，也许还有另一种变化能够把你再带到同样一种环 
境——这就是说，存在另一种可能的“对称性”。图 30-7 U ) 显示另一种可能的“墙纸型”设 
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计（虽则你可能从未见过）。假设我们要来比较 A 和 B 两点的环境。起初，你也许认为它们 
彼此相同——但又不完全相同。 C 和 D 两点与 A 是等效的，但 B 点的环境只有在经过了倒 
转，诸如在镜面中的反射，才会像 A 的环境。 

在这一图样中还有其他类型的“等效”点。比如，点£和尸，除了一点相对另一点转过 
90°之外，它们具有“相同”环境。这一图样很特别。环绕顶点诸如 A 旋转90°或90°的任一 
整数倍，会再给出一个完全相同的图样。一块具有这种结构的晶体在其外表看来该有正方 
的棱角，但其内部比简单立方稍微复杂。 

现在已描述了某些特殊例子，让我们尝试算出晶体具有的一切可能的对称性。首先，我 
们考虑在一个平面上发生的情况。一个平面晶格可以通过两个所谓基矢来定义，这两个矢 
董是从晶格中的一点指向两个 最邻近 的等效点的。图 30-1 中那两1和2就是该晶 
格的基矢。图 30-7( a ) 中的 a 和6两矢 ft 则是那种图样的基矢。当然，我们尽可以用一来 
代替 a , 或用一 fc 来代替的。由于 a 和 fc 的大小相等并互相垂直，所以90°角的转动会将 a 
变成并将 变成一 a , 这又给出相同的晶格。 

我们看到存在一些具有“四次”对称性的晶格，而前面则已描述了一种密堆积排列，它是 
以具有六次对称性的六角形为基础的。对于图 30-5( a ) 中排列的圆圈，环绕任何一个圆心 



( a ) 



( b ) 


图 30-7 —个高对称性的图样 
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做一个60°角的转动将会把该图样转回到原来样子。 

还有哪些其他类型的转动对称性呢？比方，能否有五次或八次转动对称性呢？很容易 
看出那是不可 能的。 多于四次的唯 一一 种对 
称性就是六次对称。 

可能的。假设我们试图想 
象一种晶格，其中的两个等长初基矢做成小 
于60°的内角，如图 30-8( a ) 所示。我们必须 
假定: B 和 C 两点各等效于 A , 而便是 
从 A 点至其等效邻点的两个最每矢量。但这 
显然是错误的，因为在 B 与点间的距离 
比从其中任一点至 A 点的距离还要短。因此 
就必定有一个与 A 点等效的、而较 B 点或 C 
点近的邻点 D 。 我们本来就应当选取作为 
我们的初基矢之一，所以两个基矢所夹之角 
必然是60°或更大。八次对称根本没有可能。 

关于五次对称又怎么样呢？若我们假定 
该初基矢 a 和6具有相等长度，并且做成一 
个等于 2 n /S = 72°的角度，如图 30-8( b ) 所 
示,那么在 D 处也就应有一个等效格点与 C 
作成72•角。但此时从 E 至 D 的矢量 ft ' 比6 
短，因而6就不是一个初基矢了，这样五次对 
称就不可能存在。不至于使我们陷入这类困难中去的可能性只有0=60°, 90°或120°。0°或 
180°显然也都可能。对上述结果的一种提法是 ：通过 转动一个整圈（即完全不变动）、半圈、 
三分之一、四分之一或六分之一圈，图样能够保持不变。而这些就是在一个平面上所有可能 
的转动对称性——总共有五种。如果我们就说这是一个 “ n 次（度 ）” 对称性。我 
们说，一个《等于4或6的图样 比一个 n 等于1或2的图样具有“较高的对称性”。 

回到图 30-7( a ), 我们看到这个图样具有四次转动对称性。在图 30-7( b ) 中曾画出一个 
与图 ( a ) 具有相同对称性的另一个图样。那些像逗点模样的小图形是用来在每个方块中定 
义该图样对称性的一个不对称的东西。注意在相邻方块中的逗点都是彼此反转的，因而单 
胞比每一方块要大。假如没有那些逗点，该图样仍然会有四次对称，但单胞就会小些。图 
30-7 的图样也还有别的对称性。例如，对任何虚线 K - K 的反映会再产生相同的图样来。 

图 30-7 的图样还有另一类对称性。若该图样对 y - y 线反映 g 向右（或向左〉移过一个 
方块，则我们将得到原来的图样。这 y - y 线称为“滑移”线。 

这些就是在二维中所有的可能对称性。还有一种空间对称操作，它与在二 维中的 180° 
转动等效，但在三维中却是一个很特殊的操作,这就是反演。所谓反演我们意指从某一原点 
[比方，图 30-9( b ) 中的 A 点]做出的位移矢量 R 所指点被移至 一 J ? 的另一点。 

图 30-9 的图样 （ a > 通过反演产生出一个新的图样，但图样 （ b > 的反演又再产生出相同 
的图样。对于一个二维图样来说（正如你可以从图上看出来的），通过 A 点对图样 （ b ) 的 
反演与环绕同一点做180°的转动等效。然而，假设通过想象将每一小逗点都各加上一个 
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从页面上指出来的“箭头”以便使图 30-9(b) 的图样变成个三维的图样。在经历了三维中 
的反演之后，所有的箭头都将倒向，因而该图样就@再现。若我们分别用点和叉来代 
表箭头和箭尾，则能造成一个如图 30-9(c) 所示的■三维图样，在反演下它是不对称 
的，或者造成一个像图 （d) 所示的图样，那就具有反演对了。注意，用转动的 g 何组 
合来模拟三维中的反演是$可能。 



00 30-9 反演对称性。若把 R 变成一 R . 图样 ( b ) 将保持不变,但图样 ( a > 却将改变。在三维中， 

图样(《0具冇反演对称性而图样 ( c > 则没有 

如果我们用刚才所描述的那些类型的对称操作来标志一个图样一或晶格——的“对 
称性”，那么结果弄清楚，对于二维可能有17种不同的图样。我们曾在图 30-1 中画出一个 
对称性可能最低的图样，而在图 30-7 中又画出一个对称性高的图样。把17种可能图样都 
画出来，作为游戏留给你们。 

在这17种可能的图样中，只有寥寥几种才被用来制作墙纸和织物，那是有点奇怪的。 
人们始终只看到那三四种基本图样。这是因为设计者缺乏想象力，还是因为许多可能的图 
样都不悦目呢？ 

§ 30-6 三维对称性 

迄今我们所谈到的都只是有关二维的图样。然而，我们实际感兴趣的却是三维中的原 
子图样。首先,很明显的就是一块三维晶体将具备 H 个基矢。于是，如果我们问起在三维中 
的可能的对称操作，则将发现共有230种不同的可能对称性！为了某些目的，这230种类型 
还可归纳成七类，它们绘在图 30-10 中。那对称最少的一种晶格称为三斜类，它的单胞是平 
行六面体。基矢的长度各不相同，而它们间的夹角也不会有任何两个 ii, 所以没有任何转 
动或反映对称的可能。然而，仍然有两种可能的对称性一即通过对顶点的反演能使单胞 
改变或不改变[在三维中所谓反演我们的意思仍然是空间位移 K 由一 K 代替——换句话说， 
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就是从 (U, 幻变成 （_x, ~ z )] 0 因此，三斜晶格就只有两种可能的对称性,除非在 


那些基矢之间存在某种特殊 关系。 例如，若所有的基矢长 
度都相等并以相同角度分隔开，则人们便有图中所示的吴 
渔晶格。这个图形可以有一个附加的对称性，通过对体 G 
的长对角线的转动它可以保持不变。 

如果其 中一个 基矢，比如说 C, 垂直于其他两个，则我们 
得到一个单斜的单胞。—个新的对称性成为可能——就是 
围绕着 c 转过180°。@单胞是一种其中 a 和6两矢量长 
度相等而其夹角则为60°的特殊情况，因而围绕着 C 所作的 
60°, 120°或180°转动就重复相同的晶格（对于某些内禀对 
称性而 言）。 

如果所有三个基矢都互成直角，但长度不同，则将得 
到一个正交单胞。这一图形在环绕那三根轴中任一根轴 
转过180°时都是对称的。对于其中三个基矢都互相正交 
而其中又有两个彼此等长的四方单胞，则可能有较高级的 
对称性。最后，还有茸存单胞，那就是所有晶体之中对称 
性最多的了。 

全部关于对称性的这种讨论其要点在于晶体的内窠对 
称性，有时会以巧妙的方式表现在晶体的宏观物理性质中。 
例如，晶体一般都有一个张 B 性电极化率，如果我们用极化 
椭球来描写该张 tt, 则应当预期某些晶体对称性也可能会 





a 

单斜 



表现在该椭球中。例如，立方晶体相对于围绕三个正交方 
向之一的90°转动都是对称的。很明显，具有这种性质的唯 
—椭球就是圆球。因而立方晶体就必然是各向同性的电 

'^另一方面，四方晶体具有四次转动对称性，所以它的 
椭球就必定具有两个等长的主轴，而其第三根轴必与晶轴 
平行。同理，由于正交晶体对三根正交轴都有二次转动对 
称性，所以它的这些轴就必然与极化椭球的轴相合。与此 
相似，单斜晶体中的一根轴必然平行于这一椭球的三根主 
轴之尽管我们对其他两轴不能说些什么。由于三斜晶 
体不具有转动对称性，所以其椭球就可以具有完全任意的 
取向了。 

正如你所能见到的，对算出各种可能对称性并将其与 
各种可能的物理张量联系起来，我们可以进行一场大的游 
戏。刚才仅仅考虑了极化张量，但对于其他张量一比如 
弹性张量——事情就会变得更加复杂。有一门称为“群论” 
的数学分_就是与这些课题打交道的，但通常用常识也能 
解决你所4要的问题。 



a 

图 30-10 七大类晶格 
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§30-7 金属强度 

我们已经说过，金属通常具有一种简立方的晶体结构，现在要来讨论它们的力学性 
质——那是与这一结构有关的。一般而言金属十分“柔软”，因为很容易使金属晶体中的一 
层在另一层上滑动，你可能会 认为: “那是滑稽可笑的，金属很强硬嘛。”这可不然，因为金属 
单晶是很容易变形的。 



假设我们考察晶体中受切向力作用的两层，如 30-11 的简图所示。 
起初你也许会想到，整层原子会阻碍运动直到所施之力大到足以推动 
整层“越过隆起”，从而向左移过一个峡谷。尽管滑移的确会沿一个平 
面发生，但实际却不是那样的（假如是那样的话，你会算出金 W 比实际 
的强度要强得多）。实际发生的情况更像是每次只有一个原子在移动， 
首先左边那个原子跳了过去，然后又轮到第二个、第三个等等，如图 30- 
11(b) 所示。事实上，是两个原子间的空穴迅速跑到右边，而净结果则 
是整个第二层都已移过了一个原子间隔。滑移就是这样进行的，因为 
每次要把一个原子抬高越过一个隆起所需的能 M 远低于把整排原子都 
抬起来所需的能 S。 一旦力足以启动这一过程，其余的就进行得非常 
快了。 

结果证 明：在 一实际晶体中，滑移将在一个平面上重复发生，然后就 
在那里停顿下来，却又在某另一 
个面上开始。滑动为什么会开 
图 30-12 —小始和停止，其细节十分神秘。事 
块铜晶体受拉伸 实上，滑移相继发生的区域，往 
往被相当均匀地分隔开，这就很 
奇怪了。图 30-12 显示一块细 
长的铜晶体在受到拉伸后的照片，你能够看到滑移 
发生的那些不同平面。 

如果你把一根其中存在一些大晶体的细锡线 
拿到耳边，并拉伸它时，则个别晶面的突然滑移会 
很明显。当那些滑移面一个接着一个嗒地一声移 
至一个新的位置上去时，你会听到一大堆嘀嗒声。 

在一排原子中出现一个“空位”的问题也许比 
按照图 30-11 所示的情形较难实现。当有更多的 



图 30-13 晶体中的一^位错 
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层时，情况就必然有点像图 30-13 所示的那样。晶体中这样的一种不完整性叫做推 
测这种位错或是在晶体形成时就存在，或是在其表面的某些切口或裂缝处产生 ，一 @们产 
生了，就能够相当自由地在晶体里移动。由于大量这样的位错的运动就形成了宏观的畸变。 

位错能够自由运动——这就是说,它们要求极少量的额外能量一只要晶体的其余部 
分都具有理想晶格。但如果位错碰到晶体中别种缺陷的话可能会给“粘住”。若要位错通过 
这种缺陷则需要很大能量，否则运动就会停歇。这恰好就是陚予不完整金属晶体以强度的 
机制。纯铁本来很软，但微小浓度的杂质原子就可以引起足够多的缺陷来有效地束缚住位 
错。正如你所知道的，钢基本上就是铁，却十分坚硬。要炼成钢，就把小请碳溶解在铁水中 
了，如果这熔体迅速冷却,碳便会淀积成小晶粒，在晶体里引起了许多微观 畸变。 位错不能 
再到处移动，因此金属就变硬。 

纯铜十分柔软，但可以进行“加工硬化”。这是通过锤打或来回弯曲而做到的。在这种 
情况下，许多新的各类位错形成了，从而彼此互相干 
扰，减低了它们的可动性。也许你曾看过这样一种特 
技，取一条“极软”的铜带轻轻地将其弯曲成围绕在某 
人腕上的手镯。在这一过程中，铜镯受到加工硬化，便 
不能轻易地再被伸直！像铜这样受过加工硬化的金 
属，可以通过高温退火而再变软。原子的热运动把那 
些位错都“熨平”了，并再形成一些大块单晶。我们迄 
今仅仅描述了那种所谓滑移位错。还有许多其他种 
类，其中之一就是如图 30-14 所示的那种螺旋位错。 

这种位错经常在晶体生长中起筘里要作用。 



§30-8 位错与晶体生长 

长期以来一个重大难题就是晶体如何才能合理生长。我们已描述过每一原子也许 
是在经过了反复试验之后才决定是否最好加入到晶体中去。但这就意味着每个原子 
必须找到一个能 S 低的地方。然而，被 S 在一个新的表面上的原子只受到来自其下面 
的一个或两个化学键结合，而不会具有与被放在一个角落里受到三面原子包围时所具 
有的相同能 ft 。 假设我们把一块正在生长的晶体想象为如图 30-15 所示的一堆木块。 
若试图把新的一 块放罝 在比如 A 的位 罝上， 它将仅有最终可能得到的六个邻居中的一 
个。既然缺少那么多的键，因此它的能董便不会很低。但若放在位 S B 上那就会好得 
多，那里已具备全部化学键的一半份额。晶体的确是通过把新的原子吸附在像 B 那样 
的位置上而生长起来的。 

然而，当这一行完成后又将如何呢？为开始新的一行，结果一个原子必须仅由两个附着 
的側面来承担，而这又不太可能了。即使真的是这样，当全层结束了又该如何呢？怎能开始 
一个新的层呢？ 一个答案 是：晶 体喜爱在位错处生长，比如围绕一个如图 30-14 所示的那种 
螺型位错生长。当一些块块加到晶体之上时，总会有这样的地方，那里存在三个可资用的化 
学键。因此，晶体喜欢同内部的位错生长在一起。这种生长的螺旋形图样如图 30-16 所示， 
那是一块石蜡单晶的照片。 
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图 30-16 —块«围绕着一个螵型位错而生长起来的石蜡晶体 


§30-9 布拉格-奈晶体模型 

我们当然不能看到各个原子在晶体中所经历的过程。并且，正如你现在所认识的，有许 
多复杂现象是不容易作定置处理的。布拉格爵士和奈曾想出一种方案来制作金诚晶体的模 
型* ，这种模型能以令人惊奇的方式表现出许多据佶是在实际金厲中发生的现象。 


• 原书复制了这种模型的原始文献 （ Proc « dingso / Me /? oj > a / Socf « tyo / London , Vol . 190, Septem ¬ 
ber 1947, PP . 474 〜 481)。 由于此附件过于繁复，没有译出。——译者注 



第 31 章张 量 

§31-1 极化张量 

物理学家总有这么一种习惯，即取任何现象的最简单例子并称之为“物理学”，而把那些 
更复杂的例子留给其他学科一诸如应用数学、电工学、化学、晶体学等——去处理。甚至 
固体物理几乎只算得半个物理学，因为它对一些特殊物质操心得太多。所以在这些讲演中 
我们将常常漏掉许多有趣的东西。例如，晶体——或大多数物质——的重要性质之一就是 
它的电极化率在不同方向上并不 相同。 如果你在任一方向加上电场，则原子的电荷将会移 
动一点点而产生出一个电偶极矩，可是这偶极矩的大小在很大程度上却取决于场的方向。 
当然，这是相当复杂的。但在物理学中我们一般通过谈论极化率在一切方向都相同的特殊 
情况开始，目的在于使生活过得容易些。其他情况则都留给别的部门。因此,在这一章中将 
要论及的东西，对于我们今后的工作来说是完全不需要的。 

张坩数学对于描述随方向而变的那些物质性质特别有用——尽管这只是其用途的一个 
方面。由于你们中大多数人不准备成为物理学家，但将会进入各种 1 Jt 态都与方向密切相关 
的现实世界中，所以你们迟早需要用到张 a 。 为了不遗漏任何东西，我们即将描述张《，即 
使十分详尽也罢。你们要有物理学处理问题是完整的那种感觉。例如，我们的电动力 
学是完整的一正如同任何电磁学课程甚至研究院课程那么完整。我们的力学不够完整. 
因为当过去学习力学时，你们还不具备高水平的数学技巧，因而不能讨论像玆小作用原理、 
拉格朗日函数、哈密顿函数等那类课题，这些都是描述力学的更精致的方法。然而，除了广 
义相对论之外，我们的确已有了一整套力学定律。我们的电磁学是完整的，而一大堆其他东 
西也很完整。自然， a 子力学还谈不上——我们得留一些东西在后头。可是，你至少应该知 
道张量是什么。 

我们曾在第 30 章中强调过，结晶物质的特性在不同方向上是不同的一我们说它们趄 
各向异性 的。感生偶极矩随所加电场的方向而改变的情况，只是我们将作为张《应用的一 
我们讲，对于某个给定方向的电场，单位体积内的感生偶极矩 p 与这外加电场 e 
的强度成正比（如果 E 不太大，这对于许多物质来说都是个很好的近似）。我们将称这个比 
例常数为《^。现在要来考虑与外加场方向有关的那类物质，诸如像方解石那样的晶体， 
当你通过它看物体时会看到双像。 

假定在某一特定晶体中，我们已发现在: T 方向的电场 E , 在 I 方向产生一个极化强度 


• 在第10章中.我们曾按照通常惯例并写出 ！>=<■>：«：£, 而称 Wkho 为••电极化率”。这里采用一个 
单独字母将更方便，所以就把<»：«：写成对于各向同性的电介质来说其中《为介电常 ® 
(见 §10-4)。 
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P.O 然后又发现在; y 方向有一个与 E, 同等强度的电 场艮， 却在; y 方向产生一个不同的极 
化强度 P 2 。 如果我们把电场置于45°角上又将如何呢？噢，那 
是沿: c 与沿: y 两种场的叠加，因而极化强度 P 便将是 P, 与1* 2 
的矢量和，如图 31-l(a) 所示。极化强度不再与电场同方向了。 
你可以看出这结果如何才会出现。可能有些电荷很容易上下移 
动，但对于侧向运动则相当困难。当力作用于45°角时，电荷就 
会向上动得比向側面远一些。位移并不沿外力方向，因为存在 
非对称的内部弹性力。 

当然，对于45°并没有什么独特意义。晶体的感生极化强度 
$在电场的方向上是正确的。在上述例子中，我们碰巧对 
于: r 和 y 轴做了一个侥幸选择，即对该两轴来说 P 都沿着 E。 
要是晶体相对于坐标轴有了转动，则在 J 方向上的&就可能产 
生一个含有 x 分量也含有：V分量的极化强度 i*。 同理,起因于 z 
方向电场的极化强度也会有 x 和: y 两个分量。那么极化强度就 
该如图 31-l(b> 所示，而不再像 （a) 那种模样了。事情变得较为 
复杂一但对于任何场 E 来说, P 的大小仍然正比于 E 的大小。 

我们现在要处理晶体相对于坐标系有任意取向的那种普遍 
情况。沿: r 方向的电场将产生一个具有 x, ;y 和 z 各分 ft 的极 
化强度I*,我们可以写为 

围 31-1 在一块各向异性 

的晶体中.极化强度的矢置 Px = a^E, , P , = a^E, , P . = a a E,. (31. 1) 

这里我们正在讲述的一切 就是： 若电场处在： t 方向，则极化 
强度不一定在同一方向，而是含有 x, ：y 和 z 各分 M ——每个分 S 都正比 于艮。 我们分别 
称这些比例常数为<^和^„(第一个字母告诉我们 P 包含的分 W, 末一个字母则表明电 
场的方向）。 

同理,对于一个沿; y 方向的场，我们可以写成 

P r = aryEy , P , = a „ E yt P, = a^E y ； (31. 2) 

而对于一个沿 z 方向的场，则有 

Px = a „ E t , P y = P , = a a E a . (31. 3) 

原来我们已经说过，极化强度线性地依赖于场，因而若有一个兼有: T 和 y 分量的电场£，则 
最后得到的 p 的工分置将等于式 (31.1) 和 (31. 2) 的两个厂之和。如果 E 具有沿: T, : y 和 Z 
的各分量，则最后得到的 P 的分量将等于式(31.1)、 （31.2) 和 （31.3) 的三个贡献之和。换 
句话说， P 将由下列诸式 给出： 

Px = a a E s 4- OryEy + a a E w , 

P y = a ^ E x + ayyE y -f a yK E z , (31. 4) 

P , = a a E x axyEy 4- a „ E t . 







于是晶体的介电行为就由这九个量 (^，…） 完整地描述，我们可用％这 
个符号来作代表(每个下脚标； 和）各代表 三个可能字母 X, >>和 2 中的任一个）。一个任意 
电场 E 可以分解为分量 En £,和 E,, 从这些我们就能够用％来求出 P, 和 P., 它们一 
起给出总极化强度1>。由这九个系数 0 .，构成的一组数称为 g ——在本例中，即指极化张 
屢。正如我们所说三个数 （&, &, 会“构成矢量 E” 那样，我们也可讲这九个数 （ a= , 
二,…）“构成张量叫”。 


§31-2 张量分置的变换 

你知道，当我们变换到另一个坐标系: E', y, 〆时, E 矢置的分 Ey 和 £,• 将完全 
不同—— i* 的 M 也是如此。所以对于不同坐标系，系数将不相同。事实上，你可以通 
过用适当办法 E 和 P 的分量而看出那些 a 应该怎样被改变，因为如果我们在该新坐标 
系里描述原来的物理电场，就仍应得到原来的极化强度。对于任一个新的坐标系，是 
P ,, P, 和厂的一个线性组合： 

P ,' = aPj - k - bP , + cP,, 

而对于其他各分量也是如此。如果你利用式 (31. 4) 由那些 E 来代替厂，^和 P,, 则可获得 
P,- = a(ox.E« + a „ E , + a „ E ,) 4- b ( a „ E , 4- a „ E , + •..) + c(o„E, + …+ …〉. 
然后再 用心， 心和 E, •来写出 E„ E, 和 E,, 例如 

E , = a'Ej + b ' E ,' + c ' E .-, 

式中 a ', V, c' 与 a, 6, c 有关，但彼此不相等。因此你就有了以分量 E/, E y 和 E, •表示的 
P/ 的式子，也就是说，你已有一套新的％。这一步骤相当繁复，但却十分直截了当。 

当谈论改变坐标轴时，我们正假定晶体在空间保持不动。若晶体跟着坐标轴转动，则那 
些 0 就不会改变。反之,假如晶体的取向相对于坐标轴变了，则我们就理应有一套新的 o。 
但如果这些 a 对于晶体的任何取向为已知，则对于任何其他取向就都可以通过刚才所述的 
那种变换求得。换句话说 Tii 的介电性质可以通过给出相对于任意选定的坐标系的极化 
率张 M %而做出完整的描述。正如我们可以把一矢*速度 v= ( Vi , v .) 与一个粒子联 
系起来那样，只要改变坐标轴就知道这三个分量将按照某一特定方式改变，所以对于晶体来 
说，我们也将它与它的极化张联系起来，如果坐标系改变，则这九个分董将按照某一规 
定方式变换。 

式 (31. 4) 中所写出的 P 与 E 间的关系可以用更简洁的符号 表示： 

P, = , (31.5) 

i 

这里应理解《’代表 i ，： y 或 z , 而在求和符号中的）则取: r ,; y 和 r。 为了与张量打交道， 
已经发明了许多种独特的符号表示法，但每一种方法只对于有限几类问题较方便。一个共 
同的惯例是省略掉式 (31.5) 中的求和符号 （D), 而留下一个默认 :每当 同一个下脚标(这 
里是 _；•) 出现两次时，就要对它求和。由于我们对张量用得那么少，所以就无需去关心采用 
任何这种独特的符号表示法或规则了。 
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§31-3 能量椭球 

现在想要取得有关张量的某些经验。假定我们提出一个有趣问题 ：要使 晶体极化需要 
多少能量（除了我们已知的电场中单位体积能量<。£^/2以外）？暂时考虑那些正在发生位 
移的原子电荷。使电荷移动距离 dx 所做的功为 < jE lt Lr , 而倘若单位体积中有 N 个电荷，则 
所做总功为 gEJVdx 。 但 qNdx 又是单位体积中的偶极矩变化 d 匕，因而单位体积所需的能 
置就是 

E r 6 P „ 

把场的三个分量所做的功合起来，就可得到单位体积的功为 

E • dP . 

由于 P 的大小正比于 E , 因此在使从0增大至 P 时对单位体积所做的功就是对£ • dP 的 
积分。把这个功叫作就可写出 

“ P = + E . P =(31.6) 

现在可以根据式 (31.5) 用 E 表示!>,因而有 

“ ” (31.7) 

这能《密度是一个与坐标轴的选择无关的数值，因此是一个标 tt 。 这样，张 M 便有这么 
—种性质，即当它对其中一个下脚标(即对一矢求和时，会给出一个新的 矢*; 而当它对 
两个下脚标(即对两个矢％)都求和时，则会给出一个标慑。 . 

张《和实际上应称为“二阶张因为它有两个下脚标。矢置一带有一个下脚标— 
是一阶张量，而标 ft ——完全没有下脚标——则是零阶张量。因此我们讲，电场 E 是一阶 
张 ft , 而# 则是零阶张最。有可能把张量的概念推广到三个或四个下脚标，因而形成了高 
于二阶的张景。 

极化张量的下脚标取遍三个可能的数字，这是三维中的张置。数学家会考虑在四维、 
五维或更多维中的张量。我们在对电磁场的相对论性描述中已采用过一个四维张置 
(第26 章）。 

极化张量 a , 具有一个有趣的性质，即它是_的，这就是说 ， h = ~,而对于任何 
对下脚标都是如此（这是实际晶体的一种核 I 理性质，而对一切张量并不一定如 此〉。 你可 
以通过在下述循环中计算晶体的能量变化而自己去证明那必然是正确的：（1)在 x 方向 
加一 电场； （2) 在; y 方向加一 电场； （3)@沿 : c 方向 的场； （4) 除去沿: y 方向的场。现在 
晶体已回到原来出发时的那个状态极化过程中所做的净功必须回到零。然而， 
你能够证明，要此事成立，必须等于当然，相同种类的论证也可对等等进行。 
因而极化张量是对称的。 


• 由电场产生极化而做的功，不应与永偶极矩 P 。 的势能 _ P 。• E 互相混淆。 
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这也就意味着，极化张量可以通过只测量在不同方向上使晶体极化所需的能量而加以 
测定。假设我们加上一个只有: r 和>> 分量的 E 场，那么按照式 (31. 7), 就有 

“p = + a j« ) E , E , + a „ E z y ]. (31. 8) 

仅用一个艮场，就可以测定仅用一个 E, 场，则可以测定若同时用 El 和 E, 两者， 
还可得到由含有 +<»>«) 这一项而引起的附加能量。由于相等，所以这一项为 
2<r„ ,并且可以与能量联系起来。 

式 (31. 8) 的能量表示式具有漂亮的几何解释。假设我们问起对应于某一给定能量密 
度一比如说一该有什么样的场&和 E，， 那恰好就是求解下列方程式的数学 问题： 

+ 2a„E x E, + a „ E z , = 2 u „. 

这是一个二次方程，因此如果我们把&和画成曲线，则这一方程的解便是在一个椭圆 
上的所有各点（图31-2)(它必须是个椭圆，而不是一条抛物线或双曲线，因为任何场的能量 
总是正的而且是有限的）。具有分坦 &和 的矢 ft £可以从椭圆的原点画到椭圆上，因 
此，像这样的一个“能 嫩椭圆 ”就是使极化张量“形象化”的一种巧妙方法。 



图 31-2 提供恒定极化能的矢 H 
£=( E ,, E ，> 的轨迹 



围 31-3 极化张置的能最椭球 


如果我们现在推广至包括所有三个分量的情况，则所需在任何方向提供单位能量密度 
的电场矢 SE 就会在椭球表面上给 出一点 ，如图 31-3 所示。这个恒定能量椭球的形状唯 
—地表示着张置极化率的特征。 

原来椭球具有这么 一个有 趣性质，即它总是可以简单地通过给出三个“主轴”方向以及 
沿这些轴的椭圆直径而加以描述。“主轴”的方向就是最长直径与最短直径的方向以及与两 
者都正交的另一方向。它们由图31-3中<2,6和^三根轴所标明。相对于这些轴，椭球具有 
特别简单的方程 

a..El + auEl + a „ E ) = 2 u 0 . 

因此，相对于这些轴，介电张量就只有三个不等于零的分 0 „和0„。这就是说， 
不管晶体如何复杂，总能够选取一组坐标轴(不一定是晶体本身 的轴〉 ，在其中极化张量只有 




«2 费恩曼物理学讲义（第 2 卷） 


三个分量。用这样一组坐标轴，式 (31. 4) 便简单地变成 

P . = , P 4 = a u E b , P , = a „ E ,. (31. 9) 

沿任何一个主轴的电场将产生沿同一个轴的极化，当然这三条轴的系数可能是不同的。 

人们往往这样来描述张量，即把那九个系数列在一个方括 号内： 



(31. 10) 


对于主轴 a, 来说，只有那些对角线的项才不等于零，这时我们就说“张量是对角的”。 

整个张量为 

a.. 0 0 • 

0 o„ 0 . (31.11) 

.0 0 a„. 


重要之处在于，任何极化张 S (实际上，在任何维数中凡厲于二阶的任何对称 张置） 都可以通 
过选取适当的一组坐标轴而写成这种形式。 

若对角形极化张量的三个元素都相同，即如果 


a „ — au = a „ = a , (31.12) 

则 能揪椭 球就变成圆球，极化率在所有方向都相同，这种材料就是各向同性的。在张置符号 
表示法中， 

Og = aS ^ , (31.13) 


式中&为单位张量 

10 0 - 
= 0 1 0 
.0 0 1 . 


(31.14) 


当然，这意 思是： 


= 1,若 f = ) ; 
5, = 0,若 《• # i . 


(31. 15) 


这个 久张量 通常称为“克罗内克5”。你可以这样来自己取乐，即证明 ：若把 坐标系改变成 
任何其他的直角坐标系，则张量式 （31. 14) 仍然具有完全相同形式。式 （31. 13) 的极化张 
»会给出 

P . = a ^ d^Ej = aE it 


这个式子意味着与我们以前关于各向同性电介质的结果 


P = aE 


相同。 

极化椭球的形状和取向有时可与晶体的对称特性联系起来。我们曾在第30章中说过, 
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三维晶格共有230种不同的可能内部对称性，而对于许多目的来说，它们可以按照单胞的形 
状方便地归纳成七类。现在这极化椭球就应该分享晶体的这些内禀几何对称性。例如，三 
斜晶体具有低级对称——其极化椭球将有互不等长的轴，而每一轴的方向一般都没有与晶 
轴排成一线。另一方面，单斜晶体具有这样的特性，即如果晶体对其中的一轴转过180°,它 
的性质不会改变。所以在经过了这样一个转动之后极化张量应仍然相同。结果是，极化椭 
球在经过了 180°转动后就必须回到其本身，这只有在该椭球的一根轴与晶体的对称轴的方 
向相同时才能发生。除此之外，这个椭球的取向和大小都不受限制。 

可是对于正交晶体，该椭球的诸轴就必须都对应于各晶轴，因为围绕三个轴中任一轴的 
180°转动都将重复同一晶格。如果我们涉及四方晶体，则椭球必须具有相同的对称性，因而 
就必然会有两根相等的直径。最后，对于立方晶体来说，椭球的所有三根直径都必须等长， 
它变成了一个球，而晶体的极化率在所有方向就都相同。 

对晶体的一切可能对称性算出各种可能有的张置类型将是一场大型游戏，这称为“群 
论”分析法。但对于极化张董的简单情况，要看出其中关系应该会怎么样，还是相对容易的。 

§31-4 其他 张量； 惯置张置 

还有许多其他张*的例子出现在物理学中。例如，在金属或任何导体中，人们经常发现 
电流密度 y 近似地正比于电场 e , 比例常数称为电导率<»: 

i = aE. 

可是,对于晶体来说，•/与£的关系就比较复杂了；电导率并非在所有方向都是 一样的 。电 
导率乃是一个张 M, 因而可以写成 

u = - 

物理张嫌的另一个例子是转动惯 M。 在第1卷第18 章中我 们曾经见过,一块固体绕某 
—固定轴旋转时就有一个与角速度出成正比的角动嫌而我们称这个比例因数/为转动 
惯置: 

L = 1(0. 

对一任意形状的物体，转动惯量与物体相对于转动轴的取向有 
关。例如，一块矩形板对于它的三个正交轴的转动惯量就各不相 
同。现在角速度®和角动量 L 两者都是矢量^对于绕每一根对 
称轴的转动，它们彼此互相平行。但如果对于三根主轴转动惯最 
各不相同，则一般说来 和1 就不会在同一个方向上（图 31. 4>。 

它们以类似于 E 和 P 间关系的方式互相联系着。一般说来，我们 
应当写出 

L, = 1^01, + / 0 CU, 4- I„(U, , 

L y = I^co, + I„a,, + I^co. , (31.16) 

L* = I a Q) x ItytOy + , 



图 31-4 —般说来，一块 

固体的角动屋 L 并不平 
行于其角速度《 
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这九个系数 h 称为惯量张量。按照与极化的类似性，任何角动量的动能理应为角速度分量 
(Ox , U)y 和 CU , 的某种二次型： 

= 叫. （31.17) 

我们可利用能量来定义惯量椭球。并且，关于能量的论证也可用来证明该张量是对称的，即 

h = 

若一刚性物体的形状为已知，则该物体的惯 M 张量便可以算出来。我们只需写下该物 
体中所有粒子的总动能。一个质量为 m 而速度为 I ；的粒子具有动能,而总动能就不 
过是对该物体中所有粒子的动能求和 

每个粒子的速度《与固体的角速度0> 有关。现在假定，物体在绕我们认为静止的质心旋转。 
那么，若 r 是从质心到粒子的位移，则其速度 V 由》 XI •给出。因此总动能为 

KE = 2 jm ( otXry . (31.18) 

眼前必须做的就是用叫，各分置和 I , ： y , * :写出 ( oXf , 并将这一结果与式(31_ 17) 
做一比较，通过识别各项以找出 L 。 在进行代数运算时，我们写出 
(to X r ) 2 = (o X r)l + (10 X r )\ + ( o > X r )\ 

= (<v,z — (o t y) 1 -f- (co«a: — q)jZ ) 2 -|- (a) x y — (Vyx) 1 

=+a> 2 yZ 2 — 2(o/i),zy -\-w\y z 4-oifx 2 — 2o)^m)xJcz -\-<o]z 2 +oi^y 2 一 2u)xW y yx +co Z yX 2 . 

对这一方程乘以 m /2, 对所有的粒子求和,并同式 (31. 17) 做比较，我们见到，例如由下式 
给出： 

,« = ^ My 2 +Z 2 ). 

这就是我们以前（第1卷第19章）曾经得到过的关于物体绕 X 轴的转动惯撖公式。由于 
r 2 =: c 2 +： y 2 + z 2 , 也可将这一项写成 

= 2讲 (〆 一： :)• 

算出所有其他各项，则惯量张量便可以写成 

—x 2 ) — ^rnxy 一 

h = — ^myx ^ mCr 2 — y z ) — ^myz . (31.19) 

— ^rmx — ^,rnzy ^771(〆一z 2 ) 

如果你乐意的话，还可以按“张量符号表示法”写成 

h = X )爪 — 广而）， （31.20) 

式中 r , 是某个粒子位置矢量的(: r , ： y , 幻分量，而 D 则意味着对所有粒子求和。于是转动 
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惯量就是一个二阶张置，其中各项代表物体的一种属性，并且通过下式将 L 与《联系 起来： 

l-i — „coj. ( 31 . 21 ) 

i 

对于不管什么形状的任何物体，我们都能够找到惯量椭球，从而找到三个主轴。对于这 
些轴来说，该张量将是对角的，所以对于任何物体就总存在三个互相正交的轴，绕这些轴的 
角速度与角动量互相平行。它们被称为惯量主轴。 


§31-5 叉 积 


我们应当指出，从第1卷第20章后我们就已经应用过二阶张置了。在那里，我们曾用 
下式定义过“平面上的转矩”，诸如 

r„ = xF, — yF x . 

推广到三维的情况，可以写成 

r» = r,F, — r,F,. (31.22) 

n 这个 M 就是一个二阶张量。为了看堉楚这个张量就是这样的形式,一种办法就是通过把 
^同某个矢量相结合，比方说按照下式同单位矢 S 相结合， 

i 

如果这个 tt 是 一 则必然会像张 M 那样变换，这是我们关于张量的定义。把有关 U 
的式子代入，便得 

= _ = r _'( F • *) ~ ( r • 

i i i 

由于那些点积都是标 ft, 所以右边两项都是矢 ft, 因而它们之差也是矢 fi。 因此 TV 就是一 
个张量。 

但是一种特殊类型的张 ft, 它是反对称的，即 


r* =-r>, 

所以它只有三个不等于零的项—— r „, 和 r „。 在第1卷第20章中我们已能够证明，这 
三项几乎是由于“偶然"才会像矢量的三个分最那样变换，以致我们可以定 X : 

T ( IV ， Ty 1 Tz ) ( Tyg ) Tgx * Try ) ■ 

我们所以说“偶然”，是因为它只发生于三维中。例如，在四维中，一个二阶的反对称张量就 
多达六个不等于零的项，因而肯定不能由具有 吗个分 量的矢量来代替它。 

正如轴矢量 r = rXF 实际上是一个张量 ii , 所以每个由两个极矢量构成的叉积也是 
张量——与上述相同的一切论证也都适用。可是，出自幸运，它们也可用矢量（实际上是一 
种膺矢)来表达，因而数学就给我们带来了方便。 

从数学方面讲，若 a 和 fc 是任意两个矢量，则那九个量 a .6, 会形成一个张量（尽管它可 
能没有任何有用的物理目的）。这样,对于位置矢量》■来说, r . r , 就是一个张量，而由 于知也 
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是一个张量，我们便明白式(31.20〉的右边确是一个张量。同样，式 （31. 22) 也是一个张量， 
因为其右边的两项都是张量。 


§31-6 应力张量 


迄今我们所描述的对称张量都是在一个矢量与另一个矢量建立联系的过程中作为系数 
产生的。现在我们很想考察一个具有不同物理意义的张量——瘅力张量。假设有一块被施 
以各种力的固体，我们说其内部会有各种“应力”，这意思是指，在材料中的相邻部分间存在 
—些内力。当我们在§ 12-3 中考虑被伸展的膜中的表面张力时，就曾稍微谈及在二维情况 
下的这种应力。现在将看到，在三维物体的材料中内力可以由一个张量来描述。 

考虑某种弹性材料——比如说是一大块果子冻一的物体。如果把这块材料切开，则 
切面每一边的物质一般都会受到内力作用而引起位移。在切开前，材料中的两部分间必然 
有力把材料维持在其固定位罝，我们可以用这些力来定义应力。假设我们正在考察一块垂 
直于^轴的假想平面一像图 31-5 中的面一并询问在这个面上穿过小面积 Ay Az 的 
力。设在这一面积左边的材料施力于其右边的材料，如图 （ b ) 所示。当然，还有一个反 
作用力一施于左边的材料上。如果该面积足够小，则我们预期 AC 与面积 AyAz 成正 
比 0 


( b ) 


田 31 -S ff 平面左边的材料穿过面积 
AyAz 施力 AF , 于该平面右边的材料上 



囹 31-6 穿过与 I 轴正交的面积元 A;y 的力 
AF , 可分解成三 个分置 和 AF ,, 




你已经熟悉了应力中的一种一静止液体中的压强。在那里，力等于压强乘面积并与 
面积元垂直。对于固体一也对于运动中的黏滞性液体——来说，力就不一定与该面垂直， 
除了压强(正的或负的)之外还会有剪切力（所谓“剪切力”，指的是穿过面的力的切向分量）。 
力的所有三个分量都必须计算在内。也应该注意，如果我们在某个其他取向的平面上切割， 
则这些力将不相同。对于内应力的完整描述需要有一个张量。 

我们按照下述办法对应力张量下 定义： 首先，我们想象一个垂直于^轴的切面并把穿 
过这切面上的力 AF , 分解成它的分量 AF xi , AF ，,* ,如图 31-6 所示。这些力对面积 

的比值，分别被称为心，例如， 
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c = 

， △:V 

第一个下脚标: V 指力的分量 方向； 第二个下脚标工指垂直于该面积的方向。如果你愿意, 
还可以把该面积△: V 写成表明是一个垂直于 X 轴的面积元。于是 




其次，我们设想一个垂直于; y 轴的想象的切面。穿过一小面积 AxAz 将有力 AF 2 。 再把这 
个力分解成三个分量，如图 31-7 所示,并定义三个应力分量 Sp , S „， S ”， 作为在那三个方 
向上单位面积的力。最后，我们做一个垂直于 * 轴的想象切面并定义三个分量 S „, Sf 和 
S ««。 因此，我们就有了九个 数值： 


■S„ s„ 

S v = S „ S ,. . (31.23) 

二 S n S- 




图 31-7 穿过垂直于: y 轴的面积元 *31-8 把穿过 N 面（其单位法线 

的力被分解成三个互相垂直的分最 为 >0的力 AF . 分解成各分量 


现在要来证明，这九个数值足以完整地描述应力的内部状态，而且 S ,, 的确是一个张量。 
假设我们想知道穿过一个以某个任意角度取向的面积的力，能否从 S v 求得它呢？能，只要 
按照下述办 法:试 想象一个小小的立体图形,在另加的面内有一个 N 面，而其他各面则都垂 
直于坐标轴。假如这个 A / 面碰巧平行于 Z 轴，则会有如图 31-8 所示的那个三角图形（这是 
有些特殊的情况,但将足以充分说明普遍的方法）。既然作用于图 31-8 中那个小三角体上 
的各应力是平衡的（至少在无限小尺寸的极限内），因而施于其上的总力就必须等于零。我 
们直接从 S 4 知道了在垂直于各坐标轴的那些面上的力，它们的矢量和就应等于作用在 N 
面上的力，因而我们可用5. > 来表示这个力。 

关于作用在该小三角形体积上的表面力处于平衡这一假设，其中我们忽略了任何可能 
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会存在的其他一些彻体力，诸如重力或鹰力，如果我们的坐标系不是一个惯性坐标系的话就 
会存在膺力。然而，应该注意，这种彻体力将与那个小三角体的体积、因而也与&^>^ 2 成 
正比，而所有的表面力则均与诸如 Ax Ay , AjyAz 等面积成正比如果我们把楔形物 
的尺寸取得足够小，则同表面力相比彻体力就总是可以被忽略的。 

现在让我们把施于该小楔形物上的力都相加起来。首先考虑 a ： 分量，那是五个部分之 
和一从每一个面各有一部分。然而，如果足够小，那么作用于（与 z 轴垂直的）那两个 
三角形上的力就会相等相反，因而可以将其忘却掉。作用于底面矩形上的力其^分置为 

AF rf = S^AxAz. 

作用于垂直矩形上的力为 

AF,, = S„ AyAz. 

上述两力必须等于穿过 N 面^ ^的力的: r 分量。令/«为垂直于 N 面的单位矢 fit, 并令作 
用于此面上的力为，于是^有 

AF,. = S„ AyAz + S„AjtAz. 

穿过这个平面的应力的 x 分量 S „ 等于以面积 AW + A ;/, 即 

S„ = S a - ■- +s„ 

V Ax 2 + A>> 2 V Ax 2 + 


由于 Ax /^ Ax 2 + Ay 就是 »1 与; y 轴间夹角0的余弦，如图 31-8 所示，因而我们可把它写成 
n ,, 即《的: y 分 M 。 同理，△: yA / Ax 2 +△/ 就是 sind = n ,。 我们便可将上式写成 

S X || = SxjWj + Sgyfl ym 

如果现在推广至一个任意表面元，就该得到 

S „ = S^n, + S^n, + S„n,, 

或一般地， 

S .. = (31.24) 

i 

我们能_求得以\表示的穿过任何面元的力，因而&的确完整 
地描述了材料内部的应力状态。 

式 (31. 24) 表明，张量 S ., 使力 S . 与单位矢量1»相联系，就好 
像^使^与^有关那样。既然 n 和 S » 都是矢量，所以的各 
分量就必然像张量那样随坐标系的改变而作变换。因此，5 # 的 
确是一个张量。 

我们也可通过考察作用于一个小立方体材料上的力来证明 
是一个对称张量。假设取一个小立方体，使其各个面的取向 
平行于我们的坐标轴，并从一个截面上去考察它，如图 31-9 所 
示。若令这个立方体的每个边长为一个单位，则作用于与 x 和 y 
轴正交的那些面上的力的: r 和: V 分量就可能如图上所示。如果 



图 31-9 作用于一小单位 
立方体的四个面上的力的 
: r 分量和; V 分屋 
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该立方体很小，则一个面上的应力与其相对的面上的应力就不会有显著的不同，因而力的分 
量就如图所示的那样大小相等而方向相反。现在对于该立方体必然不会有转矩作用，否则 

它就会开始转动。环绕中心点的总转矩为 ( S ^- S „) (乘以立方体的+单位边长），而由于 

这总转矩为零, S # 就应等于 Sg , 因而这应力张量就是一个对称张量。 

既然 S , y 是一个对称张置，因此它就可以用一个具有三根主轴的椭球来加以描述。对于 
与这些轴正交的面来说,应力特别简单——它们相当于与这些面正交的压力或拉力，因而沿 
这些面上就不会有剪切力了。对于任何应力来说，我们总能够选择坐标轴使其各切向分量 
为零。如果这椭球是一圆球，则在任何方向就只有法向力。这相当于流体静压强(正的或负 
的〉。 因此，对于流体静压强来说,这个张量就是对角的，而且所有三个分量都相等，实际上， 

它们刚好等于压强/>，即可以写成 

Si, = ps ^. (31.25) 


应力张置一因而还有它的椭球-般将在一块材料中逐点变化，要描述整块材料， 

就需要给出作为位置函数的 s „ 的每一分量。因此，应力张量就是一个 g 。 我们已经有过 g 
像温度 T ( X , y , Z ), 它们在空间每一点都给出一个数值，以及矢箄场，像 EU , y , z ), 
它们对每一点给出三个数值。现在我们又有了张量场，它们对空间每一点给出九个数值— 
或对于对称张 tt 来说,实际上是六个数值。在一块任意畸变的固体中，对其内力的完整 
描述需要六个各含有 x , ： y 和 z 的函数。 

§31-7 高阶张置 

应力张*5„描述了物质中的内左。如果材枓是弹性的，用另一个张 S 7；——称为 g 
g 张《—来描述其内部就较方便。对于像金 诚棒那 样的简单物体，你知道长度的改 
i AL 与作用力近似成正比，因而我们说它服从胡克 定律： 

AL = yF. 

对于受了任意畸变的固态弹性体来说，应变与应力 S , 是由一组线性方程相联 系的： 

L (31.26) 

*. I 

并且，一根弹费（或一根棒）的势能为 

yFAL = jyF :. 

对于固体中的弹性能量密度，可推广为 

= E (31.27) 

因此晶体弹性的完整描述就必须用这些系数这带来了一个新的、难以控制的量，它是 
—个 g 阶张量，由于每一个下脚标可取 I , : y 或 Z 中任何一个，共有3 4 = 81个系数，但实际 
上却^有21个不同数值。首先, S , 是对称的，它只有6个不同的数值，因而在式 （31. 27>中 
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就只需要 36 个不同系数。可是，可以互相交换而不改变能置，所以交换£)和《时 
y # « 必定是对称的，这样就把不同系数的数目又减少至21个。所以对于可允许的对称性最 
低的晶体来说，要描述它的弹性就需要21个弹性常数！当然，对于较高对称的晶体,这一数 
目还可以减少。例如,立方晶体只有三个弹性常数，而各向同性物质则只有两个弹性常数。 

这后者的真实性可以这样理解。如同一块各向同性物质必然会对称那样,的各分量 
怎么可能与坐标轴的方向无关呢？答 案是： K 有当它们可用张量&表达时，它们才能是与 
坐标无关的。有两个可能的表示式它们都具备所需的对称性，因而 
5,就必须是它们的线性组合。因此，对于各向同性材料来说， 

4 - + 8,6*、， 

所以这种材料就需要两个常数 a 和6来描述它的弹性。而立方晶体仅需要三个常数，我们 
将把它留给你们去证明。 

作为最后一个例子，我们举出压电效应，这次是属于一个三阶张 M 。 在应力作用下，晶 
体会产生一个正比于这个应力的电场，因此 ，一 般说来，其规律是 

E ( = S P »* S m. 

t. h 

式中 E , 为电场，而为压电系数一或压电张《。你能否证明，若晶体有一个反演中心 
(在 X , z — X , 一； V , — z 的变换下保持不变），则所有压电系数都等于零？ 

§31-8 电磁动置的四维张置 


在这一章中，迄今所考察过的所有张 M 都是与三维空间有关的，它们被定义为在空间转 
动下具有某种变换性质。在第26章中，我们曾有机会用到在四维相对论性时空中的一个张 
«——电磁张《 这样一个四维张 a 的各分量在洛伦兹坐标变换下以我们算出的特殊 
方式变换着(尽管我们并未那样做,但我们可能已经把洛伦兹变换认为是在叫作闵可夫斯基 
空间的“四维空间”里的一种转动，那么与我们这里正在做的做个类比,就会更加清楚了。） 

作为最后一个例子,我们想要考虑在相对论四维 ( m 幻中的另一个张量。当我们 
在上面写出应力张量时，我们 曾把& 定义为穿过单位面积的力的分量。可是力等于动量的 
变化率，因此，不说 “ s „ 是穿过垂直于 > 方向的单位面积力的 I 分量”，而同样可以说“5„是 
穿过垂直于^方向的单位面积动量的1分《的变化率”。换句话说, Su 的每一项也各代表 
通过垂 直于） 方向单位面积的动量的《'分量流。这些是纯空间分量，但它们却是在四维 
和 v = < , n z ) 中含有像 s ,„ s ，,， s „ 等附加分髯的一个“较大”张量的一些部分，我 
们现在就试图找出这些附加分量的物理 意义。 

我们知道，那些空间分量代表动量流。我们可以从研究另一种“流”一电荷流一来 
获得如何把它推广到时间那一维上去的线索。对于标量电荷来说，其变化率(通过垂直于流 
的单位 面积) 就是一空间矢量—电流密度我们@看到，这个流矢置的时间分量就是 
那些流动物质的密度。可以同一个时间分量），= p ——即电荷密度一相结合而 
构成一个四维矢量人= (+ _/), 也就是说，当人中的#取 <, A 各值时，它指的是标量 
电荷的“密度，及标量电荷在工方向的流动速率，在方向的流动速率，在 z 方向的流动速率”。 
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现在，与刚才所做的关于一个标量流的时间分量的说法相类似，我们也许会期待，与描 
述动量工分量流的 s=, Su , S„ —起，就应该有一个时间分量 S, ，，它 应代表正在流动的那 
种东西的密度，也就是说， Sf ，应该是; T 方向动量的密度。所以我们就能够沿水平方向把我 
们的张量推广到包含一个 f 分量。我们得 


S ,. =1动置密度， 
s „ = X 动量的 X 向流， 

=： T 动置的 y 向流， 
s „ = X 动置的 z 向流 • 

同理,对于动量的; y 分量我们有三个流动分量一 S ^， S „， S ， ——此外还应加入一个第 
四项： 

S „ = ： y 动最密度. 

而当然，在 S „, Sg , 之外我们也应该加上 

s ., = Z 动量密度. 

在四维中还有一个动置的*分 a , 我们知道那就是能 s 。 因此，张量 s , 应该在垂直方 
向上*用 s „, s ,, 和 s „ 来推广，其中 

5 ., = 能》的 J ： 向流， 

Su =能 ft 的 ; y 向流， . （31.28) 

5 ., =能 St 的*:向流. 

这就是说, s „ 是单位时间内穿过垂直于 X 轴单位面积的能流,等等。最后，为使张：》达到完 
整，还需要 S ,,, 那该是能量密度。我们已把三维的应力张置\推广成四维的 应力-能置张 
婁 S ,,。 那下脚标 P 可'值 G >和2，它们分别指“密度” 、“在 X 向单位面积的流 
€”、“在; y 向单位面积的流动”、“在 z 向单位面积的流动”。同样 地,! /取 t , a y , Z 四个值 
就告诉我们什么在流动，即“能 M ”、 “沿向的动置”、“沿 y 向的动 M ” 和“沿 z 向的动最”。 

作为 一 W 子，我们将讨论不是在实物中，而是在一个存在着电磁场的自由空间区域里 
的一个张置。我们知道，能流就是坡印亭矢量 S = <1) C Z EXB 。 因此， S 的工，： y 和 z 分置，从 
相对论的观点来看，就是我们的四维应力-能量张量的分量 S „, S w 和 S ,,。 张量&的对称 
性也同样移到了*分 M , 因而四维张量是对 称的： 

S „. = S „. (31.29) 

换句话说，代表 a ：, y 和 z 动筆密度的 S x ,, S „, 也等于坡印亭矢量 S , 即能流的: r , ；>»和^ 

分量——正如我们在前面用不同的论证所证明过的那样。 

这电磁应力张量; S ,, 的其余各分量也可用电磁场 E 和 B 来表示。这就是说，必须把应 
力——或较少神秘性地说成是动量流——纳入电磁场之中。在第27章中与式 (27. 21>有关 


* 这表明是一个与: r , : y , 2 各轴都••正交”的方向.即》 方向。 一译者注 



«2 I 费恩曼物理 学讲义（第 2 卷） 

的地方我们曾对此有所讨论，但还未将其细节算出。 

那些想要在四维张量方面锻炼本领的人们，也许乐于见到用场来表示的关于的 
公式： 

S,. =f( 

其中对于^,/?的求和是指对于 ： y , Z 的求和，不过（如同在相对论中经常做的那样）我 
们采用关于求和符号与符号 S 的特别含义。在总和中有关： r , y , Z 的项都要去掉，并且 
d „ = 1, = S „ =5„ =-1,对于则=0。你能否证实（令 c = 1) 它会给出能量 
密度 S ,, = (<。/2)(户+仔）和坡印亭矢量 <„ EXB ? 你能否证 明：在 U = 0的静电场中，应力 
的主轴在电场的方向，而且有一个张庳力0./2)^沿电场方向，还有一个相等的压强垂直 
于电场方向？ 



第 32 章稠密材料的折射率 


§32-1 物质的极化 


我们现在要来讨论由稠密材料所引起的光的折射——因而也包括光的吸收一现象。 
在第1卷第31章中，我们曾讨论过折射率理论，但那时由于我们的数学能力有限.就不得不 
局限于只是找出诸如气体那样的低密度材料的折射率。然而，产生折射率的物理原理却已 
经弄消楚了。光波中的电场使气体里的分子极化，产生了振动着的电偶极矩。这些振动电 
荷的加速度又会辐射出新的场波。这种新的场与旧的场相干，就会产生一个变化了的场，它 
相当于原来的波受到某个相移，由于这相移与该材料的厚度成正比，所以这一效应就相当于 
在材料里有不同的相速度。以前考察这一课题时，曾经略去了诸如新波会改变振动偶极子 
所在处的场这些效应所引起的复杂性。我们 B 假定施于原子中电荷上的力仅来自那个入射 
波，而事实上，它们的振动不仅由入射波驱动，而且也由所有其他各原子的辐射波所推动。 
当时要把这种效应包括进去，对于我们来说会有困难，因而仅仅研究了稀薄气体，在那里上 
述效应变成无关紧要的了。 

然而，现在我们将发现，通过利用微分方程来处理这个问题非常容易。这一办法掩盖了 
折射率的物理起源（如来自再辐射波与原来波的相干 作用） ，但却使有关稠密材料的理论简 
单得多。本章将从以前的工作中拼集大 a 材料。实际上我们将选取所需要的一切东西，因 
而在引进的槪念中属于全新的相对来说就不多。由于你可能需要重新想起我们将要用的东 
西，因此我们提供一个关于即将用到的公式及其出处的清单（表32-1)。在大多数例子中， 
我们将不再花时间去提供物理论证，而只是要利用那些公式。 


表 32-1 本韋的工作将建立在下? j 这些包含在以前各章中的材料的基础上 


主 题 

参 考 

方 ft 式 

阻尼振动 

第 1 卷第 23 章 

m( x + uix) ― F 

气体 折射宰 

第 1 卷第 31 章 

" 1 + 2 




迁移率 

第 1 卷第 41 章 

m i. + fix = F 

电导率 

第 1 卷第 43 章 

”丄; 。- 啦 

r m m 

极化率 

第 2 卷第 10 $ 

P9ft =~ V * P 

在电介质内郎 

第 2 卷第 11 章 

Em = E + ^P 


我们从回忆气体折射率的机制着手。假定单位体积内共有 N 个粒子，而每个粒子的行 
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为像一个谐振子，并采用这样的原子或分子模型 ：其中 的电子被正比于其位移的力束缚住 
(好像被弹簧维持在其位置上似的）。我们曾经强调，这并非原子的正统经典模型，但以后将 
证明，正确的量子力学理论(在一些简单情况中）会给出等效于这一模型 i 果。在以往的 
处理中，我们从未将原子振子中的阻尼力那种可能性包括进去，但现在就要这样来做。这种 
力相当于对运动的阻力，也就是与电子速度成正比的力。于是运动方程为 

F = q,E = m(x -h yi + < uox ) , (32. 1) 

式中 i 是平行于 £ 方向的位移（我们正假设一种 各向同性 的振子，其恢复力在一切方向都 
相同。并且，我们目前也在考虑一个线偏振波，以变方向）。如果作用于原子上的 
电场随时间正弦地变化，则可以写出 


E = E 0 e - ’. 

于是位移将以同样的频率振动，因而可令 


x = x „ e -. 

将 X = 和£ ^=_ 0. 1 ! 代入式 (32. 1 ) ，就能够用£来解出 X : 

t q ' ，m ^ t E . 

一 oi + \yco ~r ojo 


(32.2) 


(32.3) 


如果已经知道位移，则可算出加速度，并求得引起折射率的辐射波。这就是以前在第1卷 
第31章中曾经计算过折射率的那种办法。 

然而，现在想要采取一种不同的计算方法。一个原子的感生偶极矩 P 为或利用式 
(32. 3), 即得 


P = 


q \ /m 

一 w 2 + iy<o + cul 


E . 


(32.4) 


由于 P 与 E 成正比，所以我们可写成 

P = ( oa (( o ) E , 

式中 a 称为原子槔化率*。采用这一定义，得 

= q ] / m<o 

° 一 a; 2 + \Y<o + a>o 

关于原子中电子运动的置子力学解给出除了下述一些修正之外的相似结果。每一种原 
子_具有若干个固有频率，而每个频率有其本身的阻尼常数 y 。 并且,每种振动模式的有效 
“强度”各不相同，这可用每个频率的极化率乘以强度因子/来表示，我们预期/是数量级 
为1的数值。对于每个振动模式，用狄*, 和 /* 代表那三个参数 a ；。， y 和/,并对不同的 


(32.5) 

(32.6) 


• 在整个本章中我们将遵照第1卷第31章中的那种符号表示法，并令〃代表愿王极化率，如在这里所 
定义的。在上一章中我们曾利用《代表 详:积 极化率—即 P 对£的比率，在本章的记法中则应该是 P = 
NmoE t 见式(32.8>。 

** 这里按原文只是 “The atoms”, 我们将其改成“每一种原子 '似 较确切些。一译者注 
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模式全部求和，则我们可把式 (32. 6) 修 改成： 

o ( a >) = 2 2丄, * ~ ； ■ (32. 7) 

(om ^ —m + 17 ko + tt)o* 

如果 N 是该材料内单位体积的原子数，则极化强度 P 就恰好是 N /* = <0 N a E , 并正比 
于 

P = ， oN a ME. (32.8) 

换句话说，当有一正弦电场作用于材料上时，就有一个正比于该电场的单位体积感生偶极 
矩一我们要强调比例常数 o 与频率有关。当频率非常高时， a 很小，即响应不厉害。然 
而，在低频时，就可能存在较强的响应。并且，这个比例常数是一复数，这意味着极化强度并 
不完全跟随着电场变化.而是其相位在某种程度上可能被移动了。无论如何,总会有一个其 
大小正比于电场强度的单位体积极化强度。 

§32-2 在电介质中的麦克斯韦方程组 

物质中极化现象的存在意味着材料内部有了极化电荷和极化电流，而为了求场就应该 
把它们放进完整的麦克斯韦方程 组中。 我们这回要在这种情况下求解麦克斯韦方程组，即 
其中的电荷和电流不像在真空里那样各等于零，而是由极化矢《所 隐蔽地 给出。第一步是 
明确地找出电荷密度^和电流密 度广它 们是对我们过去定义 i * 时所考虑的相同尺度的小 
体积平均过的。于是，我们所需要的 p 和 y 能够从极化强度获得。 

我们已在第10章中见到，当极化强度 P 逐处变化时，就存在由下式给出的电荷 密度： 

作化 (32.9) 

虽然我们当时处理的是静场，但同样的公式也适用于随时间变化的场。可是，当 P 随时间 
变化时，就有电荷在运动，因而也存在极化每个振动电荷贡献的电流等于其电荷 
乘以其速度〃，设单位体积共有 N 个这样的电荷，则电流密度 _ /为 

j = Nq . v . 

既然我们知道 p = 那么_/ = N < 7 ,( dr / dt ), 这恰好就是 dfVdt 。 因此，由变化着的极化 

强度引起的电流密度为 

7«(t = (32.10) 

我们的问题现在既直接而又简单。利用式 （ 32. 9) 和 （ 32. 10), 我们要用由 P 表示 的电 
荷密度和电流密度来写出麦克斯韦方程组(假定在该材料中并没有别的电流和电荷）。然后 
再用式 (32. 5) 把 f > 与 E 联系起来，并对 E 和 B 求解方程,寻找波动解。 

在做此事之前，我们想要做一个历史性的注解。麦克斯韦原来写出的方程式在形式上 
与我们现在所用的不同。由于这些方程在过去许多年中曾被写成这种不同形式——而且目 
前还有许多人按照那样来写——我们将解释其中的区别。在早期，介电常量机制还未受到 
充分和清楚的认识。原子的本性既未被理解，材料的极化也不清楚。因此人们并未认识到 
对电荷密度 P 会有来自 P 方面的贡献。他们仅凭那些不受原子束缚的电荷(诸如在导线 
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中流动的电荷或从表面上擦去的电荷)来思考问题。 

今天,我们更喜欢让代表昼电荷密度，包括被束缚的原子电荷所产生的那部分。若我 
们把这一部分称为,则可以写出 

P = + pxt » 


式中作*就是麦克斯韦曾经考虑过的电荷密度，而且是指那些不会被束缚于个别原子上的 
电荷。于是可写出 


把式 （32. 9 )代入作，得 


V - E = _ ■ +#* ■ 


V - £ = €55• — 丄 ▽. i » 

f 0 <0 

或 

V - ( ( „£ + P ) = (32.11) 

在麦克斯韦方程组中有关 VXB 的电流密度,一般也有来自受束缚的原子电流的贡献， 
因此可以写出 


而麦克斯韦方程则变成 


j = •/■化 +7*» . 

ct - VXB = hM. + Jm<L + 3E_ 

f 0 (o 


(32. 12) 


利用式 (32. 10), 我们得 

(0 c 2 VXB = ; K .+^( <0 E + P). 


(32. 13) 


现在你可以明白，假如由下式定义一个新的矢 & D : 

D = , 0 E + P, 


则两个场方程就会变成 
和 


V • D = 


r VXB = i\ 


dD 

a ?' 


这些实际上就是麦克斯韦对于电介质所用的形式。他的其余两个方程则是 


(32.14) 

(32.15) 

(32. 16) 


和 


VXE 


0 B 

It 


V • B = 0 f 


这些与我们目前所用的相同。 

麦克斯韦以及其他早期工作者还遇到一个与磁性材料(我们不久即将加以考虑)有关的 
问题。由于他们还不知道导致原子磁性的环行电流，因此他们所使用的电流密度还缺少这 
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另一部分。他们实际上写出的并非式 (32.16), 而是 

VXH = j f + ^, (32.17) 

式中的 H 与不同之处在于后者已包括了原子电流的效应* (于是/就代表剩下的其 
余电 流）。 所以麦克斯韦拥有四个场矢量 £. D , B 和 H,D 和 H 是不关心材料内部正在进 
行着的过程的一种隐蔽方法，你会在许多地方找到用这种方式写出的方程组。 

为了求解该方程组，有必要把 D 和 H 与其他的场联系起来，而人们往往写成 

D = (32.18) 

然而，这些关系式对于某些材料只是近似地正确，而且即使如此也只有在场随时间变化不太 
迅速时才行(对于按正弦变化的场,人们往往能够通过使 < 和 / i 成为频率的复变函数而将式 
子按照这样写出，但对于场的任意时间变化5^^行）。所以在求解这些方程时往往受到各 
种形式的欺骗。我们认为，正确的办法乃是用目前所理解为基本的那些里来保持那些方程 
式一而这正是我 们一贯 做的。 


§32-3 电介质中的波 


我们现在想要求出 ：哪种 类型的电磁波才能在这样的电介质中存在，其中除了束缚于原 
子中的电荷外并无其他附加电荷，为此我们取9=一 和•/这样，麦克斯韦方程 
组变成 

( a ) V • E ( b ) c * VXB = 

<0 

( c ) VXE =-^, ( d ) V • B = 0. 

可按照以前做过的那样来求解这些方程式，即从取式 (32. 19 c ) 的旋度 开始： 


Tt(^ + E )' 


(32.19) 


其次，利用矢量恒等式 


VX ( VXE ) =-^ VXB . 


VX ( VXE ) = V(V - E )- V ' E , 
利用式 (32. 19 b ) 并代替 ▽ X 便得 


▽(▽ ■ E)-^E 


1 d z P 1 d 2 E 

71? 7 IF' 


• 这说法从式子的表面看似乎是对的，因为式左边只出现 H (而不出现 B )， 右边只出现 /( 而不出现 
JU 但实际上《是不包括原子电流效应的，这可从式 (36. 12) 看出。 D 也是不包括极化电荷的效应的，但 
由于作 =_▽•!», 在减去此方面的效应时，负负为正得了在中间的一个正号（即 DsqE + P )。 只有 E 
才是包括一切电荷的电场，又只有 B 才是包括一切电流的磁场。这些正确观点在本书中各处都由作者经 
常加以反复强调。——译者注 
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对于 V • E 则利用式 (32. 19 a ), 因而得 

⑽ 20 ) 

所以我们现在所得到的并非是波动方程，而是达朗贝尔算符作用于 E , 等于含有极化强度 P 
的两项。 

然而，由于 P 取决于 E , 所以方程式 (32. 20) 可能仍存在波动解。现在我们将限于各向 
电介质中，因而 P 始终与£同向。让我们尝试找出沿 z 方向行进的波的解，这样电场也 
许会按变化。我们也将假定波是在 x 方向偏振的，即电场只有一个 x 分量。我们写出 

E , = E 0 e ^-- b) . (32.21) 

你知道，任一个的函数代表一个以速率 U 传播的波。式 （32. 21) 的指数可以写 
成 




因而式 (32. 21) 就代表一个具有如下相速 的波： 

T / 相 = Ut/k. 


折射率 ri 是通过令 

c 

v n = —■ 
n 


而被定义的（见第1卷第31 章）。 这样式 (32.21) 就变成 

E x = E 0 e Ul ~ mM . 

因此，我们可以先求出要使式 （32. 21) 满足适当的场方程所需的々值，然后再应用下式求 
出”： 

n = -. (32.22) 

(O • 

由于在各向同性的材料中，常常只有极化的一个 I 分量，于是 /* 不会随 x 坐标发生变化，所 
以 ▽•? = (), 这样便消除了式(32.20〉右边的第一项。并且，由于我们现在假定电介质是线 
性的，所以厂可能按 e - 变化，而 =- o / h 。 这样，式 (32. 20) 中的拉普拉斯算符简 
单地变成 =-^ E If 因而得到 

-^ E .+^ E , =-^ P x . (32.23) 

现在让我们暂时假定，由于 E 按照正弦形式变化，所以可以令 P 正比于犹如式 
(32. 8) 那样（以后我们将要回来讨论这一假定）。因而写出 

P , = € 0 NaE x . 

这样，从式 (32. 23) 中除去从而求得 

k 2 =^(1 + Na). 


(32. 24) 
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我们已经发现一个像式 (32. 21) 那样的波，其波数*由式 (32. 24) 所给出，该波将满足各个场 
方程。利用式 (32. 22), 则折射率 n 将由下式 给出： 

= 1 + Na . (32.25) 

让我们把这一个式同在气体折射率的理论（第1卷第31章）中所得到的式子做比较。 
在那里，我们曾经得到式 (31. 19), 即 


由式 (32. 6) 取 a , 则式 (32. 25) 应给出 


= 1 + M 1 

f>Uo 一 to 1 + iytu + e<^ 


(32.26) 


(32.27) 


首先，这里有一个新项 •，这 是由于我们正把振子的损耗包括进去的缘故。其次，前一个 
式子左边是《而不是 V ,所以又有一个附加因数1/2。但要注意，如果 N 足够小以致 n 接 
近于 1( 如在气体中的情况），则式 (32. 27) 表明/等于丨加上一个小数目：= 1 +<。于是 
可以写成《=^1"?7〜1+</2,而且两个表示式也就彼此等价。这样,我们的新方法对于气 
体给出与以前相同的结果。 

现在，你或许认为，式 (32. 27) 也应给出稠密材料的折射率。然而，由于以下几个原因它 
需要做修正。首先，关于这个式子的推导曾假定作用于每个原子的极化场是场 E x 。 然而， 
这一 假定并$正确，因为在稠密材料中也还有附近其他原子所产生的、与&相差不多的 
场。当我们过去学习电介质中的静电场时也曾考虑过相似的问题（见第11章）。你会记得， 
我们当时通过想象将一个单独原子置于周围电介质的一个球形空穴中而估计它所在处的 
场。在这样一个空穴的场一我们曾称为^电场一比起平均场 E 来要超出 P /(3<。） 
(然而，应该记住，这一结果只有在各向同性材料一包括立方晶体的那种特殊情况一中 
•才是严格正确 的）。 

相同的论证对于波中的电场也会适用，只要波长比原子间距大得多便行。在这种限制 
情况下，我们可以写出 

£ -= E + ^ (32 - 28) 


这局部电场应该就是用于式 (32. 3) 中的£场，也就是说，式 (32. 8) 应重新写成 


应用式 (32. 28) 的，求得 


或 


P = t 0 N a E na . 


P = «^( E + £) 


P = 


Na 


-(Na /TT 


(32. 29) 


(32.30) 


换句话说，在稠密材料中 P 仍旧正比于 E ( 对正弦变化的场来说）。然而，比例常数却不是 
( oN a [如在式(32.23)下面的式中我们曾写出的那样],而应该是 < 。&/[1-(；^/3〉]。因此 
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就必须将式 (32. 25) 改正为 


” 2 = 


Na 


-(,Na/3Y 


如果把这个式写成如下形式，那就更加 方便： 

- n 2 - 1 
^+2 


= Na , 


(32.31) 


(32.32) 


在代数上上两式是等价的，这就是大家熟悉的克劳修斯-莫索提方程。 

在稠密材料中还有另一种复杂性。由于相邻原子如此靠近，它们之间便有强烈的相互 
作用。因此，那些内部的振动模式改变了。原子振动的固有频率因这些相互作用而被扩大 
了，所以它们往往受到很严重的阻尼一阻力系数变得很大。因此，固体中的那些 cue 和 y 
与在自由原子中的相比就很不相同。虽然有这些限制，但我们仍然至少可以近似地利用式 
(32. 7) 来表示 a 。 于是就有 


3 




—<u + iya> + t«*L • 


(32.33) 


最后一个复杂性。如果稠密材料是几种成分的混合物，则每一种成分都对极化有贡献。 
总的 a 就等于这混合物中每种成分贡献之和[除了对有序晶体中局部场近似式 (32. 28>的不 
准确性一过去分析铁电体时我们就曾讨论过的效应——外 h 把每种成分单位体积的原 
子数写成 M ，便可用下式代替式 (32. 32>: 


3 (^ rl ) = (32.34) 

其中每个 a , 将由像式 (32. 7>那样的表示式给出。于是式 (32. 34) 就完成了我们关于折射率 
理论的工作》 3( n 2 — 1 ) /(V + 2) 这个量由频率的某个复变函数给出，而这个函数就是平均 
原子极化率 a ( co )。 关于稠密物质中 0(0^ 的准确计算（即要求出/,, y , 和 cu M ) 是撤子力学中 
的困难问题，只对于几种特别简单的物质才根据第一性原理完成了这种计算。 

§32-4 复折射率 


现在要来考察上述结果，即式(32.33)。首先，我们注意到 o 是一复数，因而折射率《也 
必将是一复数。这意味着什么呢？现在让我们试将 n 写成实部与虚部 之和： 

n = tir 一 ini ， (32. 35) 

其中 nR 和％都是 to 的实数函数。我们在 in , 之前写上一负号，因此在所有普通光学材料中 
n , 将是一正值(在普通非活动性材料一不像激光器或光源本身那样的材料一中 y 是正 
数，而使得 n 的虚部为 负）。 式 (32.21) 所表示的平面波可以用 n 写出，为 

E, = E 0 e M, -- A, . 


将 n 写成像式 (32. 35) 中的那样，则有 
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项表示以速率 C A R 传播的波， 因而叫 就代表我们正常所认为的折射率。但这个 
波的振幅为 

它随 Z 指数式地减弱。对于 n | 〜 n R /(2 n ) 的情况， 

在某一时刻，电场强度作为 z 的函数曲线如图 32-1 
所示。至于折射率的虚部则表示由于在原子振子 
中的能量损耗而引起的波的衰减。波的强度与波 
幅的平方成正比，因而 

强度 o = e - h ' 

这往往被写成 

强度 oc e —' 

其中；?= 称为 吸收系数 。这样在式 (32.33> 

中我们就不仅得到了彳^ ^射 率理论，而且同样 
也有了材料吸收光的理论。 

在通常我们认为是透明的材料中，屋 c /( o , n ,) — 

具有长度量纲——比起该材料的厚度来是很大的《。 

§32-5 混合物的折射率 

关于折射率理论还有另一个可以用实验来进行核对的预言。假设我们考虑一个含有两 
种材料的混合物。这混合物的折射率并非是两种折射率的平均值，而应当按式 (32. 34) 所示 
的那样由两个极化率之和来给出。如果我们问起（比 如说） 糖溶液的折射率，那么总极化率 
就是水与糖的两个极化率之和。当然，每个极化率必须用该种物质单位体积内的分子数作 
为 N 来计算。换句话说，若给定溶液中有/ V ,个极化率为 a , 的水分子和 iV 2 个极化率为 a 2 
的蔗糖 ( c , 2 h „ o „) 分子，则应该有 

3(^|)= AU,+JVW (32.37) 

可以通过测量不同浓度的蔗糖水溶液的折射率，应用此式对照实验结果来检验我们的 
理论。 然而，这里我们得做几种假设。上面的公式假定当蔗糖溶解于水中时并没有发生化 
学反应，而对各个原子振子的扰动在不同浓度中差异不会太大。所以上述结果肯定只是近 
似的。不管怎样，还是让我们来看看这个式子到底如何有效。 

选取蔗糖溶液这一例子是因为在<化学与物理学手册 XHamffroo * 0 / Chemistry and 
PAysics ) 中有一个关于折射率测量值的很好的表，而且又因为蔗糖是一种分子晶体，所以在 
其溶解过程中并没有发生过电离或其他任何会改变其化学状态的事情。 

我们在表 32-2 的头三行中给出从手册中査出来的数据。 A 列为蔗糖按重量计的百分 
比， B 列为测得的密度 (gem 而 C 列则为用 589.3 rnn 波长的光时测得的折射率。对于 
纯的糖，我们已经取得了糖晶体折射率的测 量值。 这种晶体并非各向同性的，因而所测得的 



田 32-1 在某一时刻 f , £：,(*> 曲线, 

设 〜 /(2 買） 
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折射率沿各方向是不同的。该手册给出三个 数值： 

ni = 1. 537 6, n 2 = 1. 565 1, n 3 = 1. 570 5, 

我们取其平均值。 

现在我们可以试着算出每种浓度的 n , 但不知道对 01 或 02 取何值。让我们用这种与法 
来检验该理 论:假 定水的极化率( 0| )在所有各种浓度时都相同，并利用 n 的实验值及^式 
(32. 37) 解出 a 2 从而算出蔗糖的极化率。如果这一理论正确，则对于所有浓度都应得到相 
同的 a 2 。 

首先，必须知道 iV , 和 JV 2 :让 我们用阿伏伽德罗数 N 。 来表示它们。试取1升 (1 000 cm 3 > 
作为体积单位。于是 iV ,/ N 。 等于每升的质量除以克分子量。而每升的质量则是密度（乘 
1 000后获得每升克数）乘以蔗糖或水的用分数表示的含置。就这样，得到了记在该表 D 和 
E 两列中的 JV 2 / JV 。 和 /&• 。 


表 32-2 蔗糖溶液的折射丰，与式 (32.37) 的预言倣比较 







9 

f 

3 ( 岛 ) 

























1.798 











0.886 










DH 




a 纯水; b 蔗糖! W , 体; c 丰均 ( ft ( 见书中 >: d 蔗糖的分子置= 3«2 : *水的分子*_18。 


在 F 列，我们从 C 列中的 实验； 》值算出了 3 (V — \)/W +2)。对于纯水来说， 
3(« 2 - 1 )/(Y +2) 为 0.617, 那恰好是 N , a l 0 然后我们便能填上 G 列中的其余部分，因为 
对于每一行 G / E 只容许有相同的比值一即 0. 617 : 55. 5。从 F 列减去 G 列，便得到蔗糖 
的 N 2 az 那一部分贡献，如 H 列所示。把这些数字用 D 列中的 N 2 / N 。 值来除，我们便得到 
如 J 列所示的~。 02 的值。 

根据我们的理论，应该预计所有的 Noa 2 值都相同。它们虽然并不完全相同，但也相当 
接近。可以得出结论说,我们的想法是相当正确的。而且，我们还发现糖分子的极化率似乎 
与其周围环境的关系不是太大——它的极化率在稀溶液与在晶体中几乎相同。 


§ 32-6 金属中的波 

在本章中我们对固体材料所建立的理论也可应用于像金属那种良导体，但要作很小的修 
正。在金属中，某些电子缺乏把它们维系在任何特定原子上的束缚力，而正是这种“自由”电子 
才引起了导电性。别的电子则被受束缚着,而上面的理论对这些电子是直接适用的。然而，这 


* 本节原文中有些地方把重量和质屋搞混了。——译者注 
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些束缚电子的影响往往被那些传导电子的效应所掩没，我们现在将只讨论自由电子的效应。 

如果一个电子没有受到恢复力作用一但对其运动仍有某种阻力——则它的运动方程 
与式 (32.1) 的差别就仅在于缺少 dx 那一项。所以在其余的推导过程中我们所必须做的 
—切就 是令以 =0—此外还有一点不同。过去所以必须要在电介质中区别平均场与局 
部场，是因为在电介质中每个偶极子的位置是固定的，从而与其他偶极子位置就有确定的关 
系。但由于金厲中的传导电子到处运动，作用于其上的场平均说来恰好是平均场 E 。 因此， 

我们利用式 (32. 28) 对式 (32. 8) 所做的修正，对于传导电做了。这样，金属的折 
射率公式,除了应等于零之外，看来就应像式 (32. 27), 即 

^ = 1 + ^31 — 1 . (32.38) 

nuo 一 m 十 1 加 

这只是来自传导电子方面的贡献,但我们将假定对于金属来说这是主要项。 

现在我们甚至知道了怎样去找出用于表示 y 的值，因为它与金属的电导率有关。在第 
1 卷第 43 章中就曾讨论过金厲的电导率如何起源 
于自由电子在穿越晶体中时的扩散。这些电子从 
—次散射至另一次散射遵循的是锯齿形路径，而 
在两次散射之间除了由于任意的平均电场所引起 
的加速之外，它们的运动是自由的（如图 32-2 所 
示）。在第 1 卷第 43 章中，我们曾求得平均漂移 

速度恰好等于加速度乘以两次碰撞间的平均时间 围 32-2 —个自 由电子的运动 

r 。 加速度为因而 

v m9 = (32.39) 

这一公式曾假定 E 为常数，从而就是一个恒定速度。由于没有平均加速度，所以阻尼 
力等于外加力。我们已用 ymt ; 表示阻尼力[见式 (32.1)] 而定义了 y , 这个力应当等于9上， 

因此就有 

y= 丄. （ 32.40) 

r 

虽然我们不能轻易地直接测得 r •，但仍可以通过测量金属的电导率来确定它。从实验 
上发现，金属中的电场 e 会产生一个密度为 y 的电流(对于各向同性材料而 言）： 

j = oE. 

这个比例常数 <7 称为电导率。这恰好就是我们从式 (32. 39) 所预期的,只要令 

j = Nq,v ■ 移 . 

于是 2 

t=^t. (32.41) 



所以 I ——因而 y 就可以同观测到的电导率联系起来。利用式 (32. 40) 与 （32. 41), 还可 
以把折射率的公式 (32. 38) 重新写成如下 形式： 
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(32.42) 


其中 


fl 2 = 1 + 


( j/to 

Uo( 1 -f- UjJt) ' 



(32.43) 


这是关于金属折射率的一个简便公式。 

§32-7 低频近似与高频 近似； 趋肤深度与等离子体频率 


上述结果，即关于金厲折射率的公式 (32. 42), 预期对不同频率的波的传播会产生很不 
相同的特性。首先让我们看看在非常低频时发生的情况。若出足够小，则式 （32. 42) 可以 
近 似为： 



(32.44) 


现在，正如你能够取下式的平方而加以核实 • ， 


/~ r 1 — j 

所以对于低频来说， _ 

n = v/<t/(2< 0 <u)( 1 — i). 


(32.45) 


n 的实部与虚部的大小相同。由于 n 既有这么一个大的虚部,所以波在金厲中就会迅速地 
衰减。参见式 (32. 36) 可知，在 Z 方向行进波的波幅是按照下式递 减的： 


让我们将此式写成 


ex p[ — /(2(oC* )«]• 


(32.46) 

(32.47) 



图 32-3 —个横电磁波的波幅作为进入金 
属中距离的函数 


于是.这里的5是波幅被削弱一个因子 e — 1 = 

1/2. 72——或约三分之- 时波所经过的距 

离。这样一种波的波幅作为 Z 的函数，如图 32-3 
所示。由于电磁波将透入金厲仅仅这段距离，所以 
5称为趋肤深度。它由下式 给出： 


6=^/2<0^ Aou ,). (32.48) 

那么所谓“低”频指的是什么呢？考察式 
(32.42)可以知道,只要 < ^远小于1,而且0>(。/ 1 7也 
远小于1,则它便可由式 （32. 44) 做；^—这就 
是说，我们的低频近似适用的条 件为： 


• 或者写出 一 i = = e — = cos n/4 — isinit/4, 这会给出相同的结果。 
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— 

r 

和 

. (32. 49) 

( 0 

让我们来看看，对于一种像铜那样的典型金属，与这些条件相当的是什么频率。我们利 
用式 (32. 43) 算出 r , 并再利用观澜得的电导率以求得从手册中査出下列 数据： 

a=5. 76 X 10 7 ( flm )- 1 , 

原子量 = 63. 5, • 

密度 =8.9 gem " 3 , 

阿伏伽德罗常 ft =6. 02 X 10» (克原子量疒|. 

如果我们假定每个原子中有一个自由电子，则每立方米的自由电子数为 

N = 8. 5 X 10 2 ' m -*. 

利用 

9. = 1- 6 X 10-'* C , 

<,= 8. 85 X 1。-” Fm -' , 
m =9. 11 X 10 _S1 kg , 

我们得 

r = 2. 4 X 10 -14 s , 

— = 4.1 X 10 u s _, , 
r 

=6.5 X 10" s ' 1 . 

< 0 

所以对低于约 10 12 Hz 的频率（这意思是指，对于自由空间波长大于 0. 3 mm 的波——即波 
长十分短的无线电波），铜将具有如我们刚才所述的那种"低频”行为。 

1于这些波,在铜内的趋肤深度为 

j _ J 0 . 028 

对每秒 10 000 MHz 的微波来说 (3 cm 波） 

8 = 6. 7 X 10 -5 cm . 

说明这个波仅仅透入十分微小的一段距离。 

由此我们可以看出，为什么在研究空腔（或波导）时，我们只需考虑空腔里的场，而不 


• 原文为 atomic weight = 63. 5 grams; 似乎有误。 - 译者注 
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需关心金属里的或在空腔外面的场。并且，我们也明白，为什么通过用镀上一薄层银或 
金就能降低空腔里能量的损失。损耗来自电流，但只有在等于趋肤深度的那一薄层中它 
才是明显的。 

假设现在考察像铜一类金属在高频时的折射率。对十分高的频率来说，由于比1要 
大得多，而式 (32. 42) 可很好地近 似为： 



(32.50) 


对于高频波来说，金属的折射率变成实数——并小于1。这从式 （32. 38) 来看也是明显的, 
只要含有 y 的耗散项可以被忽略(这对于非常大的就可以做到）就行。式 (32. 38) 给出 


Nql 

nu 0 to 2 


(32.51) 


当然，这与式 (32. 50) 正好相同。以前我们曾见过这个 ft , 它曾被称为等离子体 
振动频率的平方 （§7-3): 


<4 = 


Nqi 


因此就可以将式 (32. 50) 或 (32. 51) 写成 


=卜(奵 • 


该等离子体频率是一种“临界••频率。 

对于 cuCov , 金诚的折射率有一虚部，因而波被 衰减; 但若则折射率是实数，此 
时金城变成透明的了。你当然知道，金属对于 X 射线是相当透明的，但有些金 W 甚至在紫 
外光区也是透明的。表 32-3 中，给出了几种金诚开始变成透明时的实验观测波长。在第二 
列中给出了算出来的临界波长 A , = 2^/ ovo 鉴于实验上的波长值并非十分确切，所以理论 
与实践的这种符合程度就是相当好了。 


表 32-3’ 低于下列各波长，金属就变成透明 


金 « 

A< 实验值)（入> 

Xp * 2 買 c7o »， （入> 

Li 

1 550 

1550 

Na 

2 100 

2 090 

K 

Rb 

3 150 

3 400 

2 670 

3 220 


’转录自： C. Kittel, Introduction to Solid State Physics , 2nd ed. , 1956, p. 266. 


你可能会觉得奇怪，为什么等离子体频率会与金属中电磁波的传播有关。在第7章中， 
等离子体频率曾作为自由电子的密度振荡的固有频率出现（一群电子由于电力作用而彼此 
互相排斥，又由于这些电子的惯性引起了一种密度振荡）。因此，那些等离子体麥波 会在叫 
处发生共振。可是现在我们所谈的却是搜电磁波，而又已发现这些横波在低于叫的频率时 
被吸收(这是一个有趣的然而并不是偶然的巧合）。 






第 32 章稠密材料的祈射串 | 447 


尽管我们谈论了金属中波的传播，但此刻你会意识到物理现象的普适性——无论是金 
属中的电子，还是地球外面电离层的等离子体中的电子或星球大气中的电子，它们都不构成 
任何差别。为了理解电离层中无线电的传播，我们可以使用同样的表示式——当然，要采用 
适当的~和 7 值。现在我们能够弄清楚，为什么无线电长波会被电离层吸收或反射，而短 
波则将一直贯穿过去(如果要同人造卫星通信,就必须采用短波）。 

我们已经谈论了关于金属中波传播的高频与低频两种极端情况。对于中间频率，那全 
频段的式子 (32. 42) 就必须用到了。一般说来，折射率具有实部和虚部，当波传入金属时会 
受到衰减。对于很薄的层，金属甚至在光频时也有一点透明。作为一个例子，为在高温炉旁 
工作的人们所制作的特种护目镜就是在玻璃上蒸发一薄层金制成的。可见光能够相当好地 
透过它一带有墨绿色——但红外线则强烈地被它吸收。 

最后，读者肯定会注意到，这里许多公式同第10章中所曾讨论过的有关介电常》»的 
那些公式在某些方面相似。介电常量量度了材料对恒定场、即对出= 0的场的响应。如果 
你仔细地考察”和*的定义，你就会见到《不过是当0»4()时^1 2 的极限。诚然，在本章的方 
程中，若令 w = 0和 7 I 2 = x , 就会重现第11章中有关介电常量理论的那些方程。 



第 33 章表面反射 


§33-1 光的反射与折射 


本章的主题是光(一般地说即是电 磁波) 在表面上的反射和折射.我们曾在第1卷第26 
和33章中讨论过反射与折射定律，下面列出曾经在那里得到的一些 结果： 

1. 反射角等于入射角。若采用图 33-1 所规定的那些角，则 



80 33-1 在表面上光波的反射与折射 
(波的传播方向与各波峰 垂直） 


e , = ft . (33. l ) 

2. 对于入射和透射波束，乘积 nsintf 彼此相 
等（斯涅耳定 律）： 

nisinft = n 2 sin 0,. (33. 2) 

3. 反射光的强度取决于入射角和偏振方向。 
对于 E 与入射面正交的情况，反射系数 R 丄为 


_ _ sin 8 (ft — 0 , ) 


^i=T = 




(33.3) 


对于 E 与入射面平行的情况，反射系数 Ri 为 


R, ~ I ,- tan * ( ft +<?,)• (33>4) 

4. 对于法向入射（当然，不论哪一种偏振！ ）， 


(33 - 5) 


以前，我们曾用；代表入射角， r 代表折射角。由于不能对“折射”角 g “反射”角两者都用 r , 
所以现在就采用0 =入射角 ,ft = 反射角，而<?, =透射角。 

我们以前所讨论的内容实际上是任何人至今正常跟上这个课题所需要的，但我们现在 
要用一种不同的方法完全重做一遍。为什么？ 一个原因是，以前我们假定折射率是实数(在 
材料中没有吸 收）。 另一个原因是，你应该知道怎样从麦克斯韦方程组的观点去处理波在表 
面上发生的情况。我们将得到与以前相同的答案，但目前却是从波动问题的一个直接解，而 
不是从某些聪明的论证得到的。 

我们要强调，表面反射的振幅并不像折射率那样是材料的属性。它是一个“表面特性”， 
严格地取决于该表面是怎样构成的。在折射率为〜和 A 的两种材料之间表面上一薄层额 
外的杂质往往会改变反射的情况（这里有各种类型干涉的可能性——像油膜的五颜六色。 
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对某给定的频率适当的厚度甚至可以使反射波的振幅降低至零，那就是镀膜透镜的制作原 
理）。我们将要导出的公式，只在折射率的改变很急速一发生在一个与波长相比很小的距 
离之内——时才正确。对于光来说，其波长约为5 000人,从而所谓“光滑”面我们指的是这 
样一种面 :在面 内经过仅仅几个原子(或几个 A ) 的距离，状况就改变。我们的方程式对于光 
在高度磨光的表面上将是有效的。一般说来，如果折射率是在超过几个波长的距离上逐渐 
改变的，则根本就很少反射。 


§33-2 稠密材料中的波 


首先,要向你们提起曾在第1卷第34章中采用过的描述平面正弦波的方便办法。波中 
任何场我们用 E 作为例子)可以写成如下 形式： 

(33.6) 

其中£表示 t 时刻在(从原点算起的）点 r 处的波幅。矢量 * 指向波传播的方向，而它的大 
小丨*丨=走= 2>^厶，即是波数。波的相速度为对于折射率为 n 的材料中的光波， 
vn = c/n 9 因而 

k = ^-. (33.7) 

c 

假设 * 沿着 Z 方向，那么, * • r 就恰好是正如我们经常用到的那样。对于在任何其他方 
向的应当用 n 来代替那是在 * 方向上从原 
点算起的距离，也就是说，应该用代替前 
者恰好 是*: •/ ■(见图33-2)。因此，式 （33. 6) 就是 
波在任何方向的简便表示式。 

当然，还必须记得 

k • r = k z x + k,y 4- k.z , 

式中匕 ， l 和 t 是 it 沿三个坐标轴的分鼠。事 
实上，以前曾经指出过 ：（《«, I ，★，， O 是一个四 
维矢而它与 （H ; y , *) 的标积则是一个不变 
廬。因此，波的相位是一个不变量，而式 （33.6) 

可以写成 

E = E 0 eV». 

但是我们目前还不需要表示得那样漂亮。 

对于一个如式 (33. 6>所示的那种正弦波形式 
的 E 来说， aE / 山等于心£，而等于一 itE , 其他各分量以此类推。你可以看出，为什 
么当与微分方程打交道时，运用式 （33. 6) 那种形式会十分方便——微分都被乘法代替了。 
还有另一个有用之处 :算符 v =( a 々 x , d/dy, a / a z ) 被三个乘积（一九， - i *,,— 也）所代 
替。但这三个因子却按矢量 * 的三个分量变换，因而算符▽就由 _ i * 所代 替了： 

a 



的相位为 ( W — l ： • r > 
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V~~ — i*. (33.8) 

这对于 ▽的 任一种运算一不论是梯度、散度或旋度——都保持正确。例如 ， VX E 的 z 分 

量为 

3E y dE z 
dx dy " 

若&和 E ， 两者都按变化，则由上式得 



你明白这是 一 法><£的 2 分量。 

因此我们就得到非常有用的普遍事实，即每当你不得不对一个像三维波(这种波是物理 
学的一个重要部分）那样变化的矢量取梯度时，你始终可凭记住▽运算等价于乘上一 it , 就能 
够迅速地并几乎不需思索地取得那些微商。 

例如，法拉第方程 

— ¥ 

对于波变成 

-i* X E =- icuB. 

这告诉我们 

B = (33.9) 

CO 

上式相当于以前我们对自由空间里的波所求得的结果——波中的 B 既垂直于 E , 也垂直于 
波的传播方向（在自由空间中 ， cuA = C )。 你可以从 * 沿着坡印亭矢量 s 的方向 

这个审实记住式 (33. 9) 中的符号。 

如果你对其他麦克斯韦方程也运用同样的规则，你就会重新获得上一章中的那些结果， 
而特别是 

k k = k , = 穿. (33.10) 

但既然我们已经知道了那些结果，就无需再去做它了。 

如果你想要自己寻点乐趣，可以尝试下述的可怕问题，回到 1890 年代那时研究生的毕 
业试题 ：当极 化强度 I * 与电场 E 由一极化率张量相联系时，试解出麦克斯韦方程组以求出 
各向异性晶体中的平面波。当然，你应该选取你的坐标轴使其沿该张量的主轴，以致关系最 
为简单(这样 P . = a . E , , P , = a > E , 和 P , = ) ，但允许波有任意的方向和任意的偏振。 
你应能够求出 E 与 B 之间的关系以及*怎样随着方向和波的偏振而变化，那么你将理解一 
块各向异性晶体的光学性质。最好是先从双折射晶体——像方解石一那种较简单的情况 
开始，其中两个极化率相等（比方说<»» =«,), 并看看你是否能理解为什么当你通过这样的 
晶体观察时会得到双像。如果你已能够理解这些问题，那么便可尝试那最困难的情况，即三 
个<!都不相同的那种情况。这样，你就会明白你是否已达到 1890 年代研究生的水平 。然 
而，在本章中，我们只希望讨论各向同性物质。 

我们从实验上得知，当一平面波到达两种不同材料——比如说，空气和玻璃，或水和 
油——之间的界面上时，就有一个反射波和一个透射波。假设我们除此之外不再假定有其 
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他任何东西了，并看看能否算出些什么。首先，选取坐标轴使得 jyz 面就是该界面，而面 
垂直于那些入射波面，如图 33-3 所示。 




(33.17) 
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而对于透射波则为 



(33. 18) 


§33-3 边界条件 


迄今我们已描述了三种波，现在的问题是要用入射波的各参数算出反射波和透射波的 
各参数，我们怎样才能做到这一点呢？上述三个波都满足在均匀材料中的麦克斯韦方程组， 
但是连两种不同材料的边界处麦氏方程组也应该被满足。因此,现在就必须考察一下正好连 
边界处发生的事情。我们将会发现，麦克斯韦方程组要求这三个波应以某种方式联系在一€ 
作为我们意向的一个例子.电场 E 的: V 分量在边界两边一定要相同。这是法拉第定律 

VXE =-^ (33.19) 


所要求的，同样也可以用下述方法看出。考虑一个横越边界的小矩形回路 r , 如图 33-4 所 
示。式 (33. 19) 表明 E 绕 r 的线积分等于通过该回路的 B 通设的变 化率： 



- d5 = -h\ B ' nAa - 


现在设想该矩形十分狭窄，以致回路所包围的面积 
为无限小。如果 B 仍保持有限大（没有什么理由 
使它在边界上应该无限大），则通过该面积的通 a 
为零，因此 E 的线积分就必然为零。若和 
为边界两边的场分又若矩形的长度为/,则得 
E,,l — E yl l = 0 
或 


, (33. 20) 


8 HM - 4 边界条件 E y , = E ,, 是根据 正如我们在上面说过的那样。这向我们提供了三 
€_ E . cb ~0 获得的 个波的场之间的关系。 

计算麦克斯韦方程组在边界处的结果这一步骤 
称为“确定边界条件”。一般总是这样 做的: 通过对诸如图 33-4 的那个小矩形 r 或对跨越在边 
界上的小高斯面做的论证来找出尽可能多的类似式 (33. 20) 那样的式子。尽管那是一种非常 
完美的做法,但它给人们的印象是，对于每一不同的物理问题处理边界问题的方法都不相同。 

例如，在一个越过边界的热流问题中，两边的温度是怎样联系起来的呢？噢，你可能争 
辩说，首先，从一边流 g 边界的热流应该等于从另一边流坦边界的热流。由做出这样的物理 
论证以求得边界条件3常是可能的，而且一般也很有用 I 然而，有时当你在处理某一问题 
时你可能只有某些方程式，而还未能立刻看出要采取什么样的物理论证。所以虽然我们目 
前感兴趣的只在于电磁问题，其中我们鲔 笮做出 那些物理论证，但是仍想要给你们指出一种可 
用于任何一种问题的方法- 种直分方程求出在边界上所发生的情况的普遍方法。 
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从写出关于电介质的所有麦克斯韦方程开始——而这次很特别，将把一切分量都明显 
地 写出： 

V - E =-^ 


過 + f + + t + 安） <3, 21 ) 

VXE =-f 


3E t 3E y _ 3B X 

dE y ~ dz 

(33. 22 a ) 

3E Z aE,_ BB y 

dz dx dt 

(33.22 b ) 

3E y dE s dB t 

(33. 22 c ) 

V • B = 0 


^ + £^ + ^ = 0 
dx dy dz 

…卜士 f + f 

(33. 23) 

V dy dz 1 (o St dt 

(33.24 a ) 

d 迅 - 迅 、=丄也 + 迅 

\ dz dx 1 (q dt dt 

(33. 24 b ) 

-2(3B y 1 3P. , 3E. 

V dx dy ) <0 3t 9t 

(33.24 c ) 

现在这些方程必须在区域 1( 边界左側）和区域 2( 边界右側）中全都成立。我们已写出 
了在区域1与区域2中的解。最后，它们也应当 g 边界内、即在我们称之为区域3中被满 
足。虽然人们往往把边界想象成明显不连续的区域，事实却并非如此。物理性质很迅速地 
变化,但并不是无限快的。在任何情况下，我们都可以想象在一个我们称之为区域3中的短 
距离内，折射率从区域1至区域2的过渡是非常快的，但还是连续的。并且,任何像 


等场量在区域 3 中也将做相似的一种过渡。在这区域里，那些微分方程仍必须被满足，而根 
据这一区域中那些微分方程的结果我们就能获得所需的“边界条件"。 

例如,假设有一个介乎真空（区域 1) 与玻璃（区域 2) 之间的边界。在真空里没有什么可 
极化的东西，因而 P , = 0。假定在玻璃中有某种极化强度 P 2 ,真空与玻璃之间有一个光滑而 
迅速的过渡。如果我们考察 P 的任一分量，比方说广，则它也许会如图 33-5( a ) 所示那样 
变化。现在假设取第一个方程式 (33. 21), 它含有 P 的分量对于 x , 和 z 的微商。对 y 和 
z 的微商我们不感兴趣，在那些方向上不会发生什么特别事情。可是 h 的 x 微商在区域3 
中就将有某一很大值，因为 h 的斜率极大。微商在边界处将有一明显的尖峰，如 
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图 33-5( b ) 所示。如果我们设想将边界挤压成更薄的一层，则该尖峰便会升得更高。如果 

对于我们关心的波,边界的确很陡，则在区域3中 



囹 33- S 处于区域1与区域2的两 种不同 
材料之间的过渡区域3中的场 


3厂 P ： r 的大小将大大高于从边界外的波内 P 
的变化中可能得到的任何贡献一这样就可以 
忽略除了由于边界引起的以外的其他一切变化。 

现在若在式 （33. 21>右边存在一个巨大的尖 
峰，则该方程怎么才能够被满足呢？除非在另一側 
也有一个同样巨大的尖峰，在左边的某种东西一定 
也很大。唯一的选择物是 a & yax , 因为其他随 y 
和随 Z 的变化都只不过是我们刚才所说的波中的 
小效应。因此， 一^( aE ^ px ) 必然会如图 33-5( c ) 
所示的那样——刚好是的拷贝。我们有 



如果把这一方程对： r 跨越区域3积分,则得出 结论： 
< o(Erf — E sl ) =— (. P .2 — P , i ). (33.25) 

换句话说,从区域1至区域2,<。&的跃变必然等于 
一 的 跃变。 

可以将式 (33. 25) 重新写成 

ioE xt + P rf = to E, t + P ti , (33. 26) 

这说明在区域1和区域2中饊“&十戸^具有相 
等的值。人们 说:越 过边界面时景 U & + 厂）是逢 
g 的。这样，我们有了一个边界条件。 

尽管我们列举了一个由于区域1是真空而其 
中 R 是零的情况，但很清楚，这相同的论证也适用 
于在这两个区域中的任两种材料，因而式 （33. 26) 


是普遍正确的。 

现在仔细检査其余的麦克斯韦方程，并看看它们中的每一个会告诉我们什么。下一步 
我们将选取式 (33. 22 a )。 这其中并没有 J :微商，因而不会告诉我们任何东西（记住场本身在 
边界处不会变得特别大，只有对于 I 的微商才可能变得如此巨大以致它们支配了方程）。 
其次，我们考察式 (33. 22 b )。 啊！这里有一个 x 微商！在左边有假定它是一个巨 
大微商。但请等一等！右侧并没有什么东西与它相配，因此£,在从区域1进至区域2时就 
_有任何跃变[若果真有跃变的话，就会在式 (33. 22 b > 的左边出现一个尖峰，但在右边则 
那么该方程式就是错的了]。因此,我们有这么一个新的 条件： 


通过同样的论证，式 (33. 22 c ) 给出 


E«2 = E,,. 


(33.27) 
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E yZ = E yi . (33. 28) 

这最后的结果恰好就是根据线积分的论证而获得的式 (33. 20>。 

我们继续讨论式 (33. 23)。唯一可能具有尖峰的项为 pi, 但在该式右側却没有什 
么与之相配，因而可以断定 

= B„. (33.29) 

面临麦克斯韦方程组的最后一个了！式 （33. 24a) 不会给出什么，因为并没有 x 微商。 

式 (33. 24b) 中有 一个工 微商，即 一c l 3B,r, 但仍旧没有什么与之相配。因而得 

B .2 = B„. (33. 30) 

最后一个方程与此很相似，并将给出 

B,z = B,,. (33.31) 

后面三个方程为我们提供了 艮 = B,。 然而，必须强调，只有当边界两侧的材料是非磁 
性材料一或宁可说，当我们可以忽略材料的任何磁效应一时才会获得这个结果。除了 
铁磁性材料之外，对于大多数材料来说往往是可做到的（我们将在以后某些章节中处理材料 
的磁性）。 

表 33-1 在电介质表面上的边界条件 


( ra E, +P,), - ( h E, + P,), 

(*|), - («.), 

(Si). = (B>). 

Hi = B, 

(表面在; yi 平面内> 


上述计划已使我们获得关于在区域1与区域2之间场的六个关系式，已经将它们汇集 
在表 33-1 中。现在可以利用它们来匹配两个区域内的波。然而，还要强调，刚才所用到的 
那种概念在任何这样的物理情况下都适用。例如你有一些微分方程，并想要求得方程跨越 
两区域之间（那里某种性质发生了改变)一个明显的边界的解，对于我们眼前的目标来说，可 
以利用关于在边界处通量与环流的那些论证轻易地推导出同样的方程（你或许想要看看能 
否按照那种办法来得到同样的结果）。但现在你已经看到，每当你遇到困难而又不明白关于 
在边界上发生的事情的物理方面的任何简易论证时，你们便会有一种行之有效的方法—— 
可以只处理那些方程。 

§33-4 反射波与透射波 

现在可以把前面的边界条件应用于§ 33-2 中写下的波。我们 曾有： 

E , = E 0 e K -* , 

E , = , 

E , = C e‘ u •卜 , 


(33. 32) 

(33.33) 

(33.34) 


(33.35) 
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U ) 

(33.36) 

B _ k n XE , 

- W — • 

(33.37) 


另外，还有一点知 识:对 于毎一个波,£垂直于其传播矢量*。 

结果将取决于该入射波的 E 矢量方向（偏 振）。 如果我们把入射波具有平行于“入射 
面”（即 x ： y 面）的 E 矢量的情况与入射波具有華直于入射面的 E 矢量的 情况& 处理，那 
么分析起来就会简单得多。任何其他偏振的波都不过是这两种波的线性组合。换句话 
说，反射与透射强度对于不同的偏振是不同的，而最容易做的是选出这两种最简单的情 
况而加以分别处理。 

我们将对一个垂直于入射面偏振的入射波进行分析，然后对另一种情况只给出结果。 
通过选取这种最简单情况我们似乎未免有点不老实，但在原理上两者都是一样的。因此我 
们假定 E , 只有一个 * 分量，而既然所有的 E 矢置都在同一个方向上，就可取消矢量的符号。 

只要两种材料都是各向同性的，那么材料里 
电荷的感生振动也将沿着*:方向，而透射与反射 
波的 E 场也将各只有一个 z 分置。因此，对于所 
有的波 ，&和 I 以及厂和都等于零。那些 
波的£和 B 矢置如图 33-6 所示(这里对于原来想 
要从微分方程组得到一切的计划来说我们是抄了 
一条近路。这些结果也可从边界条件得到，但通 
过利用物理论证我们可以省去许多代数运算。如 
果你有些空闲时间，不妨试试能否从那些方程获 
得同样的结果。很清楚，我们上面所说的一切都 
与那些方程相一致，只是我们还没有证明不存在 
别的可能性而已）。 

现在从式 (33. 26) 至 （33. 31) 的边界条件给出 
区域1与区域2中£和8各分置间的关系。在区 
域2中只有那透射波，而在区域1中则有_波。 
我们要用哪一种波呢？当然,在区域1中的场等于入射波与反射波两个场的叠加（由于每个 
场都满足麦克斯韦方程组，因而两者之和亦然 h 所以当我们应用边界条件时，就必须用到 
E , = E ,+ E ,, E t = E ,, 

对于 B 的情况来说,也与此相仿。 

对我们正在考虑的偏振而言，式 （33. 26>和 （33. 28>不会提供任何新的知识，只有式 
(33.27) 才有用处。它表 明：在 边界上，也就是在 x = 0 处, 

E .+ E , = E ,. 

因此我们就有 

E 0 e ' ( -- V > 4- E ， 0 e K - v *> , = •卜*;，>， (33.38) 



围 33-6 当入射波的 E 场垂直于入射面 
时，反射波和透射波的偏振情形 
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上式必须对一切的 < 和所有的 y 都正确。假设首先考察在^ = 0处的情况，此时我们有 
W+W = W. 

这一方程表明，两个振动项之和等于第三个振动项，这只有当所有的振动都具有相同频率时 
才能出现(三个——或任何数目的——具有不同频率的这种项相加在任何时刻都为零，这是 
不可能的）。因此 

tv = at = to - (33. 39 ) 


正如我们过去一直都知道的那样,反射波及透射波的频率与入射波的相同。 

其实一开始我们就可以将这一条件放进去以避免一些麻烦，但希望向你们证明它也可 
以从那些方程式得出。当你正在做实际的问题时，往往最好一开头就把你所知道的每件事 
都正确地放到计算中去，从而使你避免许多麻烦。 

根据定义, it 的大小由 P ! c l 给出，因而也就有 


tr k ' 1 


k i 


(33.40) 


现在我们来考察 < = 0时的式 (33. 38) 0 再度利用刚才所做的相同类型的论证，但这一 
次是建筑在该方程必须对所有: y 值都满鱼这个事实基础上的，因而得 

k ", = k ', = k ,. (33. 41) 


由式 (33. 40), 即 〆 2 = P , 所以得 


k '/ + *； 2 = kl + k 2 y . 


将此式与 （33. 41) 相结合，我们有 

k ', 1 = kl , 

即之=士1。正号不构成任何意义，它不会给出反射波，却给出另一个入射波，而我们一开 
始就说过正在解只有一个入射波的问题,所以我 


k ’, =— k ,. 


(33.42) 


式(33.41〉和(33.42〉向我们提供了反射角等于入射角的结论，正如所期待的（见图 33-3) 那 
样，反射波为 

E r = roe ^-^- V *. (33.43) 

对于透射波，则已有 

= ky 

和 

= (33.44) 

因而我们能够由这两式解出 < 来，结果得到 

= k " 1 - *7 = 4^-^- (33. 45) 

打1 


暂时假定〜和〜都是实数（即两折射率的虚部都十分微小），那么所有的々也都是实 
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数,并从图 33-3 求得 

^ = sin B , , ^ = sin ft . (33. 46) 

又由式 (33. 44), 我们得到 

” 2 sin ft = n , sin ft , (33.47) 

这就是斯涅耳折射定律——又是我们熟悉的某种东西。如果折射率不是实数，则波数将是 
复数，而我们就得用到式 （33. 45) [仍然能够通过式 （33. 46) 来^ ; 角度 ft 和 ft 。 而式 
(33. 47) 即斯涅耳方程大体上也应该正确。但此时“角度”也是复而丧失了作为角度的 
简单几何 解释。 于是 ，最 好是通过它们的复数 t 或 K 的值来描述那些波的行为]。 

迄今为止，我们没有发现任何新的东西。只是从复杂的数学方法中得到了某些明显答 
案而感到一种纯朴的宫悦。现在我们准备求出还不知道的波幅。利用关于0>和*的结果， 
式 (33. 38) 中的指数因子就可以消去，因而我们得到 

E 0 = E " a . (33.48) 

由于 E '。 和都厲未知,所以就需要另一个关系式。我们必须引用另一个边界条件。有关 
&和 E , 的那些方程都无能为力，因为所有的£都只有一个 * 分量。因此,必须用到关于 B 
的那些条件。让我们试一试式 (33. 29): 

= B , x . 

根据式 (33.35) 至 （33. 37), 

U ) U ) U ) 

并回忆起 c / = o / = Oi 和< =< = I ,我们便得 

E 0 + E'o = E *. 

但这恰好又是式 (33. 48)! 我们不过在为得到已知的某些东西而浪费时间。 

可以试一试式 (33. 30) ，即 B .: = ,但却没有 B 的 Z 分量！因此剩下来的就只有一个 

方程 ：即式 (33.31), = B ，,。 对于那三 个波： 

B , =-^ i , B „ =-^. =-^. (33.49) 

0)(0 0 ) 

把工 = 0 处（即在边界上)波的表示式作为 E , 和 E , 代入，则边界条件为 
^■ E 0 e i ( -- V > +^ E ， „ e ,( --*>> = few - 

CO CO CO 

而且所有的 CO 和所有的 l 都相等，因而上式将简化成 

^£ 0 + k'.Eo = *： Eo . (33. 50) 


这为我们提供了一个不同于式 (33. 48) 的有关£:的方程。有了这两个式，便可解出和 ES 
了。由于 〆 ， =_ t , 我们得 
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E ^- trk E - 

(33.51) 

E :-^ hr E 。. 

(33. 52) 


这些，再加上关于 < 的式 (33. 45) 或 (33. 46), 便向我们提供了想要知道的东西。将在下一 


节中讨论这一答案的后果。 

如果从一开始就设偏振波的 E 矢 ft 平行于入 
射面，则£将有 I 和两分量，如图 33-7 所示。 
代数运算虽然直截了当，但较为复杂点(在这种情 
况下通过用全都沿 z 方向的@场 B 来表示，工作 
量会稍为减轻 些〉。 人们求得 

I I = 1 ^ 1 (33 . 53) 

和 

I Eo I = J k n '+ k „l k » I go I. (33. 54) 



让我们来看看，上述结果是否与我们以前得 
到的相符。式 （33. 3>就是在第1卷第33章中我 
们曾经算出来的关于反射波与入射波强度的比。 

然而，我们当时只考虑了实数折射率。对于实数折射率（以及实数 C 来说，就可以写成 


*33-7 当入射波的 E 场平行于入射面时 
各波的偏振悄形 


k x = kcos 0, = W^COS 0、， 
c 

tC x = k n cos Ot = ^^cos 0 t . 

c 

把这些代入式 (33. 51) 中，则得 

Eq 一 W | cos ft — n z cos 0 X 
E 0 rt \ cos ft -f n z cos ft ’ 


(33.55) 


看来上式还是与式 (33. 3) 不同。然而，如果我们运用斯涅耳定律以消去那些则两式就会 
相同。即令 A = ni sin ft /sin ft f 并对上式中的分子和分母各乘以 sin ft , 便得 

E^p 一 cos ft sin ft — sin ft cos ft 
E 0 cos ft sin ft + sin ft cos ft ' 


分子和分母都仅是一 （ ft — A ) 和 ( ft + A ) 的正弦，因而得到 

E^p __ sin(ft — 0 X ) 
E 0 sin ( ft+ft )• 


(33.56) 


由于玫和 E 。 都在同一种材料中，强度都正比于其电场的平方，所以我们就得到与以前相 
同的结果。同理，式 (33.53) 也与式 (33.4) 相同。 




460 费恩曼物理学讲义（第 2 卷} 


对于沿法向入射的波 ， ft = 0和 ft = 0。式 (33. 56) 便给出0/0,那不是十分有用的。然 
而，我们可以回到式 (33. 55) 上去，它会给出 

(if) = (St5) 2 - ( 33 . 57 ) 

自然，这一结果适用于上述两者中的“任一种”偏振，因为对于法向入射来说不存在特殊的 
“入射面”。 

§33-5 金属上的反射 


我们现在可以引用上述结果来理解从金属上反射的有趣现象。为什么金厲会闪闪发亮 
呢？在上一章中我们曾看到，金属的折射率对于某些频率来说具有大的虚部。让我们来看 
看，当光从空气 ("=1) 照射到71 =- in , 的材料时我们会得到什么样的反射强度。因此式 
(33. 55) 给出（对于法向入 射）： 

= 1 + in , 

K 一 1- in ,' 


关于反射波的 gg , 我们需要庆和 E 。 的绝对值的 平方： 

_ I | ; _ | 1+ in , | z 

r - tetv ~ I i - i «, i * 


或 



(33.58) 


对于折射率为纯虚数的材料，会发生百分之百的反射！ 

金 W 并不会百分之百地反射，但其中有许多对可见光的反射非常好。换句话说,它们的 
折射率的虚部很大。但我们已经知道，折射率的巨大虚部意味笤强烈的吸收。因此就有这 
么一个普遍法则 ：任何 材料如果对任何频率都变成为十分优良的吸收体，则这种波会在其表 



能对该频率的光进行反射 


面强烈反射而很少会进入其内部被吸收。你 
可以利用一些浓稠颜料看到这个效应。最浓 
颜料的纯晶体会有一种“金厲”光泽。也许你 
已注意到，在一个紫色墨水瓶边缘上那些干 
燥了的颜料会发出一种金黄色的金属反射， 
或干燥了的红墨水有时会给出一种浅绿色的 
金属反射。红墨水把透射光中的绿色吸收掉 
了，因而如果该墨水很浓，它就会表现出对绿 
色光那些频率的强烈表面反射。 

你可以用红墨水涂于玻璃片之上并让它 
干燥后来轻易地表演这一效应。如图 33-8 所 
示，如果你用 一束白 光从玻璃片后面照射上去， 
则可得到一束红色透射光和一束绿色反射光。 
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§33-6 全内反射 


如果光从像玻璃那样具有实数折射率》大于1的材料向折射率等于1的空气传播，则 


由斯涅耳定律 


sin Ox = nsin d x . 


可知，当入射角等于由下式所给出的“临界角"氏 


nsin ft = 1 (33. 59) 

时，该透射波的角 ft 会变成90°。对大于这临界角的 ft 又会发生什么情况呢？你知道将会 
有全内反射，但那是怎么产生的呢？ 

让我们回到式 (33. 45) 上去,它给出透射波的波数 P 。 我们应有 

k? = ^-kl. 

ft 


这里= 々 sin ft ,而 A = con / c ， 因而 

如果 Tisinft 大于 1, 则就是 g 的，因而 K 是个纯虚数，比方说士也。至此你已明白那意 
味着什么了！该透射波（式 33.^) 将有这种 形式： 

E , = 

波幅会随 x 的增大而按指数式地增加或减少。很清楚，这里所要的是那个负号。这样在界 
面右边的波慢就将如图 33-9 中所示的那样递减。注意为它具有 1/ A 。 的数 ft 级，其 
中 A 。 为光在^由空间中的波长。当光从 玻璃一 空气界面上发生全内反射时，在空气里仍会 
有场，但只延伸到光波长的数量级那么一段距离。 




围 33-9 全内反射 


现在我们可以知道如何来回答下述问 题：如 果玻璃中的光波以—足够大的角度到达表 
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面，则它会被反射回来，如果把另一块玻璃移到该表面上去（以致“表面”实际上是消失了）， 

则此时光将透射过去。试问这恰好是在什么时候发生 
的呢？肯定地说，必然存在从全反射变成无反射的连续 
变化过程。答案当然是 ：如果 该空气间隙如此之小，以 
致波在空气中的指数曲线的尾部在那第二块玻璃中还 
有相当大的强度，则它仍将会在那里振动着电子而产生 
一个新的波，如图 33-10 所示。某些光将透射过去（显 
然，我们的解是不完全的，本来应该就两层玻璃间一薄 
层空气的情况再对所有的方程求 解）。 

这种透射效应可以用普通光观察到，只要空气间隙 
十分微小(属于光波波长的数量级，诸如 l ( T s Cm ), 但如 
果采用三厘米波，则不难演示出来。这时按指数函数衰 
减的场就会伸展几个厘米。一种能表现这一效应的微 
波装 H 如图 33-11 所示。从三厘米波的小发送机发出 
波对准一个45°角的石蜡棱镜。对于这种频率石蜡的折 
射率为 1.50, 因而临界角为41.5°。所以波全部从那个 
45°的面上反射而由探测器 A 采集，如图 33-11 U ) 所示。如果将第二个石蜡棱镜与该第一 



图 33-10 如采有一个小间隙，则内 
反射就不完全，在该间隙之外会出现 
一个透射波 


个棱镜互相接触地放在一起.如图 33- ll ( b > 中所示，则波将笔直地贯穿过去而在探测器 B 
那里被接收。如果在两个棱镜之间留下几厘米厚的空隙，如图 33- ll ( c ) 所示那样，则透射 
波与反射波两者都同时并存。在图 33-11 U ) 中存在于该棱镜的45°面之外的电场，也可以 
通过把探测器 B 移至离该表面几厘米内而加以鉴定。 



发送机 


探测器 


探测器 
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探测器 探测器 


对内反射波的贯穿程度的演示 






第 34 章物质的磁性 

§34-1 抗磁性和顺磁性 

在本章中，我们将要谈论物质的磁性。具有最显著磁性的材料当然是铁。与此类似的 
磁性材料还有镍、钻，以及一在足够低的温度下（低于〗6 1 C ) ——钆和若千特种合金。这 
类被称为铁磁性的磁性足够显著和复杂,所以我们将专门用一章来加以讨论。然而,所有普 
通物质也确实会表现出某些磁效应，尽管十分微弱一比铁磁性材料中的效应要小千倍至 
百万倍。这里我们将描述普通的磁性，也就是说，描述除了那些铁磁性物质以外的其他物 
质的磁性。 

这种微小磁性分成两类。有些材料会被引向磁场，而其他材料则被 排斥。 不像物质中 

的电效应那样，始终引起电介质被吸 
弓 I ,而这种磁效应却有两种符号。这两 
种符号可以借助于一座配备有一个尖 
极和一个平极的强电磁铁来轻易地加 
以证明，如图 34-1 所示。在尖极附近 
的磁场比平极附近的磁场要强得多。 
如果一小块物质由一根长线缚住并悬 
挂在两极之间，则一般说来，将有一微 
小的力作用于其上，这个小力可以通过 
电磁铁通电时悬挂材料的微小位移看 
出来。上述那几种铁磁材料会十分强 
图 34-1 -块秘的小柱体会被尖极轻術排 斥:而 -块宙烈地被吸引至该尖极上去，其他一切材 
则会被吸引 料只会感到十分微弱之力，有的被轻微 

地引向尖极，有的则轻微地被排斥。 

用铋的一个小柱体最容易看到这一效应，它会从强场区域裨榫开。像这样受到排斥的 
物质称为 抗磁性 物质。铋就是一种最强的抗磁性物质，但即使如此，效应仍然十分微弱。抗 
磁性总是十分弱的。如果一小块铝被挂在两极之间，则也会受到一微小之力，但却是指向该 
尖极的。像铝这类物质称为顺磁性物质(在这么一个实验中,当电磁铁通电或断路时生 
一些涡流力，而这些力就能烈冲击。所以你必须小心地测出该悬挂物体静止后的 
净位移）。 

现在我们要来简略地描述这两种效应的机制。首先，在许多种物质中的原子都不具有 
永久磁矩，或者毋宁说，每个原子里面的磁体都互相抵消了以致该原子的逢磁矩等于零。电 
子自旋及其轨道运动都完全给抵消掉了，使得任何特定的原子都不具有平均磁矩。在这种 




第 34 章物质的磁性 | 465 

场合下，当你把磁场开动时，由于感应在原子里产生了一个小小的额外电流。按照楞次定 
律，这些电流处在反抗正在增长着的磁场这样一种方向，所以原子的感生磁矩的指向就与磁 
场的指向相反，这就是抗磁性的机制。 

另外，还有某些物质，其中原子确实具有永久磁矩一各电子的自旋和轨道运动具有不 
等于零的净环流。所以除了抗磁性(这始终会 存在） 之外，还存在把各个原子的磁矩排列整 
齐的可能性。在这一种情况下,磁矩试图随同磁场整齐排列（正如电介质中的永久电偶极子 
会被电场排齐一样），因而这感生磁场就有加强原来磁场的倾向。这一类物质就是顺磁性的 
物质。顺磁性 一般都 相当弱，因为那些使其排列整齐的力比起那些来自企图扰乱秩序的热 
运动之力相对较微小。由此也可以推断说,顺磁性通常都对温度较敏感（由造成金属导电性 
的自由电子的自旋所引起的顺磁性则是个例外。我们将不在这里讨论这种现 象〉。 对于普 
通的顺磁性，温度越低,效应就越强。在低温下当碰撞引起的混乱效应较少时就会有较整齐 
的排列。另一方面，抗磁性几乎与温度无关。在任何具有固有磁矩的物质中抗磁和顺磁两 
种效应同时存在,但顺磁效应却往往占优势。 

在第11章中，我们曾描述过一种铢电性材枓，其中所有电偶极子都被它们本身共有的 
电场所排齐。也有可能设想这种铁电性模拟，其中所有的原子磁矩都会排列整齐并 
连接在一起。如果你对这种情况如何会发生进行计算，则你就会发现由于磁力比电力小得 
那么多，所以甚至在绝对温度十分之几度时热运动就应能把这种排列冲敗。因此在室温时 
不可能会存在任何磁矩的永恒排列。 

反之,这恰好就是铁中发生的事悄——磁矩的确得到了整齐排列。在铁的不同原子的 
磁矩间有一种比 直接磁 相互作用要强得多得多的有效力。这是一种只能用置子力学加以解 
释的间接效应。它比直接的磁相互作用约强一万倍，而这就是把铁磁性材料中的磁矩整齐 
排列起来的力。我们将在后面一章中讨论这种特殊的相互作用。 

既然我们已经试着向你们提供了一个有关抗磁性与顺磁性的定性解释，因此我们必 
须纠正自己并且说明，不可能从经典物理学的观点用任何普通的方法来理解材料的磁效 
应。这样的磁效应完全是一种量子力学现象。然而，却可以做出某些虚假的经典论证而 
获得关于事情将发生的某种概念。我们也许可以这样说。你可做出某些经典论证并得 
到关于材料性能的一些猜测，但这些论证在任何意义上都不是“合法”的，因为嵌本质的 
是在每一种这样的磁现象中都绝对涉及到》子力学。另一方面，有一些情况，诸如在等 
离子体中或在含有许多自由电子的空间区域中，在那里电子的确遵循经典力学规律。而 
在那些场合下，某些来自经典磁性的定理才有价值。并且，由于历史原因经典论证也确 
有某些价值。人们最初几次能够猜测到磁性材料的意义及其行为，的确是用了经典论据 
的。最后，正如我们上面所指出的，经典力学也还能够向我们提供有关或许会发生的事 
态的某些有用猜测——尽管要研究这一课题的真正简单的方法应该是先去学习置子力 
学，然后再用量子力学来理解磁性。 

另一方面，我们却不想等到彻底学习了量子力学以后才来理解像抗磁性这么一种简单 
东西。我们不得不依靠经典力学作为对发生过程的一种不完全证明，但始终必须认识到，那 
些论证实际上是不正确的。为此,我们做出了一系列会使你们发生混乱的有关经典磁性的 
定理，因为它们会证明另一些东西。除了最后那一条定理外，其他每一条都将是错误的。而 
且，作为对物理世界的描述它们全都是错的，因为量子力学被漏掉了。 
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§34-2 磁矩与角动量 


我们所要证明的第一个来自经典力学方面的定理如 下：如 果电子在一个圆周轨道上运 
动（比方，在有心力的影响下绕核旋转），则磁矩与角动量间存在一个确定的比率。对于在轨 
道上运动的电子，让我们称它的角动量为 J , 磁矩为/*。角动 



量的大小就是电子质量乘上速度再乘以半径(见图 34-2), 它的 
方向与轨道的平面垂直， 

J = mvr (34. 1) 

(当然，这是一个非相对论性的公式，但它对于原子却是一种 
很好近似，因为对于电子所涉及的 v 々值一般为= 
1/137或约1%的数置 级）。 


m 34-2 对任 一® 周轨道，磁 
矩 M 为 9/2™ 乘角动置 J 


相同轨道的磁矩是电流乘以面积（见§ 14-5), 电流等于 
单位时间通过轨道上任一点的电量，也即电荷 <7乘以转动频 
率，因为频率等于速度除以轨道的周长，所以 


因面积为 irr 2 , 所以磁矩为 





它也指向与轨道平面垂直的方向，所以 J 与处在相同的 方向： 


(34.2) 


/* = +•/( 轨道） • 


(34.3) 


它们间的比率与速度和半径都无关。对于任何在圆周轨道上运动的粒子，其磁矩等于角动 
S 的 9/(2 m > 倍。对于一个电子来说，电荷是负的——我们把它叫做一9,,因而有 


电子轨道). （34.4) 

那是我们按照经典理论所预期的，但相当奇怪，它在量子力学中却仍然正确。它属于这 
类事情中的一件。可是，若你继续应用经典物理，你就会发现在其他一些地方,从它得出来的 
答案乃是错误的，因而试图记住哪些是对的与哪些是错的将是一场大的游戏。我们也许可以 
立刻向你们提供在量子力学中一般是正确的东西。首先，式 (34. 对轨道运动是正确的，但那 
并不是唯一存在的磁性。电子还有对其本身的轴自旋的运动(有点像地球绕地轴的转动），而 
作为自旋的结果它同时具有角动量和磁矩。但由于纯粹是量子力学方面的原因——并没有经 
典方面的解释一所以关于电子自旋的 M 与 J 的比率是该自旋电子的轨道运动的二倍，即 

(电子自 旋）. (34.5) 

一般说来,在任何原子中既有几个电子，又有关于自旋和轨道运动的某种结合，从而造 
成一个总角动置和一个总磁矩。尽管没有经典方面的理由可以说明为什么会这样，但在量 
子力学中却始终正确，即（对 于一 个孤立原子）磁矩的方向恰好与角动量的方向相反。这两 
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者之间的比率不一定为知或者为一 t /(2 m ), 而是介乎这两值之间，因为有来自轨道和 
自旋两方面贡献的混合。我们可以写成 

M =- 尽卽， I (34.6) 

式中 g 是标志原子状态的一个因子，对于纯轨道矩它应该为1，对于纯自旋矩它应该是2,若 
对于一个像原子那样的复杂系统，则 g 应该处于1与2之间的其他某个数值。当然,这一公 
式并不会告诉我们很多东西，它只是说磁矩平行于角动量，但可以有任意的大小。然而，式 
(34. 6) 的形式却很方便，因为被称作“朗德 g 因子”的这个 g 是一个大小为1的量级的无量 
纲常数。置子力学的任务之一就是对任何特定的原子态预言这个 g 因子。 

你或许也会对核里发生的情况感兴趣。在核里存在着质子和中子，它们可能在某种轨 
道上绕行,而同时，像电子一样，也具有内禀自旋。磁矩再度平行于角动量。对于绕圆周运 
动的质子来说，只有现在这两者之比的数置级才是你可能想到的，即式 （34. 3) 中的 m 应等 
于 gji *。 因此对于核来说经常写成 

厂喘 P ， ( 34 . 7 ) 

式中为质子质 S , 而 K 称为核的 U 因子，是一个接近于1的常数，对每一种核要分别加 
以测定。 

关于核的另一个重要差別就是质子的自旋磁矩并不像电子那样具有一个等于 2 的 K 因 
子。对于质子而言，《 = 2(2.79〉。非常奇自旋磁矩，而此磁矩相对于其角动》 
则为2( — 193)。换句话说,在磁的意义上，中 S 不严格表现“中性"，它好像是个小磁体， 
而且具有一个旋 转若的 色电荷才会有的那种磁矩。 


§34-3 原子磁体的进动 


磁矩与角动景成正比的后果 之一是 ，放在磁场中的一个原子磁体将会逬动。首先，我们 


将按照经典方式来做 论证。 假设在匀强磁场中有一个自由悬 
挂着的磁矩它将感受到一个等于 /iX B 的力矩，该力矩试图 
将它转至场的方向。但原子磁体是个 陀螺仪一 它具有角动 
« u 。 因此，由磁场所产生的力矩并不会使该磁体排列整齐。 
而是，磁体将会逬动，正如我们以前在第1卷第20章中分析陀 
螺仪 时所见到的。角动量——以及和它相随的磁矩一相对 
—平行于磁场的轴进动。我们可以通过与第1卷第20章中所 
用的相同的方法求出这个进动速率。 

假设在一小段时间 A 〖内角 动董从 J 变至 J ', 如图 34-3 
所示，而相对于磁场 B 的方向始终保持一个相同角度0。让我 
们称这个进动角速度为％，使得在时间 A / 内进动的角 （度〉 为 
< o P At 。 从图中的几何形状就可看出，在时间 A / 内角动量的改 
变为 

Aj = (Jsin d)(co p At). 



体被放在磁场 B 中时，将以 
角速度进动 
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因而角动量的变化率为 

它必定等于转矩 • 
于是进动的角速度为 




= ( 0，J sin d . 


t = //B sin 0. 



由式 (34. 6) 代入 #//, 则我们见到，对于一个原子系统来说, 


=屬 


(34.8) 

(34.9) 

(34. 10) 

(34.11) 


进动频率与 B 成正比。记住下列两个关系式会很方便，即对于一个原子（或电子>, 


/, = ^ = (1.4 兆周 / Gs ) gB , 

而对于一个核， 

八 = g = (0.76 千周 / Gs)gB 


(34. 12) 

(34. 13) 


(关于原子与核这两公式不同之处，仅仅是由在这两种悄况下 g 的不同规定引起的）。 

这样,按照经典理论，原子中的电子轨道—和自旋一应在磁场中进动。按照 M 子力学 
这是否也正确呢？基本上是正确的，但关于“进动”的意义却有所不同。 在揪子 力学中人们不 
能在与经典相同的意义上谈论角动 ft 的方肉，尽管如此,还是存在着十分密切的类似—类 
似得那么密切以致我们仍称之为“进动”。以后在谈论 M 子力学时将对此再作讨论。 


§34-4 抗磁性 


接下来我们从经典观点来考察 g 磁性。它可以用几种方法算出，但其中一种巧妙的办 
法则是这样的。假设在一个原子附 i 我们慢慢地开动磁场。当磁场改变时，由于磁感应而 


产生一电场。按照法拉第定律, e 环绕任一闭合路径的线积分等于穿过该路径的磁 通嫌的 

变化率。假设我们选取这样一条路径 r , 即是与该原 



子中心同心的一个半 径为； •的圆周，如图 34-4 所示。 
环绕这 一路径 的平均切向电场£由下式 给出： 

E 2 itr =-4~( B X r *), 
at 

因而就有一个强度为 

it r dB 


图 34-4 作用于原子中电子上的感 
生电力 


的旋转电场。 

作用于原子中一个电子上的这个感生电场会产生 



一个 等于一 的转矩，它必然等于角动量的变化率 dj / tk : 


第 34 章物质的磁性 | 469 


dj _ q . r 2 dB 

d 7 = dT - 

从零场开始对时间积分，我们就求得由于开动磁场而引起的角动置改变 



(34. 14) 


(34.15) 


这就是当场开动时由于造成电子转动而引起的额外角动量。 

这附加的角动量产生附加的磁矩，由于那是一种轨道运动，所以附加磁矩恰等于 
— <7,/(2 m ) 倍的角动量。这感生的反抗磁矩为 

=- ^-AJ =~ (34.16) 

2 m 4 m 

式中负号(正如你通过应用楞次定律就可以看得出它是正确的）意味着这附加磁矩与磁场 
反向。 

我们想要把式 (34. 16) 写成稍微不同的形式。在该式中出现的 〆 是指从原子中通过 
的平行于 u 的轴量起的距离的平方，因而若 b 沿着 z 方向，则它为 /+ y 。 如果我们所考 
虑的是球对称原子（或对固有轴在所有方向的原子做 平均） ，则的平均值将是真正 
从原子中心起的径向距离平方的平均值的2/3倍。因此，把式 （34. 16) 写成下式往 
往更加 方便： 

(34.17) 

总之，我们已求得一个与磁场 B 成正比而方向相反的、感生的原子磁矩，这就是物质的 
抗磁性。这个磁效应是造成一非均匀磁场中作用于一块铋上的那种小力的主要原因（你有 
可能通过下述办法计算出这个力，即算出这些感生矩在磁场中的能 M , 并弄滑楚当该材料移 
进或移出高场区时这能置究竟如何变 化）。 

我们还剩下这么一个问题 ：半径 的平方平均值〈/> ¥11) 是什么？经典力学不能提供任何 
答案。我们必须回去并用量子力学重新开始。在原子内部我们不能确实说出电子在哪里， 
而只知道它将位于某处的槪率。若把〈/、均理解为距中心距离的平方对概率分布的平均 
值，则由量子力学所给出的抗磁矩就恰恰与式 （34. 17>相同。当然，这个式子是关于一个电 
子的磁矩。总磁矩应由对原子内所有各电子求和给出。令人惊异的事情是，经典论证与量 
子力学都会给出相同的答案，虽则正如我们将要看到的，给出式 (34. 17) 的经典论证在经典 
力学中实际上并没有充分的根据。 

即使原子已经有了永久磁矩，相同的抗磁效应依然会发生，此时系统将在磁场中进动。 
当整个原子进动时，它取得一个附加的小角速度，而这个缓慢转动又会产生一个代表对该磁 
矩修正的小电流。这不过是用另一种方式表示的抗磁效应。但我们在谈论顺磁性时实在无 
需为它操心。如果这抗磁效应像刚才所做的那样先行算出，则我们不必对来自进动方面的 
那个附加小电流留意，它已经包含在抗磁性项之内了。 
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§34-5 拉莫尔定理 

从迄今所获得的结果我们已能够做出某种结论了。首先，在经典理论中磁矩 / t 始终正 
比于 J , 而对于特定的原子就有一个给定的比例常数。由于过去谈及的电子都没有自旋，所 
以，该比例常数始终等于一 t /(2 m )。 这就是说，在式(34.6> 中我们应该令的 
比值与电子的内部运动毫无关系。这样，按照经典理论,所有电子系统就该以相同的角速度 
进动 (在虽 子力学中这是$正确 的）。 这个结果与我们现在要来证明的一个经定理有 
联系。假设我们有一群它们都被指向一中心点的吸引力维系在一起——就像各电子 
被核所吸引似的。电子之间也彼此相互作用，因而 一般而 言它们可以有复杂的运动。假设 
你已求出了没有磁场时的运动，然后希望知道有一弱磁场时运动又会怎样。这一定理讲，当 
有一弱磁场动总等于无场时的解之一加个角速度叫的绕场的轴的附 
加转动(若# f = 1 ,则这与％相同）。当然，会有许多种可能的运动。要点是，对于无磁场时 
的每个运动在场中就有一个与之相对应的运动，那就是原来的运动加上一个均匀转动。这 
称为拉莫尔定理，而叫_称为拉莫尔频率。. 

我们很想说明这定理如证明，但细节将留给你们自己算出来。首先,考虑中 
心力场中的一个电子，对它的作用力只是指向中心的 F ( r ) 0 如果现在开动一匀强磁场，就 
有一附加力 9 VXB ,因而合力为 

F ( r)+qvX B . (34.18) 


现在让我们从一个转动坐标系来考察同样的系统，该坐标系以角速度绕通过力心且与 B 
平行的轴旋转筘。这不再是一个惯性系，因而就得放进那些适当的《力——在第1卷第19 
章中所 曾经谈及的离心力及科里奥利力。我们在那里发现，在一个以角速度 w 旋转着的参 
照系中，会有一个正比于速度的径向分 M 认的表观切 向力： 

F , =— 2 mujv ,. (34.19) 

又有一个由下式给出的表观法 向力： 

F , = mat 2 r 4- Zmaiv , , (34. 20) 

其中奶是 g 该转动着的参照系中测得的速度切向分 fi (法向分 ft 队则对于该转动系统和 
惯性系统是相同 的〉。 

现在,对于足够小的角速度（也就是，如果 cor 《 ) ，我们在式 （34. 20) 中同第二项（科 
里奥利力）相比可以忽略第一项（离心力）。于是式 (34.19) 和 (34.20) 就可以合并写成 

F =— 2 mto X v . (34.21) 

现在若把转动和磁场联合起来，则必须将式 (34. 21) 中的力与式 (34. 18) 中的力相加。合力 
为 


F ( r ) qv X B + 2 mv X m 


(34.22) 


[我们颠倒式 (34. 21) 中的叉积及符号以便获得这末一项]。考察上述结果，我们看到，若 
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则右边两项互相抵消，因而在转动参照系中就只有力了。电子的运动正好同没有磁 
场一当然也就没有转动一时一样^我们 已对一 个电子证明了拉莫尔定理。由于这个证 
明假定了 o * 较小，那也就意味着这个定理只对于弱磁场才正确。我们唯一要求你们对此做 
出改进的事情就是考虑许多电子彼此相互作用的情况，但是这些电子都处在相同的有心力 
场中，并要求你们证明同样的定理。因此，不管一个原子多么复杂,若它有一个有心力场，则 
这个定理就是正确的。但那是经典力学的末日，因为事实上原子是并不会像那样进动的。 

式 (34. 11) 的进动频率只有当 g 碰巧等于1时才会等于机。 

§ 34-6 经典物理不会提供抗磁性或顺磁性 

现在我们想要来证明，按照经典力学完全不可能有抗磁性或顺磁性。这听起来有点像 
发疯似的——起初，我们证明了存在顺磁性、抗磁性、进动轨道等等，而如今却又要证明那是 
完全错的。的确，我们将要证明若你跟随经典力学走得足够远，则不会有这样的磁效应，因 
为它们全都抵消掉了。 

想唯一合理而又正确的证明却 a 示不会有任何磁效应存在。 

经典力学的一个结论 是：若 你有任意类型的系统一比如含有电子、质子或其他任何东 
西的气体一被保持在一个箱子中以致整个系统不能够转动•，则不会有任何磁效应发生。 

如果你有一个孤立系统，比如由其本身维系在一起的一颗星体，当你加上磁场时它就能够发 
生转动，那么就可能有磁效应。但如果你有一块材料，它的位 a 被固定得不能发生旋转，那 
么就不会有磁效应了。我们所谓抑制自旋的意思可以概括为 :在某 一给定温度下，假定系统 
只有一个热平衡状态。于是定 理讲： 如果你开动磁场并等待该系统达到热平衡状态，则不会 
有顺磁性或抗磁性一不会有感生的磁矩。 证明： 按照统计力学，一个系统将处于任意给定 
运动状态的概率与 e 成正比，其中 u 为系统运动的能那么，运动能 m 又是什么呢？ 
对于一个在匀强磁场中运动的粒子，其能楸等于通常的势能加上动能 mV /2,磁场并不会附 
加任何东西[你知道，来自电磁场之力为 g ( E + vXB ), 而功率 F * v 正好就是 g £ • v , 并不会 
受磁场影响]。因此一个系统 的能设 ，不管是否处于磁场之中，始终等于动能加上势能。既 
然任何运动的概率仅取决于能 M —这就是说，取决于速度 和位置 ——不管是否有磁场存 
在都一样。因此，对于&平衡来说,磁场并不会有影响。如果有一个系统处于箱子中，然后 
有另一个系统处于第;箱子中，但这回是存在磁场的，那么处于第一个箱子中的任何一点 
具有任何特定速度的概率将与在第二个箱子中的相应概率相同。如果在第一个箱子中并没 
有平均环行电流(这将不会出现,倘若是与静止箱壁达成平衡的话），那就不会有平均磁矩。 

由于在第二个箱子 中一切 运动又都是一样的，所以那里也没有平均磁矩。因此，如果温度保 
持不变而热平衡在磁场开动之后又重新建立起来，则按照经典力学，不可能存在由磁场感生 
的磁矩。所以我们只能从量子力学方面得到有关磁现象的满意理解。 

可惜，不能假定你们对量子力学已有了充分理解，因而这里不可能是讨论这一课题的场 
所。反之，我们并不总得在学习某些东西时先学习正确的法则，然后学习如何把它们应用于 
不同情况。在本科中几乎所有考虑到的每一课题都曾经按照另一种方式处理过。对于电学 
情况，我们曾在“第一页”就写出了麦克斯韦方程组，然后才推导出所有的结果来。那是一条 
途径。但我们现在决$试图去创立新的“第一页”，即把量子力学的各个方程都写下来并从 
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它们推导出一切东西。在你们弄清楚其出处以前，我们将只得告诉你们某些量子力学结果。 
在这里我们就这样干。 


§34-7 量子力学中的角动量 

上面已向你们提供了关于磁矩与角动置之间的关系式。这很令人高兴。但这磁矩和角 
动量在量子力学中又意味着什么呢?为了保证人们懂得到底指的是什么，在量子力学中，事 
实证明最好是用像能量这种概念来定义如磁矩那样的东西。现在，要用能置来定义磁矩并 
不困难，因为磁矩在磁场中的能量按照经典力学为 /i ■ B 。 因此，下述定义已为 S 子力学所 
采用： 如果我们算出一个系统在磁场中的能量并发现它正比于该场强(对于弱场来说），那么 
这个比例系数就称为磁矩在该场的方向上的分 a (目前我们无需对工作要求得那么精致，可 
以仍然按照那种鋅通的、在某种程度上是经典的意义来考虑磁矩）。 

现在我们想要讨论《子力学中的角动》概念一更确切地说，是量子力学中所称为角 
动量的一些特性。你知道，当你着手新型的定律时，就不能只假定每一个词都要表示与以前 
完全相同的东西。比方，你可以这样想 :“呵 ，我慊得了角动燈是什么。它是会受转矩改变的 
那种东西。”但转矩又是什么呢？在置子力学中我们不得不对一些旧物理置陚予新的定义。 
因此，合理地说，最好就是用诸如 “ M 子角动 S ” 或其他相似名称来称呼它，因为它是在 M 子 
力学中定义出来的角动®。但如果你在 ft 子力学中能够找到一个 S , 在系统变成足够大时 
与我们关于角动鼠的古老概念相同，则去发明一个额外字眼就没有什么用处了。我们也可 
以同样叫它作角动 S 。 有了这么一点认识，即将加以描述的这种古怪东西也鱿是角动量了。 
它是在大系统中我们用经典力学观点认为是角动 W 的那种东西。 

首先，我们取一个角动 m 守恒的系统，诸如完全处在真空中的一个孤立原子。于是像这 
样的东西（像绕自己的轴自转的地球)在通常怠义上来说，它有可能环绕人们所任意选取的 
轴旋转着。而对于给定的自旋，可能会有许多不同的状态，全都具有相等能 M , 每一个“态” 
相当于角动 M 轴的一个特定方向。所以在经典理论中，对于给定的角动 ft , 就有无数个可能 
的态，它们全都有相同能 ft 。 

然而，结果是在 ft 子力学中出现了若干件奇怪的事情。首先，在这样的系统中能够存在 
的状态数目是受限制的，即只存在有限个数目。如果系统很小，这有限的数目也很小，但如 
果系统大了，则这个有限的数目便变得非常非常大。其次，我们不能通过给出其角动量方向 
以描述一个“态”，而只能通过给出沿某一方向——诸如 z 方向 n 的角动量分 箄来给 
述。按照经典理论，具有给定总角动量 J 的物体，对于其 Z 分量该可以有从 + J 与一•/的任 
何数值。可是 按照置 子力学，角动量的2 分鼠只 能取某些分立数值。任何具有一定能贵的 

给定系统-个特定原子、原子核或任何一种东西一都各有一个特征数目），而它的角 

动量的 Z 分 ft 就只能有下列这组数目中的 一个： 

jh 0- l)A 0-2)* ― -( j -2 )k -jh (34.23) 

最大的2分量为）乘 / i , 次大的是减少一个 a 单位，一直减少到为止。这数值）叫作“该 
系统的自旋”（有些人却叫它做“总角动量《子数”，但我们将称之为“自旋”）。 

你或许会担心我们现在所谈的可能只对于某一“特殊轴才正确，但并非如此。对于 
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一个自旋为■/的系统，沿任何轴的角动量分量只能取式 (34. 23) 中所列数值之一。虽然这看 
来很神秘，但仅要求你们暂且接受它，以后我们才回来讨论这一点。你至少可能乐于听到 z 
分量会从某一数值变到负的捏0数值，使得 我们室 少无需去决定哪一个是 Z 轴的正方向（当 
然，假如我们曾经说过它要从 +) 变到负的某个其他数值，那么就会是无限神秘的，因为在 
指明了其他方向后，我们不可能再定义 z 轴）。 

于是，如果角动置的 z 分量必须从+_/起按整数递减到 ，那么 j •就必须是整数了。非 
也！ 并不尽然, j 的二倍才必须是整数，只有在+>与一 j 之间的羞值才必须是整数。所以， 

一般说来，自旋）或者是整数或者是半整数,取决于2_/是偶数还数。例如，像锂那样的 
核，它具有3/2的自旋，即_/ = 3/2,于是绕 z 轴的角动董，以 A 为单位，就是下列诸值之 一: 

+ 3/2 +1/2 -1/2 -3/2. 


总共有四个可能态，若该核处在无外场的真空中，则每个态具有相同能设。如果我们有一个 
自旋为2的系统，则按 / i 为单位角动量的 z 分量就只能有下列诸 数值： 

2 10-1 -2. 

如果你数一下对给定的共有多少个态，则共有 （2) + 1) 个可能性。换句话说，如果你将能 
»和自旋）都告诉我，结果表明，正好存在（2) + 1>个具有那种能最的态，每个态相当于角 
动 fi 分 tt 的一个不同的可能值。 

我们想要加上另一亊实。如果你随意选取一个已 知其） 值的原子而测 ft 其角 动拔的 z 
分置，那么你会获得可能数值中的任何一个，而每个数值是同样可能的。所有的态实际上都 
是单态，而每个态同任意另一个态恰恰是一样。在世界上每个态都各具有相同“权重”(我们 
假定并没有预先挑选出一个特殊样品）。顺便说说,这个审实有一个简单的经典类似。如果 
你按照经典方式提出这同样的 问题： 若取一个都具有相同总角动 M 的随机系统样品，那么对 
于某个特定角动量分《的可能性究竟如何呢？一答案是，从极大至极小的所有数值都具 
有同样的可能(你可以不难把它计算出来）。这一经典结果就相当于在揪子力学中 （ 2_/ + 1 ) 
个可能性具有相等的概率。 

从迄今我们所得到的结果，还能够得出另一个有趣而有点令人吃惊的结论。在某些经 
典计算中，最终结果中出现的 S 是角动 ft J 大小的@一换句话说,那就是 • J 。 结果 
是，通过利用经典的计算结果和下述的简单法 则：由 护取代尸 = J • J , 就往往能够 
猜出正确的 M 子力学公式。这一法则通常是有效的，而且往往但并悲永远会给出正确结果。 
我们可以提供下面的论据来证明为什么你可能预料到这一法则会起作用。 

标积 J • J 可以写成 

J • J = JI + JI + JI 

由于它是标量，所以对于自旋的任意取向它都应相同。假定我们随机地选择任何给定的原 
子系统的样品并作出对 J 〖，乃 或只 的测量，那么对每一个的平均值都应该相同（对 任何一 
个方向都不存在任何特殊区别）。因此 , J • J 的平均值就恰恰是任一分置的平方——比方 
说一平均值的 三倍： 

(J * •/〉平均 = 3(Jl). 


但由于 J • J 对所有一切取向都相同，所以它的平均值当然也就刚好是它的恒定值,于是我 
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们有 


J • J = 3< Jf >. (34. 24) 

如果我们现在说,对于量子力学也将采用同样的式子，则可以容易地求得。我 
们只需取尸的(2> + 1)个可能值之和并除以 总数： 

〈75>手均 = 亡 + ( >~ 1)i + - 2 ± i - TJ .+ l ) 2 + (_ p 2 h2 (34. 25) 

对于一个自旋为 3/2 的系统，这个式子 成为： 

(/ 2 >t = (3/2) 2 + (1/2) 2 + (-1/2) 2 + (-3/2) 2 纪 = !圮 
4 4 * 

我们断定 

J J = =3x|/i: = 音 (| + 1) 方 2 . 

将把它留给你们自己去证明，式 (34. 25) 加上式(34.24〉就会给出这个普遍 结果： 

J - J = >0' + 1)« 2 . (34. 26) 

虽然我们可能从经典理论想到/的 z 分大可能值会恰好等于 j 的大小一也即 
vjn —但按照 m 子力学人的极大值却总要比这略为小些，因为 羚总 是小于 v^unr n 
的。所以角动置从不“完全沿 Z 方向”。 

§34-8 原子的磁能 

现在，我们又要再来谈论磁矩。上面曾经说过，在《子力学中一个特定原子系统的磁矩 
可通过式 (34.6) 用角动置 写出： 

為) •/, (34.27) 

其中一&和 m 分别表示电子的电荷和质 S 。 

—个罝于外加磁场中的原子磁体将具有额外能这取决于它的磁矩沿场向的 分撤。 
我们知道， 

U m =-/i • B . (34. 28) 

选择^轴使其沿 B 方向，则 

U m (34.29) 

利用式 (34. 27), 我们得 

U … ( 态 V， B . 

量子力学表明，人只能有某些值 0- DA , … ，一允 。因此，原子系统的磁能并不是任意 
的，它只能有某些值。例如，它的极大值为 
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§35-1 量子化磁态 

上一章我们曾描述过在置子力学中一物体的角动量怎么会不具有任意方向,而在一给定轴 
上它的分量却只能取某些间隔相等的分立值，那是一件令人震惊而又独特的事情。你可能认为， 
在你的智力达到更高水平并准备好接受这种槪念之前也许不应该探索这种事情。实际上，就能 
够轻易地接受这样一件事情的意义上来说，你的智力将永远不会变得更高级。并没有任一种描 
述方法可以使其明白易慊，而同时在其本身的形式上又不会那么微妙和高级以致比起你企图要 
加以解释的东西更复杂。在小尺度范围内的物质行为一正如我们曾经多次提到的一与通常 
所熟悉的任何寧情都不相同，而且确实十分奇怪。当我们继续讲解经典物理时，试图对小尺度范 
围内物质的行为得到一个逐渐增长的感性认识,开始的时候作为一种缺乏任何深刻理解的经验， 
乃是一个好主意。对这些事情的理解,在任何程度上都是很慢地达到的。当然，人们逐步变成能 
够更好地懞得在 ft 子力学悄况下所发生的寧情一如果这就是所谓理解的涵义一那么人们 
将永远得不到一个认为燉子力学法则是“自然的”那种舒舒服服的感觉。当然那些法则的确是 
“自然的"，但对于我们本身在普通水平的经验上来说它们却不是自然的。我们对待这一角动 
«的法则的态度与过去对待许多曾经谈到的其他东西的态度很不相同，这一点应该有所解释。 
我们并不试阁解释“它”，但至少必须告诉你们发生的情况.要对材料磁性进行解释而又不提及 
有关磁性——包括角动》和磁矩一那种经典解释乃是不正确的，那可能是不诚实的。 

关于量子力学的一个最令人震惊而又扰乱人心的特征在于 ：如果 你沿任一根特定轴取 
角动 M , 则你会发现它总等于一整数或半整数乘以夂不管你取的是哪一根轴，结果是一样 
的这一奇怪事实——你可取任一根其他轴并发现在它上面的分《也被固定在那同一组数值 
上——所涉及的微妙之处我们将留在后面一章中讨论，到那时你将会因看到这一表观佯谬 
如何最后获得解决而感受到欢欣鼓舞。 

目前我们将仅仅接受这个事实，即对于每个原子系统就有一个数值），称为该系统的直 
座，它必须是一个整数或一个半整数，而沿任一特定轴的角动 a 分量则将始终具有下列从 

到一# 之间的那些值之 一 ： 
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我们也曾提及每个简单原子系统都有一个与角动量的方向相同的磁矩。这不仅对于原 
子和核正确，而且对于基本粒子也都正确。每个基本粒子有其本身的特征值）和磁矩（对于 
某些粒子来说，这两者均为零）。在这一句话中，所谓磁矩我们指的是，比方说在一个沿 z 方 
向的磁场中，对于小磁场来说系统的能量可以 写成一 我 们一定 要有磁场不应太大的 
条件，否则它就可能会干扰该系统的内部运动，从 而能童 不会成为磁场发动前存在的那个磁 
矩的一种置度。但如果场足够弱，则由该场所改变的能置由 M 


AU =- h ,B (35.2) 

表示，而条件是在这个式子里的 A 要由下 
式来 代替： 

^ = (35 . 3) 

其中九 就是式 (35.1) 中那些数值之一。 

假设考虑一个自旋为 ） = 3/2的系统。 
在没有磁场时，该系统就有四个不同的可 
能状态，这些状态对应于那些不同的丄值， 
但都具有完全相同的 能虽。 可是一旦我们 
加上磁场，就有一个附加的相互作用能 M 
把这些状态分隔开，形成四个稍微不同的 
能级。这些能级的能 M 是由某些与 B 成正 
比而又乘以人值（3/2、1/2、一 1/2和 
一 3/2) 的 A 倍给出。关于自旋分别为1 在、 
1和3/2的原子系统的能级分裂，如图 35-1 
的那些简图所示（记住对于电子的任何配 
磁矩始终与角动置反向）。 

你将从图上注意到，那些能级的“重 
心”在有磁场和没有磁场时都一样。并且 
注意到，对于给定磁场中的某个给定粒子 
来说从一个能级至下一能级的间隔总是相 
等的。对于某一给定磁场 B 我们想把能量 
间隔写成——这仅仅是 OI , 的定义。利 
用式 (35. 2) 和 (35.3 >,我们得 

h^ = g ^hB 
或 

^ = ^ B - (35 - 4) 

量 g [?/(2 m )] 恰好就是磁矩对角动量的 
比——它是该粒子的一种性质。式 （35. 4) 





S 35-1 自 旋为） 的一个原子系统在磁场 B 中具 
有 <2)+1>个可能能 S, 对于小场来说，能鼠间隔与 
B 成正比 
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与我们在第3 4 章中得到的角动量为 J 而磁矩为 / x 的陀螺仪在磁场中的进动角速度的公式 
相同。 

§35-2 斯特恩-格拉赫实验 

角动量被量子化这一事实是那么令人惊异，所以我们将根据历史的观点对它稍微谈一 
下。从它被发现的那一刻起就成为一种震动（尽管在理论上已预期到了）。最初由斯特恩 - 
格拉赫于1922年在一个实验上观察到。如果你愿意的话，尽可以认为斯特恩-格拉赫实验 
就是关于角动 ft 量子化这一信念的直接验证。斯特恩和格拉赫设计了一种测量个别银原子 
磁矩的实验。他们通过在一个热炉中把银汽化并让某些银蒸气穿过一系列小孔而产生出一 
银原子束。这原子束对准一块独特磁铁的极尖之间的空隙，如图 35-2 所示。他们的意图如 
下 ：如果 银原子有磁矩则在磁场 B 中它就具有 能量一 这里 z 为磁场方向。在经典理 
论中,~应等于磁矩乘以该矩与磁场间夹角的余弦，因而在场中的附加能量该是 



8 B 35-2 斯特恩-格拉赫实验 


At / =— /^ BcosO . (35. 5) 

当然，当原子从炉中跑出来时，它们的磁矩会指向每一个可能方向，因而会有所有的0值。 
现在如果磁场随 z 变化得很快——有一个很强的场梯度——那么磁能也将随位罝变化，因 
而将有一个力作用于磁矩之上，这力的方向取决于 COS 0 是正还是负。原子将被一个正比于 
磁能微商的力拉向上或拉向下，根据虚功原理， 



斯特恩和格拉赫所制成的磁铁，其中 一个极 的头部形成十分尖锐的刃以便产生迅速变 
化的磁场。银原子束恰好对准沿这一尖锐的刃，使得原子在那个非均匀磁场中会感受到一 
个垂直方向的力。一个磁矩按水平取向的银原子不会受任何力的作用而将笔直地经过该磁 
铁。一个其磁矩完全垂直向上的原子则该受到一个拉其向上指向磁铁尖刃的力。一个其磁 
矩指向下的原子则会感受到一向下的推力。于是，当这些原子离开磁铁时，它们就会按照其 
磁矩的垂直方向分量而被分散开来。在经典理论中所有的角度都属可能，以致当这些原子 
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由淀积在玻璃板上而被收集时，人们应该期望沿垂直方向出现一条银斑线。这条银线高度 
应与磁矩的大小成正比。当斯特恩和格拉赫看到实际所发生的情况时，经典概念的惨败完 
全被揭露了。他们在玻璃板上发现了两个明晰的斑点，那些银原子形成了两束。 

一束自旋显然是杂乱取向的原子竟被分裂成分开的两束，这是最令人感到惊奇的。磁 
矩怎么会知道只允许它在磁场的方向上取某些分量呢?噢，那实际上就是角 动置量 子化被 
发现的开^5不是试图给你一个理论上的解释，我们只是说你已被这一实验结果难住了， 
正如当年这个实验刚被做出来时物理学家们不得不接受该结果那样。这是原子在磁场中的 
能量会取一系列分立值的实验事实。对于这些数值中的毎一个，能量正比于磁场强度。因 
而在场变化的区域中，虚;诉我们，作用于原子上的可能磁力将具有一系列的分立 
值，由于对每个态所作用的力不同，因而原子束就被分裂成分开的若干束。从这些束偏移的 
尺度，人们就能求出磁矩的大小来。 

§35-3 拉比分子束法 


现在我们要来描述一种由拉比及其同事们所发展起来的、经改进的测 a 磁矩用的仪器。 
由于在斯特恩-格拉赫实验中原子的偏移很小，因而磁矩的量度并不是很精确。拉比的技术 
使得磁矩的测歎有可能达到难以想象的精度。这一方法是以这种亊实为基础的，即原子的 
固有能》在磁场中被分裂成有限数目的能级。一个原子在磁场中的能最只能有某些分立 
值，这件亊实际上并不比原子一躲只具有某些分立能级的事实—我们在第1卷中曾经常 
提及的某些亊情一更令人诧异。为什么这同样的事悄对处于磁场中的原子来说就$成立 
呢？它仍然成立。但正是希望把这一事实与取向磁矩的概念相联系的意图才 给甩子 力学带 
来某些奇怪的含意。 

当一原子具有能 W 差约为 At ； 的两个能级时，它可以通过发射一个频率为 co 的光量子， 
从较高的能级跃迁到较低的能级。出满足下式 

hw = AU . (35.7) 

处于磁场中的原子也可以发生同样的事情。只是此时，能置差竟会那么小以致该频率 
与光对应不起来，而是对应于微波或无线电波。原子从低能级至较高能级的跃迁，也可通过 
对光的吸收而发生,对于原子处于磁场中的情况则通过对微波能置的吸收而实现。这样，如 
果有一个原子处于磁场中，则我们可以通过加一频率适当的附加电磁场使其从一个态跃迁 
至另一个态。换句话说，若有一个处在强磁场中的原子，而我们用一个弱的变化电磁场来 
“扰动”该原子，则会存在某个概率把它撞到另一个能级上去,只要该频率接近于式 (35. 7) 中 
的 o > 值。对于一个处在磁场中的原子，这个频率恰好就是我们以前曾称之为的、根据式 
(35. 4) 用磁场所给出的那个频率。若该原子受一错误频率扰动，则能够引起跃迁的机会将 
十分微小。于是在引起跃迁的概率内就有一个在 ay 处的尖锐井揮。通过在一已知磁场 B 中 
测量这个共振频率，我们就能以巨大的精度测得量 g [ q /( Zm )] — 从而也测得了 g 因子。 

十分有趣，人们从经典的观点也会得出相同的结论。按照经典图像，当我们把一个磁矩 
为 /* 而角动量为 J 的小陀螺仪置于一外磁场中时，该陀螺仪将环绕平行于磁场的轴进动 
(见图35-3)。假设我们要 问：如 何改变经典陀螺仪相对于场——也即相对于*:轴——的角 
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度呢？磁场会产生一个绕水平轴的转矩。你会认为这样的转矩正在试图使该磁体与场排成 
直线,可是它却仅仅引起了进动。如果想要改变该陀螺仪相对于 z 轴 
的角度，那就必须对它施一 环绕 z 轴 的转矩。倘若所施的是一个与进 
动同向的转矩，则该陀螺仪会这样改变以给出一个在 z 方向 
较小的 J 分置。在图 35-3 中,_/与 2 :轴间的夹角将会增大。若试图阻 
止进动, J 会朝着垂直方向运动。 

对一个在均匀场中正在进动的原子，如何才能加上我们所要的那 
种类型的转矩呢？答案是，从旁加一个弱磁场。乍看起来你也许认为 
这个磁场的方向必须随同磁矩的进动一起旋转，使得它总是垂直于磁 
矩，如图 35-4( a ) 中由场 B ' 所指出的那样。像这样的场会工作得很 
好，但一个交变的水平场几乎同样优良。如果有一个小的水平场 B ', 
它总是在 ( SS 或负的方向上而且以频率 cu , 振动着，那么在每个半 
周期内施于磁矩上的力矩就将倒转方向，以致它具有一个积累效应. 
该效应几乎与一转动的磁场同样有效。于是,从经典方面说，我们就会期待，若有一个频率 
恰恰为％振动着的很弱的磁场，则磁矩沿 * 方向的分量就应该 改变。 当然，按照经典理论， 
^应该是连续变化的，但在量子力学中这磁矩的 z 分量就不能做连续调整，它必须从一个 
值突然跳跃至另一个值。我们已做出了经典力学与世子力学 



图 3 S -3 具冇磁矩 
和角动 RJ 的原 
子的经典进动 


两种结果之间的比较，为你们提供在经典理论中也许会发生的 
某种事情与在 tt 子力学中实际发生的事情如何联系起来的线 
索。顺便说说，你将会注意到，该期待的共振频率在这两种情 
况下是相同的。 

又一附 注:从 我们所 鞞谈到 的关于 tt 子力学的审情来舂， 
并没有明显的理由说明为什么不能够在2%的频率也发生跃 
迁。碰巧在经典悄况下没有任何与此类似的东西，而在置子力 
学中也不会发生这种跃迁——至少对于我们刚才所述的那种 
独特诱导跃迁的方法来说是不会发生的。采用一个水平方向 
的振动磁场，频率2%引起同时跳跃两步的概率等于零。只有 
在频率％,无论向上或向下的跃迁才可能 发生。 

现在，我们准备来描述有关测 at 磁矩的拉比方法。这里将 
仅仅考虑对自旋为1/2的那种原子的操作。仪器设备的简图 
如图 35-5 所示。有一个熔炉，它发出的中性原子流直通过直 
线排列的三组磁铁。磁铁1几乎与图 35-2 中的一样，具有强 
大的场梯度一比方说，其 3 B ./3 Z 为正。如果原 子有一 磁矩， 
而且 J , = + /i /2,则它会被向下 偏转； 如果人 =-* /2，则将 
被向上偏转（因为对于电子来说， M 的方向与 J 的方向相反）。 
若只考虑那些能穿过狭缝 S , 的原子，就有如图所示的两条可 
能轨道。凡人=+ A /2的原子必定沿曲线 a 穿过该狭缝，而凡 
人 =一 A /2的原子则必定沿曲线6通过。从熔炉发出来的、沿 
其他路径的原子将不会穿过该狭缝。 




围 3 S -4 —个原子磁体的 

进动角度，可以通过始终垂 
直于 M 的、如在 （ a ) 或 （ b ) 中 
的一个振动着的水平磁 
场来加以改变 
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B 35- S 拉比的分子束仪器 


磁铁2产生一个匀强场。在这一区域中没有力施于原子上，因而它们将直接通过而进 
入磁铁3中。磁铁3恰好像磁铁1,但其场是反转过来的，所以 3 B . /9 Z 具有相反符号。那些 
具有九 =+ A /2 ( 我们讲“自旋向 上”） 的原子，先前在磁铁1中被推向下的，现在在磁铁3中 
却被推向上了，它们将继续沿着路径 a 穿过狭缝 S z 到达探测器。那些具有人/2(即 
“自旋向下”）的原子，在磁铁1和磁铁3中也各受到反向的力而沿路径6穿过狭缝5 2 达到 
探测器。 

探测器可以用各种不同方式制成,这取决于被测《的原子。例如,对于像钠一类的碱金 
城原子，探测器可以是一根与一灵敏电流计相连接的细热钩丝。当钠原子到达钨丝上时， 
Na ' 离子被蒸发出去，留下来一个电子。因此在该导线上就有一个正比于每秒到达的原子 
数目的电流。 

在磁铁2的间隙中有一组能产生小的水平磁场 B ' 的线圈。这组线圈由以一可变频率 W 
振动的电流所驱动，所以在磁铁2的两极间就有一个强大而恒定的垂直方向的磁场和一 
个弱小的振动着的水平磁场 B '。 

现在假设该振动场的频率被调至处一即处于场 B 中原子的“进动”频率。这交变 
场将使某些从旁经过的原子作出从一个人值至另一个人值的跃迁。一个原来自旋“向上” 
(；.= + « /2)的原子可能给翻转“向下”（人 =-h fl 、 。此时这个原子已把它的磁矩方向倒 
转了，因而它将在磁铁3中感受到一个向下的力并将沿着路径/运动，如图 35-5 所示。它将 
不再穿过狭缝&而到达探测器了。同理，有些原子原来自旋是向下（人=_ A /2)的，当经过 
磁铁2时将被翻转向上（人 =+ h / 2 ), 于是它们 
将沿着路径 6' 而不会到达探测器。 

若振动场的频率与如，明显不同，则它将 
不会引起任何自旋的倒转，因而各原子将按照 
它们不受干扰的路径到达探测器。因此你可以 
看到，原子在 B 。 场中的“进动”频率％可以这 
样求得，即变更场 B ' 的频率直到抵达探测器 
的原子流的减弱被观测出来。原子流的下降将 
发生在如等于 W 的“共振”时刻。探测器中的 
电流作为 o ； 的函数曲线或许看来像图 35-6 所 
示的那样。知道了 ~，就能得到原子的 g 值。 


探 测器流 


丫 




图 3 S -6 当 = 时，在束中的原子流 

就会减弱 
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像这样的原子束、或通常被称为“分子”束的共振实验，是测量原子客体磁性的一种漂亮 
而又精密的方法。这共振 频率％ 可以用极高的精度测得一事实上，比起我们对（为了求 
g 而必须知 道的) 磁场扎可能进行的测量要精确得多。 

§35-4 大块材料的顺磁性 

现在我们很想描述大块材料的顺磁现象。假设有一种物质其原子具有永磁矩，比如 
像硫酸铜那样的晶体。在这种晶体中存在这样的铜离子，其内部的电子売 层有一 净角动 
量和一净磁矩。所以这种铜离子就是一个具有永磁矩的物体。请让我们就这件事说一 
句，有些原子具有磁矩而有些不具有。任何比如像钠那种含有奇数个电子的原子，将具 
有磁矩。钠有一个电子位于它的未填满的壳层内，这个电子给该原子一个自旋和一个磁 
矩。然而，通常当化合物形成时，在外壳层中的额外电子就会与自旋方向恰巧相反的其 
他电子互相耦合，使得所有价电子的角动量和磁矩都经常被抵消掉，这就是为什么分子 
—般都不具有磁矩的原因。当然，如果是钠原子气体，则不会有这样的抵消作用•。并 

且，如果你有那种在化学中所谓“自由基”的东西-种具有奇数个价电子的物体一则 

键不会完全被满足，因而就有一个净角动量。 

在多数大块材料中，只要存在其&电子壳层未被填满的原子就具有净磁矩，此时可能会 
有一个净角动 ft 和磁矩。这样的原子在周期表中的“过渡元素”部分被找到了一诸如铬、 
锰、铁、镍、钴、钯和铂等就是这一类元索。此外,所有的稀土元素也都具有未填满的内壳层 
和永久磁矩。还有其他两三种奇怪的东西会偶而具有磁矩，诸如液态氧，但我们将把它留给 
化学系去解释原因。 

现在，假设有一个箱子充满了具有永久磁矩的原子或分子，比如气体、液体或晶体。我 
们想要知道，当加上一外磁场时将会发生什么情况。当没有磁场时，原子因热运动而被到处 
撞来撞去，因而它们的矩在所有方向上转来 转去。 一旦有了磁场时，它就使那些小磁体整齐 
排列起来，于是趋向场的矩比离开场的矩就多些，即该材料已被“磁化”了。 

我们将把材料的磁化强度 M 定义为单位体积中的净磁矩，而这指的是单位体积内原子 
磁矩的矢置和。如果中有 n 个原子，而它们的平均磁矩为则 m 可以写成 
N 乘以平均原子 磁矩： 

M = N <,*> ¥B( . (35.8) 

Af 的定义相当于第10章中关于电极化强度1>的定义。 

顺磁性的经典理论很像第11章中曾向你们表明的有关介电常置的理论。人们假定每 
个原子都有一个磁矩它的大小固定，但其方向是任意的。 在场 B 中，其磁能为一 /i • B = 
-^ Bcosd , 其中0为矩与场之间的夹角。根据统计力学，具有任意角度的相对概率为 
e *^ A 4 T > ，因而靠近零度的角比靠近 it 的角更可能出现。同以前在§ 11-3 中所进行的步骤 
完全一样,我们会发现，对于小磁场来说, M 平行于 U ,大小为 

M =J^. 

3 iT 


• 通常的钠蒸气大多是单原子的.虽则也有一些 N Sl 分子存在。 


(35.9) 
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[见式 (11. 20)]。这一近似公式只对 pB / UT ) 比1小得多时才正确。 

我们已求得感生磁化强度一单位体积中的磁矩一与磁场成正比，这即是顺磁性现 
象。你将会看到，这效应在低温时较强而在高温时较弱。当我们在该物质上加一磁场时，对 
于弱场会产生一个正比于该场的 磁矩。 M 对 B 的比率(对于弱场而言)称为磁化率。 

现在，我们要从量子力学观点来考察顺磁性。首先考虑原子自旋为在没 
有磁场的情况下，原子具有某个 能量； 但当处于磁场中时，就有两个可能的能量，每一个人 
值对应一个能量。对于九 =+ h / Z ，能量被磁场改变的量为 

Al/i =+ ^( g d)-b B ( 35 - 10) 


(由于电子的电荷为负•.因此对于一个原子来说能量移动 ALT , 是正的）。对于人=一; i /2 , 
能量被改变的量为 

^ = - g ( q dy\- B - ( 35 . u) 

为了书写方便，让我们令 

A = (35.12) 

于是 

△l/=±/zoB. (35.13) 

Mo 的意义很明 显：- 是在自旋向上的情况下磁矩的*:分*，而+抑则是在自旋向下时磁 
矩的 z 分量。 

可是统计力学告诉过我们，一个原子处在一个态或另一个态，其概率正比于 


当没有磁场时，这两个态具有相同能徽，所以当在磁场中达到了平衡时,概率就正比于 

e -祕. (35.14) 


单位体积中自旋向上的原子数为 

而自旋向下的原子数为 


= a^ BlkT , 
N my = ae +， B/lT . 


常数是被这样确定下来的，即 


(35. 15) 

(35.16) 

(35.17) 


式中 N 为单位体积中的原子总数。因此就得到 

N 



(35.18) 


• 在上一章 §34-2 中曾令电子电 荷为一 g ,, 因此那时是正的。一译者注 
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我们所感兴趣的是沿 z 轴的平均磁矩。由于自旋向上的那些原子将各贡 献一& 之矩， 
而自旋向下的那些原子则各贡献 f 之矩，因而平均矩为 




(35. 19) 


于是单位体积中的磁矩 M 就是料。利用式 （35. 15)、 （35. 16) 和 （35. 17), 便可 


得到 


M= N ^ 0 


(35. 20) 


这就是 关于） =1/2的原子其 M 的置子力学公式。顺便提及，这个式也可以用双曲正切函 
数写得更简 洁些： 


M = N/iotan h 


(35.21) 




M 作为 B 的函数其曲线如图 35-7 所示。当 B 变得非常大时，双曲正切函数趋于1,因 

而 M 趋于其极限值 N ^ i 。。 所以在强场的情况下， 
磁化达到我们可以明白为什么会这样，在足 
够强的场^^矩全部被排列在同一个方向上了。 
换句话说，它们全都处于自旋向下的状态，因而每 
一原子 贡献一个磁矩叫。 

在大多数正常情况下一比如说，对于典型的 
矩、室温以及我们通常能够获得的场强（诸如 
10 000 Gs ) —比值押 BAT 约等于0.002。人们 
—定要达到极低温度时才能见到饱和现象。对于 
常温来说，我们往往能够用： r 来代替 tan h I ,因而 
上式可以写成 



UBIkT 

围 3 S -7 顺磁性磁化强度随磁场强度 B 的 
变化 




(35.22) 


正如我们曾在经典理论中见到的, M 与 B 成正比。事实上，这个式子几乎和以前的完 
全相同，除了因子1/3似乎不见了以外。但我们仍需要把 懂子力 学中的 p 同式 (35. 9) 经典 
结果中出现的 P 联系起来。 

在经典公式中，出现 的是 〆 =/* •/*, 即矢量磁矩的平方，也即 

fi ■ fi = (g D J . J . (35. 23) 


我们曾在上一章中指出，通过用只 j + 1) 护代替你就很可能会从经典的计算结果中 
得到正确答案。在我们这个特殊例子中，_/ = 1/2,因而 

>0 + 1) ft 2 = T * 2 - 

4 


若用此来顶替式 (35. 23) 中的 J • J , 则可得 
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或者利用式 (35. 12) 所定义的 p ,我们得 

/!•/! = 3 ^ 5 . 

用这个结果代替经典公式 (35. 9) 中的 〆 ，的确会重现正确的置子公式 (35. 22)。 
关于顺磁性的量子理论很容易推广到任意自旋）的原子。弱场磁化强度为 


M = Ng 2 


Mb^ 
kT ， 


其中 


=莛 


(35.24) 


(35.25) 


是一个具有磁矩量纲的常数组合。大多数原子都具有近似这种大小的磁矩。它被称为玻尔 
碎子。电子的自旋磁矩就几乎正好是一个玻尔磁子。 


§35-5 绝热退磁冷却法 


关于顺磁性有一种很有趣的特殊应用。在非常低的温度下，有可能把原子磁体在一个 
强磁场中整齐排列起来。这时就能够通过一种所谓 绝热退磁 过程来获得极端低的温度。我 
们可取一种顺磁性盐（比方，像硝酸错铵那样含有_些稀土原子的盐），并一开始就在强磁场 
中用液态氦把它降低到绝对温度1或2度，这时因子就会大于1——比如说大概足 
2或3。大多数自旋已被整齐排列，因而磁化几乎饱和。为简易起见，让我们说，磁场很强而 
温度很低，以致几乎所有原子都被整齐排列。那么，你就把盐绝热隔离（比如说，通过移去液 
态氦并保留高度 真空） ，并将磁场 撤除。 盐的温度就大大降低下来。 

现在假如你突然把磁场除去，那么晶格内原子的轻微的摆动或振动就会逐渐把所有自 
旋从整齐排列中撞散开来。它们有些自旋向上，而有些自旋向下。但若没有磁场(并略去原 
子间的互作用，它只会造成微小 误差） ，则翮转原子磁体并不需要 能爾。 所以它们会在能 M 
不发生改变因而也就没有任何温度变化的条件下，使本身的自旋处在随机分布的状态。 

然而，假定正当那些原子磁体被热运动所翻转时还存在一些磁场,那么当把它们翻转到 
逆着磁场时就需要作一些功——它们必须反抗场而作功。这会从热运动中取出能 ft , 从而 
降低了温度。因此，如果该强磁1^^^^^^7^¥的温度将降低一它是通过去磁而 
被冷却的。根据量子力学观点，当场强时所有原子都处于最低能态，因为任何会处于较高能 
态的可能性不可能大。但当场减弱时，热涨落使原子处在较高能态的可能性变得越来越大。 
当此事发生时，原子吸收了能量 = 因此，若场慢慢除去，则这种磁跃迁会从晶体的 
热振动中取出能量，因而就把它冷却了。用这种办法能够将温度从绝对温度几度降低至千 
分之几度。 

你是否想要制造甚至比这更冷的东西？事实证明，自然界已提供了一条途径。我们 
曾经提到过原子核也有磁矩。关于顺磁性的公式对核也同样适用，不同之处仅在于核磁 
矩约比原子磁矩 小千倍 [它们具有幼/( 2 m ,) 的数量级，其中 m p 为质子质量，由于电子质 
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量与质子质量之比较小，所以核磁矩也较小]。对于这样的磁矩，即使在2 K 的温度，因子 
// BAT 也只有千分之几。但如果利用顺磁性的去磁过程把温度降低至千分之几度，那么 
/ iB / AT 就会变成一个接近于1的数——在这种低温下，我们能够着手使核磁矩饱和。那很 
幸运，因为此后便可利用 g 磁性的绝热去磁方法来达到更低温度。这样，就有可能做出两级 
的磁冷却。首先，利用顺磁性离子的绝热去磁达到千分之几度。然后，再利用这寒冷的顺磁 
性盐来冷却某些具有强核磁性的材料。最后，当我们从这一材料中移去磁场时，它的温度就 
会降低到绝对零度1度的兆分之一内——只要我们非常小心地做完每件事情。 

§35-6 核磁共振 


我们曾经说过，原子顺磁性很小,而核的磁性甚至比它还要小千倍。然而通过核磁共振的 
方法来观测核的磁性相对而言还是容 易的。 假设取一种像水那样的物质，其中全部电子的自 
旋都完全抵消，以致它们的净磁矩为零。但水分子仍将有非常非常微小的磁矩,那是由氢核的 
核磁矩引起的。假设将水的一个小样品放在磁场 B 之中。由于（氢的）质子具有1/2的自旋， 
所以它将有两个可能的能态。如果水处于热平衡状态，则将有较多一点的质子处在那较低能 
态一它们的磁矩方向平行于场的方向。在每个单位体积中就有一个小的净磁矩。由于质子 
磁矩仅仅约等于原子磁矩的千分之一,表现为 〆 的磁化强度——应用式 (35. 22) —大约只 
有典型原子顺磁性强度的兆分之一（这就是为什么我们得先挑选一种不具有原子磁矩的材 
料〉。如果你把它算出来，那些自旋指向上的质子数目与那些自旋指向下的质子数目相差只有 
10 * 个,因而这效应的确十分微小！然而,它仍然可以按下述办法观测出来。 

假设用一个能产生小水平振动磁场的小线圈把样品水包围起来。如果这个场以频率 


振动，则它将在两个能态之间诱导跃迁——正如在§ 35-3 中我们曾对拉比实验所描述的 


那样。当质子从较高能态跃迁至较低能态时，它将放出能 ft & B , 而这正如我们《经见到 
的，它等于》%。如果它是从较低能态跃迁到较高能态，则它会从线圈那里吸收能 ft /1叫。 
由于处在较低态上的质子数目略微多于处在较高态上的.所以将从该线圈吗收净的能量。 



尽管该效应十分微弱，但很小的能懂吸收可以用 
一台灵敏的电子放大器观测到。 

正如在拉比的分子束实验中那样，这能量的 
吸收将仅当振动场处于共振时、也即当 

w = (o ^ g (^r f ) B 

时才会被看到。通过保持出固定不变而变更 B 来 
寻找共振往往较为方便。能量吸收显然将在 

B=^ 


时出现。 

一 台典型的核磁共振仪器如图 35-8 所示 。一 
个高频振荡器驱动着置于一对大电磁铁两极间的一 





第 35 章顺磁性与磁共振 | 

个小线圈。两个绕于极尖上的小辅助线圈由60 Hz 的电流驱动着，以便整个磁场围绕其平均 
值作十分微小的“摆动”。例如，假设该磁铁的主电流被调至会产生一个等于5 000 Gs 的磁 
场，而辅助线圈则围绕这一值产生士 1 Gs 的变化。如果该振荡器被调至 21. 2 MHz , 那么当 
场每次扫过5 000 Gs 时它就会处在质子的共振范围内了 [应用式 （34. 13), 对于质子要用 
g = 5. 58]。 

这振荡器电路还被安排得能够给出一个附加的输出信号，这信号与从该振荡器所吸收 
的功率的任何改变成正比。把这一信号馈入示波器垂直方向偏转放大器中。示波器的水平 
扫描在该磁场摆动的每一周中被触发一次（更一般的是，这水平偏转被制成与该摆动场的大 
小成正比）。 

在样品水还未放进该高频线圈内之前，从振荡器所吸收的功率为某个值（它不会随磁场 
改变）。然而，当一小瓶水放进线圈中时，示波器上就出现一个如图所示的信号。我们见到 
由于质子翻转所引起的功率被吸收的一个图像！ 

在实践中，很难掌握如何把主磁场恰恰调至5 000 Gs 。 人们所做的是将主磁电流调至 
使共振出现在示波器上为止。结果证明，这是目前对磁场强度做出精密测 M 的最方便办法。 
当然，过去为了测定质子的/{值有人不得不精确测量磁场和频率。但现在这件事已经完成 
了，因此如图所示的质子共振仪^ ： 用作“质子共振磁强计 ”了。 

应该提一句关于该信号的形状。假如磁场十分缓谩地摆动，就会期待看到一条正常的 
共振曲线。当％恰好达到振荡器频率时，能 M ; 吸收就会显示出一个极大值。在附近的频率 
处也有一些吸收，因为并不是所有质子都处在完全相同的场内——而不同的场就 意味® 稍 
微不同的共振频率。 

顺便说说，人们也许会怀疑，在共振频率是否真的会看到任何信号。我们应否期望该高 
频场会使那两个态的粒子数相等一使得除了水刚放入时之外就该没有任何信号？不完全 
是这样，因为尽管我们试图使该两个粒子数相等，但热运动方面却力图保持对于温度 T 的 
粒子数的适当比率。如果处于共振态，则被核所吸收的功率恰好就消耗在热运动上。然而， 
在质子磁矩与原子运动之间只有相对微弱的“热接触”。质子被相对彻底地隔离于电子分布 
的中心。因此在纯水中，该共振信号实际上往往太小，难于被观察到。要增加吸收，就必须 
加强“热接触”。这通常是在水中添加一点点氧化铁而做到的。这些铁原子像小磁体一样， 
当它们以其热舞蹈的方式到处跳动时，就会在质子上造成一种微小的摆动磁场。这些变化 
着的场会把质子磁体与原子振动“耦合”起来并往往会建立起热平衡。正是通过这一“耦 
合”，才使处于较高能态上的那些质子能够消耗它们的能量，以便再有可能从振荡器吸取能置。 

实际上核共振仪的输出信号看来并不像一条正常的共振曲线。经常是一个更复杂的还 
含有一些振动的信号——像图上所画出的那样。这种信号的出现是由于变化磁场引起的。 
解释应该由量子力学来提供，但也可以证明，在这种实验中有关进动磁矩的那些经典概念总 
会给出正确的答案。按照经典理论，我们应该说，当到达共振时就开始同步地驱动大量进动 
着的核磁体。当这样做时，就使它们一起共同进动。当这些核磁体全部一起转动时，将在振 
荡器线圈中建立起一个频率为％的感生电动势，但由于磁场正随着时间增加，所以进动频 
率也将随着提高，因而这感生电压立即就会处在比振荡器频率稍微高一点的频率上。当这 
感生电动势与振荡器间交替地处于同相与异相时，该“被吸收”功率就会交替地变成正或负。 
因而在示波器上我们就会见到在质子频率与振荡器频率之间的那种拍音。由于质子频率并 
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非全都相同（不同质子会处在稍微不同的磁场上），而也可能由于来自水里氧化铁的干扰，那 
些自由进动着的磁矩不久就会异相，从而该拍的信号也消失了。 

这些磁共振现象已有广泛应用，作为寻找关于物质的新情况的工具——特别是在化学 
和核物理上。不用说关于核磁矩的数值会告诉我们有关核的结构。在化学中，许多知识是 
从共振的结构（或形态）中弄清楚的。由于附近的核所产生的磁场，核共振的准确位置稍微 
有点移动，这取决于任一特定核本身所处的环境。测量出这些移动会帮助人们去确定哪些 
原子靠近其他哪些原子，并帮助解释分子结构中的细节。同样重要的是关于自由基的电子 
自旋共振。虽然在平衡时并不会出现于任意的非常大的范围内，但这种自由基往往是化学 
反应中的中间态。对电子自旋共振的测 M 是对自由基存在的一种精密检验，而往往也是理 
解某些化学反应机制的一把钥匙。 



第 36 章铁磁性 

§36-1 磁化电流 

在本章中，我们将讨论某些材料磁矩的净效应远大于顺磁性或抗磁性的情况，这种现象 
称为铢碎性。在顺磁性或抗磁性材料中，感生磁矩往往那 么微弱 ，以致我们无需担心磁矩所 
产生的附加场。然而，对铁磁性材料来说，那些由外加磁场所感生的磁矩非常巨大并会对场 
本身产生很大的影响。感生磁矩兗是如此强大，以致它们在产生被观测场的过程中 
往往起着支配的作用。因此，我们将不得不操心的事情之一，就是关于巨大的感生磁矩的数 
学理论。当然，那不过是一个技术性问题。真正的问题是，为什么磁矩会那么强一到底是 
怎么造成的？过一会儿我们就要来讨论这一问题。 

求铁磁性材料中的磁场与存在电介质时求静电场的问题有些相似。你会记得，我们开 
始曾用一矢 ft 场 I * ——即单位体积中的偶极矩一来描述电介质的内部特性。然后，我们 
弄淸楚了这种极化的结果与 P 的敗度所提供的电荷密度,即 

pm<t =-V - P (36.1) 

是等效的。在任何情况下，总电荷都可以写成这个极化电荷加所有其他电荷之和，其他电荷 
的密度我们将写成于是把£的敗度与电荷密度相联系起来的麦克斯韦方程便变成 

y . E =- g -= p •化 


因此我们便可把电荷的极化部分抽出来并放在方程式的另一边，就得到一个新的 定律： 

V - (<„E + P ) = p K ^. (36.2) 

这一定律表明，置 OoE + P ) 的散度等于其他电荷的密度。 

当然，像在式 (36.2) 中那样把 E 和 P 放在一起，只有当我们憧得了它们间的关系时才 
会有用。我们已经知道.将感生偶极矩与场联系起来的理论是相当复杂的，而实际上它只能 
应用于某些简单情况，并且即使那样也还只是一种近似。我们希望使你们想起曾经用过的 
一个近似概念。为了求得电介质内部一个原子的感生偶极矩，就必须知道作用于一个单独 
的原子上的电场。我们做过这种近似一在许多情况下还不太坏一即作用于原子上的场 
与我们把该原子挖出后（保持所有附近其他原子的偶极矩都不变）留下的小洞中心处的场相 


• 假如所有其他电荷都是在导体上，这•就会与我们在第10章中的相同。 
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同。你也会记得，极化电介质中空穴内的电场取决于该空穴的形状。我们就把以前的结果 
都总结在图 36-1 中。对于一个垂直于极化的薄盘形空穴，穴里的电场由下式 给出： 




图 36-1 在电介质里的空穴中，电场取决于该 
空穴的形状 


E 空穴 = E 龟介质 + ^， 

^0 

这是我们用高斯定律证明的。另一方面，在一 
个平行于极化的针状槽里，我们曾经利用£的 
旋度等于零的事实证明梢内电场与梢外电场相 
同。最后，我们曾求出球形空穴中的电场介于 
槽内的场与盘内的场之间三分之一的 样子： 

E sx = E 笔介 a +4^ (对于球形空穴）. 

•5 <0 

(36.3) 

这就是我们在考虑极化电介质中原子的遭遇时 
所用过的场。 

现在我们不得不用完全类似的方法来讨论 
磁的情况。完成此事的简单办法 是讲： 单位体 
积中的磁矩 M, 完全与单位体积中的电偶极矩 
相似，因而 M 的负散度等价于一个“磁荷密 
度”& —不管它可能指的是 什么。 当然，困难 
在于物理世界中并不存在任何像“磁荷”那样的 
东西。正如我们所知道的， B 的散度恒为零。 
但这并不能阻止我们做出人为的类比并写出 

V - M=- p ,, (36.4) 

这里不用说&是纯数学形式。于是就能够做 
出与静电情况完全类似的结论并从静电学中引 
用我们所有原来的方程。人们常常做过一些像 
那样的事情。事实上，从历史方面讲，人们甚至 
相信这种类比是正确的。他们确信置■就是 


代表“磁极”密度。然而，如今我们知道，材料的磁化乃起因于原子里的环行电流——或者来 
自原子内自旋的电子或者电子的运动。因此,依照物理观点，对事情如实地用原子电流而不 
用某种神秘莫测的“磁极”密度来加以描述，是较好的。顺便说说，这些电流有时被称为“安 
培”电流，因为安培最早提出物质磁性起因于环行的原子电流。 

当然，在磁化物质中实际的微观电流其密度十分复杂，它的数值依赖于你在原子里进行 
观察的地方——它在某些地方会较大而在其他地方则 较小； 它在原子的某一部分指向这一 
方向而在另一部分又指向相反方向（正如微观电场在电介质中变化很大一样）。然而，在许 
多实际问题中，我们所感兴趣的仅仅是物质外面的场,或物质里面的平均场——这里我们指 
的是对许许多多个原子取的平均。只有对于这种宏观问题,用单位体积中的平均偶极矩 M 
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来描写物质的磁态才是方便的。我们现在所要证明的是，磁化物质的原子电流能够产生一 
种与 M 有关的大规模电流。 

于是，我们将要做的就是，把电流密度——那是磁场的真正来源——分成几个 部分： 
一部分是描述原子磁矩的环行 电流; 而其他部分则为描述那里可能会存在的其他电流。把 
电流分成三部分往往最为方便。在第32章中我们曾对电流做过这样的区别，即在导体中能 
够自由流动的电流及在电介质中由于束缚电荷的来回运动所引起的电流。在§ 32-2 中我 
们就曾写出 

j = jmit . 

式中代表电介质中束缚电荷的运动所产生的电流，而则代表所有其他各种电流。 
现在我们要再进一步，把再分成两部分，一部分描述该磁化材料内部的平均电流， 
另一部分为一个附加项，它是任何留下来的我们可称之为的那种电流。这最后一项一 
般将指导体中的电流，但也可包括其他电流一比如由穿过真空间自由运动的电荷所产生 
的电流。所以我们将总电流密度 写成： 

化 + ■/■化 + ■/待辱 _ (36. 5) 

当然，正是这个总电流厲于 U 旋度的麦克斯韦 方程： 

c 2 \XB = + (36.6) 

(0 

现在必须把电流:与磁化强度矢量 M 相联系。为了使你们能够明白今后将往何处 
去,此刻就告诉你们即将得到的结果是 


jmtt = V X M . 


(36.7) 


若已知一磁性材料中每一处的磁化强度矢 ft 那么该环行电流密度就可以用 M 的旋度来 
表示。让我们来看看能否理解为什么会这样。 

首先考虑一根柱形棒的情况，它具有平行于其轴的均匀磁化。从物理方面讲，我们慊得 
像这样的均匀磁化，实际上意味着在材料内部各处原子环行电流的密度均匀。让我们试着 


想象在这材料的横截面内有效电流看起来会像什 
么。应该期望会看到有点像图 36-2 所示的那种 
电流。每个原子电流在一个小圆周上兜着圈子， 
而且所有这些环行电流都是沿同一方向绕行。那 
么这一物体的有效电流究竟怎么样呢？噢，在棒 
里的大多数地方完全没有什么效应，因为在每一 
电流近旁恰好有另一个与之反向的电流。如果设 
想一个小面积一但比起一单独 g 子来却要大得 
多的面积一诸如图 36-2 中由线所标明的那 
个面，则穿过这个面的净电流等于零。因此在该 
材料内部任何地方都没有净电流。可是要注意， 
在材料表面上会存在未被其附近的反向电流所抵 
消的原子电流。在表面上始终有一个以相同方向 



*36-2 从一根沿 Z 方向被磁化的铁棒横 
截面上所看到的原子环行电流的示意图 
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环绕着该棒的净电流。现在我们明白，为什么以前会讲,一根均匀磁化棒相当于载有电流的 
一个长螺线管。 

这个观点怎么会与式 (36. 7) —致呢？首先，在材料内部，磁化强度 M 是一恒董，因而它 
的一切微商就都等于零。这与我们的几何图像相符。可是，在表面上, M 实际上却不是恒 
量——它只在到达边缘之前才是常数，然后便突然消失为零。因此，刚好在表面上存在巨大 
的梯度，而按照式 (36. 7) 这将会给出一个大的电流密度。假设我们考察图 36-2 中 C 点附 
近所发生的情况，选取如图中所示的和: y 方向，则磁化强度 JVf 将沿 z 方向。写出式 （36. 
7) 的各分量，得 

= 。■化)*， 

(36.8) 

— 3M. _ -. v 

a x -(她)” 

在 C 点上，微商 aJW , /9; y 为零，而 3 M , / ax 则很大并为正。式 (36. 7) 表明，在负; y 方向上有一 
个大的电流密度。这与环绕该棒的表面电流的上述图像相符。 

现在要求出材料中磁化强度逐点变化那种较复杂情况下的电流密度。不难定性地看 
到，如果相邻区域内的磁化强度不同，则那些环行电流不会完全抵消，因而在该材料体积中 
会有净电流。我们想要定量地算出的就是这一效果。 

首先，我们需要回忆一下§ 14-5 中的结果，即环行电流/具有的磁矩 / i 由下式所 给出： 

!i= 1A, (36.9) 

其中 A 为该电流回路的面积(见图36-3)。现在让我们考虑磁化材料内部的一个小矩形块， 
如示意图 36-4 所示。我们选取的这块材料是那么小，以致可以认为其中的磁化强度是均匀 
的。若这一块材料在 z 方向有一磁化强度，则其净效果将与围绕*图上所示的那些垂直 
面上的面电流相同。根据式 (36. 9) 我们能够求出这些电流的大小。这块材料的总磁矩等于 
磁化强度乘以其 体积： 



BB 36-3 一个电流回路的磁偶极矩//为图 36-4 被磁化的一小块材料与一环行的表面电流等效 


由此得到（记住该回路的面积为 ac ) 


I = M t b. 
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换句话说,在每一垂直面上单位（垂直方向）长度的电流等于 M ,。 

现在假设我们想象两个彼此相邻的小块，如图 36-5 所示。由于第二块被从第一块那里 
稍微移动了一点，所以它会有一稍微不同的磁化强度垂直分量，我们称之为 M . + AM ,。 在 
两块之间的界面上，对总电流现有两种贡献。第一块将产生一个流向正: y 的电流7,,而第 
二块则将产生流向负: y 方向的面电流 h ,沿正: y 向的总面电流等于两者的代数和’： 

I = 1, — I t = M,b — ( M , + AM , )6 =— AM ^>. 

可以将 AM , 写成在: r 方向上的微商乘以从第一块至第二块的位移，那刚好是 a : 

AM . = 


这样流经两块间的电流就是 

1 =- a -^ab. 


要把电流 f 与平均体积电流密度 ） 联系起来,就必须认识到，这一电流7实际上被布满于某 
个横截面积上。如果我们设想材料的整个体积是由这样的小块充填起来的，则每一个（垂直 
于 x 轴的）这样的側面便可以与每一小块联系起来于是我们看到要与电流/联系的面 
积恰好就是前面一个面的面积^6。因而得到 结果： 

I 

J > = ab 



HB 36-5 如果两相邻块中的磁化强度 不一样 .便将有 
净表面电流存在于其间 


圏 36-6 高低相重♦的两块也可对 
J , 作出贡献 


在 i , 中，还应有因磁化强度 I 分量随 z 变化而引起的另一项。对■/的这一贡献，来自 
如图 36-6 所示的那种上下重叠的两小块之间的界面。利用刚才所做的相同论证，你可以证 


• 这里原 文是“ 和”,我们将其改为■■代数和”，似较确 切些。 ——译者注 
•• 或者如果你乐意的话，每一个面上的电流/应可以用两側上的那些小块分解成 50 X 50 份。 
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明这个界面将对贡献量 aA ^々 z 。 这些就是能够对电流 y 分量作出贡献的唯 一一 些面， 
因而我们得到在^方向上的总电流密度 


3 M , 3 M , 

计算出一个立方体其余表面上的电流——或者在利用了 z 方向完全是任意的这个事实一 
我们能够得出结论，电流密度矢量确实是由下式给 出的： 

y = V X M . 

因此，若我们选择用单位体积的平均磁矩 M 来描述物质中的磁化情况，则可发现，那些 
环行的原子电流等效于由式 (36. 7) 给出的物质内的平均电流密度。如果该材料也是一种电 
介质，则另外还可能有极化电流_/«& = 3 P / ato 倘若该物质又是导体，则同时还可能有传导 
电流 _/**>* 。因此我们可以将总电流写成 

j = j ^ +VXM + |^. (36.10) 

§ 36-2 H 场 

接下来，要将式 (36. 10) 中所写出的电流代入麦克斯韦方程组 。得： 

c2vxB = ^- + f = i-(^ +VXM + l7) + f 

可以将含 M 的项移至式的 左边： 

c1vx ( b -5)=t l+ ^( e+ ^)- ( 36 . n) 

正如第32章所述，许多人 g 欢把 （ E + lVco ) 写成一个新的矢《场1>/<。。同理，把 [ B - 
M / Uc 2 )] 写成一个单独 的矢® 场也往往较为方便。我们决定用下式定义一个新的矢 M 场 fl : 

H = B -~. (36.12) 

foC 

于是式 (36. 11) 变成： 

( „ c l VXH = j W9 +^. (36.13) 

这看来似乎较简单，但所有的复杂性都被隐藏在字母 D 和 /# 之中了。 

现在得给你们一个警告。许多采用米 • 千克 • 秒 ( mks ) 制的人们却曾决定用一个与这 
里的 H 不同的定义。将他们的场叫做(当然，他们也仍然叫它为而不加上一撇），它 
被定 义为： ， 

—Af (36. 14) 


(并且，他们通常把<。一写成新的数1///。，这样他们所要记住的常数就又多了一个）。采用这 
一定义，式 (36. 13) 看起来甚至更为 简单： 
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VXH ' = (36.15) 

但若用 H ' 的定义，则困难在于 ：第一 ，它与不采用米 • 千克 • 秒制的人们的定义不 相符； 第 
二，它使得和 B 有不同的单位。我们认为， H 具有与 B 相同的单位一而不是像那样 
具有 M 的单位一更加方便。但如果你将成为一名工程师，并且将从事变压器、电磁铁等 
的设计工作,那你就得小心注意。你将会发现许多书本是采用式 (36. 14) 作为 If 的定义，而 
不是采用我们在式 (36. 12) 中的定义，还有其他许多书一特别是有关磁性材料的手册—— 
按照我们所用的方式把 B 和 H 联系了起来。你得仔细弄清楚他们所用的定义。 

一种区别的办法是根据他们所用的单位。应该记住在米 • 千克 • 秒制中， B ——从而 
我们的 H ——都是以如下单位度置的 ：1 Wbm 2 等于 lOOOOGs 。 在米•千克 • 秒制中，磁 
矩（电流乘以一面积）的单位为1 Am 2 。 于是磁化强度 M 就具有单位 ：1 AnT 1 。 对于 H ' 来 
说，其单位与 M 的一样。你可以看到，这也与式 （36. 15) 相符，因为▽具有1被长度除的量 
纲。那些从事电磁铁工作的人们，也有把 H (采用那的 定义〉 的单位叫作“1安培匯/米” 
的习惯——考虑到绕组上的导线匝数。可是“匝"实际上是一个无量纲数，因而不至¥打扰 
.你们。既然我们的 H 等于 HVUc 1 ), 所以如果你正在采用米 • 千克 • 秒制，则 H (以 
WbrtT 2 计的〉就等于 hXlO - 7 乘以(以 Am 1 计）。记住 H (以 Gs 计 ）= 0. 012 6 H ' (以 
Am 1 计），也许会更方便。 

还有另一桩更为《糕的事悄。许多采用我们关于 H 定义的人们还决意要对 H 和 B 的 
单位陚予不同名称!尽管它们具有相同 S 纲，但他们还是叫 B 的单位为度®,而把 H 的单 
位叫做奥是为了纪念高斯和奥斯特两人）。因此，在许多书本中你会找到一些用 
高斯表达的 B 和用奥斯特表达的 H 而做成的曲线，它们实际上是同一种单位一即米•千 
克 • 秒制的单位的10 «倍。关于磁性单位的混乱情况我们已将其综合列于表 36-1 上。 

表 36-1 磁 t 单位 
[B] - Wbm * - 10 4 Gs 
[H] = Wbra-* - 10 4 Gs 或 10* Oe 
[M] =■ Am - * 

[fT】-Am ' 

方便的换算 关系： 

B(Gs)-10 4 B(Wbm *) 

H(G8) = H(Oe)-0.012 6H ， (Afn , ) 


§36-3 磁化曲线 


现在将考察某些简单情况，其中磁场为恒量、或场变化得足够缓慢以致同相比可以 
略去 ao / a «, 于是场将遵循方 程组： 


▽ • B = 0, 

VXH = j • 传 9 Aoc 2 , 


(36. 16) 
(36.17) 
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H = B - MAoC 1 . 


(36.18) 


假设有一个由铜线圈包扎的铁环(炸面饼圈模样），如图 36-7( a > 所示。导线中有电 流/流 



动。这样,磁场将会怎么样呢？磁场将主要存在 
于铁环之内，那里, B 线将是一些圆圈，如图 36-7( b ) 
所示。由于 B 通量是连续的，所以它的散度便是 
零，而式 (36.16) 被满足。其次，通过绕图 36-7( b ) 
所示的闭合回路 r 进行积分而把式 （36. 17>写成 
另一种形式。根据斯托克斯定理,我们有 

• di = . nda , (36.19) 

其中的积分是对整个以 r 为边界曲面进行的。 
这个曲面被每一匝绕线穿过一次，每一匝对积分 


都贡献了电流/,若总共有 N 匝，则积分为 Ni 。 



图 36-7 —个绕上了绝缘导线圈的铁环 i 

( b ) 铁环 齩面中 的场线 


根据我们问題中的对称性，环绕曲线 r 各处的 B 
. 都相同，若假定磁化强度一从而场 H ——沿着 
r 也是恒定不变的，则式 (36. 19) 变成 

- = 5 - 

其中/为该曲线 r 的长度。因此， 

士乎. (36.20) 

正是因为在像这样一种悄况下 H 与起磁电流成 
正比，所以 H 有时被称为磁 化场。 

现在,只需要 H 与 B 有关的方程。但不存在 
任何这样的方程！当然，我们有个方程式 (36. 18), 


不过那没有什么帮助，因为对于像铁那样的铁磁性材料 M 与 B 之间并没有直接的关系。磁 
化强度 M 取决于铁的整个过去历史，而不仅取决于该时刻的 B 。 

然而，并不是毫无希望。在某些简单情况下我们还是能够获得一些解答的。如果从未 
磁化的铁开始——让我们说该块铁已在高温下退了火一那么在铁环的简单几何中，全部 
铁就都有相同的磁性历史。这样，我们就能根据实验测量结果对 M ―从而对 B 和 H 间的 
关系一说出某些东西。根据式 (36. 20), 铁环里的场 H 可以表示为一常数乘以绕线中的 
电流 J 。 而场 B 则可通过对线圈中（或绕于图示的那个起磁线圈上面的另一个辅助线圈中） 
的电动势对时间的积分而量度出来。由于这个电动势等于 B 通量的变化率，因而电动势对 
时间的积分就等于 B 乘以该铁环的横截面积。 

图 36-8 显示出用一个软铁环所观测到的 B 和 H 之间的关系。当电流初接通时， B 沿 
曲线 a 随着 H 的增大而增大。要注意, B 和 H 的不同标度。起初,只要相对小的《就能造成 
大的 B 。 为什么用铁所得的 B 会比在空气中得到的大那么多呢？这是因为有一个大的磁化强 
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度 M , 它等效于在铁上有 一个较 大的表面电流一场 B 来自这一电流与绕线中的传导电流之 
g 。 为什么 M 会那么大,我们将在以后讨论。 

在 H 值较高时，磁化曲线趋于水平，我们就 
说铁块已经诲和。按图上的那种标尺，曲线看 
来已变成水平。实际上，它稍微继续上升—— 

对于强场来说, B 变成正比于 H ,并有一单位斜 
率。 Af 不再增加。顺便提一下，我们应该指出， 

假如该环是由某种非磁性材料制成的，则对于 
所有场 M 均应该为零，而 B 应等于 H 。 

我们所注意到的第一件事，是图 36-8 中曲 
线^—通常所说的磁化曲线—的高度非线 
性。但更糟的是若达到了饱和之后，我们减少 
线圈里的电流使 H 回到零，则磁场 B 将沿曲线 
6下降。当 H 达到零时，仍会有些剩余的 B 。 

即使没有起磁电流，在铁里仍有磁场——它已 
被永远磁化了。如果我们此时在线圈中接通一 
g 电流，则 B - H 曲线仍将继续沿转6下降，直 

到铁在负方向达到饱和。然后若我们再使电流 團 36-8 软铁的典型磁化曲线和磁滞回线 

回到零，则 B 将沿曲线 c 变化。如果使电流在 

大的正值与负值之间交变，则 B - H 曲线将会 沿箱极 接近于6与^的两条曲线来回变化。然 
而，若以某种任意方式改变则可获得更为复杂的曲线，一般而言它们将位于曲线6与^ 

之间的某些地方。由场的反 M 振荡所形成的回路称为铁的磁滞回线。 

于是我们看到，不可能写出一个像 B = /( H ) 的函数关^为年任意时刻的 B 值不但取 
决于在该时刻的 H 值如何，而且还取决于它过去的整个历史。自然，磁化曲线和磁滞回线对 
于不同物质是不同的。这些曲线的形状既密切依赖于该材料的化学成分，也依赖于其制备 
及随后物理处理的细节。我们在下一章中将对 这些复 杂情况的某些物理解释进行讨论。 

§36-4 铁芯电感 

磁性材料的最重要应用之一，是在电路中——诸如在变压器、电动机等器件中。一个原 
因是，有了铁我们就能够控制磁场的走向，并且对于某一给定电流能够获得大得多的场。例 
如，那种典型“环形”电感就做得很像图 36-7 所示的物体。一个给定的电感与一个等值的 
“空芯”电感相比在体积上要小得多，所用的铜也少得多。对于一给定电感，我们可以在绕组 
中得到小得多的电阻，从而该电感就更接近于“理想”的了——特别对于低频的情况。定性 
地理解这种电感如何工作是十分容易的。如果7是绕组中的电流,则在其内部产生的场《 
正比于7—如式 (36. 20) 所给出的那样。跨越线端的电压 V 与磁场 B 有关。略去绕线中 
的电阻，这电压 V 便与成正比。自感 L 是 V 与帅 t 的比（见§ 17-7), 因此就涉及到 
铁中 B 与//的关系。由于 B 远大于 H , 所以我们在电感中得到很大的倍数。从物理上讲， 
发生的情况是 :在线 圈里的小电流，通常产生一个小磁场，在铁里就会引起从属的小磁体全 




«8 I 费恩曼物理学讲义（第 2 卷 1 


都排列整齐，因而产生了一个比绕组里的外电流要大得惊人的“磁化”电流，似乎流经线圈的 
电流比实际的电流大得多了。当我们把电流的方向反转时，所有这些小磁体都翻转过 
来——所有那些内在电流都反转了方向——从而得到一个比没有铁时高得多的感生电动 
势。如果我们要计算自感，则可通过能量来做——如在 §17-8 中所描述的那样。从电流源 
释放出来的能量的时间变化率为/ V 。电压 V 等于该铁芯的截面积 A , 乘以 N , 再乘以 dB / dt 0 
根据式 (36. 20), 7= “ c 2 Z / N ) H 。 因而我们有 


dt ； 

dT 


= V / = ( (0 c 1 lA ) H ^. 


对时间积分，得到 


U = Uc 2 / A)jHdB . (36.21) 

注意 ZA 乃是该环的体积，所以我们已证明在一磁性材料中的能量密度《 = !//体积，由下式 
给出： 


U = 


(0 c 2 \ HdB . 


(36.22) 


这里包含着一个重要的特点。当我们应用交变电流时，铁环中的磁性被迫循着一条磁 



圈 36-9 —条未达到饱和的磁滯回线 

B 


滞回线变动。由于 B 并非 H 的一个单值函数， 
所以环绕一个完整循环的 J " HdB 积分不会等于 

零，而等于该磁滞曲线所包围的面积。这样，策 

动源在一周期内就会付出一定的净能-个 

正比于磁滞回线内面积的能《。而这些能* 
“损失”了。这种损失是由维持该电磁现象而造 
成的，但却变成了铁里的热 a , 这称为磁滞损 
g 。 为了确保这种能 m 损失得少一点，我们希 
望磁滞回线尽可能窄一些。减少回线面积的一 
种办法是将每周中场所达到的峰值降低。对于 
较小峰值的场，我们可得到一条像图 36-9 所示的 
那种磁滞曲线。并且，具有十分狭窄回线的特殊 
材料亦已设计出来。那种所谓 变压器用铁 — 
含有少量硅的铁合金一就是为了具有这种特 
性而被研究出来的。 

当电感环绕一小磁滞回线运行时, B 和 H 的 
关#可用一个线性方程来近似。人们经常写成 
= fji . (36. 23) 


常数#并悲我们以前曾用过的磁矩，它称为该铁的 @1^( 有时称为普通 
铁的磁导 i 其典型值为几千。有几种像“超透磁合类特殊合金,磁导率可高达一兆。 
如果我们把 B = 这种近似式应用到式 (36. 21) 中去，则可将一环形电感中的能量写成 


U = Uc 2 lA)JHdH = Uc 2 M ) 


(36.24) 




因而能量密度近似地为 
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H' 

现在可令式 (36. 24) 中的能量等于电感的能量 LJ 2 /2,并解出 L 。 从而获得 

L = . 

利用来自式 (36. 20) 的 H / I ,就有 

L = (36.25) 

自感与^成正比。如果你想要有为声频放大器这类东西所用的电感，你就得尝试将其运用 
于 B - H 关系尽可能线性的那种磁滞回线上(你会记得，我们曾在第1卷第50章中谈论过关 
于非线性系统中谐波产生的事）。对于这样的目的，式 (36. 23) 乃是一个有用的近似。反之， 
如果你希望产 生请波 ，则可以采用一种故意按高度非线性方式运作的电感。此时你就得利 
用全部曲线,并用图解法或数值计算法来分析所发生的情况。 

变压器通常是把两个线圈套在同一个磁性材料的环或芯上制成的（对于较大型的变压 
器，为了方便起见，铁芯是按矩形的尺寸比例制作 的）。 这样在••原”绕组中变化着的电流就 
会引起铁芯中磁场的变化，而磁场的变化又在“副”绕组中感生一电动势。由于穿过两绕组 
中 g 的磁通饊都相同，所以两绕组中的电动势比值就与其匝数的比值相同。这样加于原 
绕组上的电压就在副绕组中转变成不同的电压。由于为了产生必需的磁场变化就要求环绕 
铁芯有某个净电流，因而两绕组中的电流代数和就被确定，并且等于所必需的“起磁”电流。 
若从副绕组取出的电流增加，则原绕组中的电流也应按比例增加一和电压的变换相同，也 
有电流方面的相互“变换”。 

§36-5 电磁铁 

现在让我们来讨论一种稍微复杂些的实际情况。假设有一块如图 36-10 所示的、形式 
相当标准的电磁铁一由一块 “ C 形”轭铁以及绕在这块轭铁上的多匝导线圈制成。缝隙中 
的磁场 U 将会怎样呢？ 

如果缝隙厚度比所有其他尺寸都小，则作为一级 
近似，可以认为 B 线将环绕整个回路，正如它们在铁环 
中所表现的那样。它们看来有点像图 36-11 U ), 在缝 
隙处往往散开一些，但若缝隙很窄,则这种散开只是一个 
微小的效应。假设通过辆铁任一截面的 B 通量是一个 
常数，这是一个相当好的近似。如果轭铁具有均匀的横 
截面积——而我们又忽略在缝隙处和在转弯处的任何 
边界效应——那么便可以讲，环绕轭铁的 B 是均匀的。 

并且，在缝隙中 B 将有同样的数值，这是从式 
(36.16) 得出来的结论。试想象如图 36- ll ( b ) 所示的 
闭合曲面 S , 它的一个面位于缝隙中而另一个面位于铁 



图 36-10 电磁铁 
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中，从这个闭合曲面跑出来的总 B 通置必为零。如果把缝隙中的场称为,而把铁里的场 
称为氐 ，则我们得 

B , A , — B 2 A 2 = 0. 

由于 A , = A 2 (在我们的近似程度下），所以可推断 B , = B 2 。 



曲线 r — — s 面 



® NI 


电磁铁 的截面 


现在让我们来看看 H 。 可以仍然利用式(36.19),环绕图36-110>)中的曲线厂进行线 
积分。右边的积分照旧是 NJ , 即匝数乘电流。然而,现在铁里和空气中的 H 将不相同。称 
铁里的场为，环绕轭铁的路径长度称为则这一部分的曲线将对该积分贡献 M H 2 l 2 ； 
把缝隙里的场称为，假定缝隙厚度为 Z , ,则可获得来自缝隙的贡献于是我们有 



H ,/, + H 2 / 8 = ^. (36.26) 

现在还知道另外一些情 况：由 于在空气缝隙 
里磁化强度可以忽略，因而 B , = H lo 由于玖= 
B :, 所以式 (36.26) 变成 


Brly + H^t = ^, (36.27) 

我们仍然有两个未知数。为了求 得艮和 还 
需要另一个关系式——即把铁中的 B , H 联系起 
来的关系式。 

如果可作 B : =^ f /: 这个近似，则就能用代数 
法求解上述方程。然而，让我们考虑普遍的情况， 
即其中铁的磁化曲线如图 36-8 所示。我们希望 
得到的就是这个函数关系与式 （36. 27) 结合后的 
联立解。这个解可以这样找到，通过把式 (36. 27) 
的曲线和磁化曲线画在同一个图上，如图 36-12 
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所示，两条曲线相交之处，就是我们要求的解。 

对于一给定电流 h 函数式 （36. 2 7 )就是图 36-12 中标明/ > 0的直线。该线与 H 轴 
(执=0)相交于《 2 =阶八 < 。^>处，而其斜率为一/:凡。不同的电流仅仅是沿水平方向 
移动该直线。从图 36-12 我们看到，对于一给定电流可以有几个不同的解，这取决于你怎样 
到达那里。如果你刚好制成该块磁铁，并接通电流而上升到了 /, 则场氏 （也即 B , 场）的值 
就将有点 a 给出。如果你已经使电流达到某个很大的值，而下降至/,则场将由点6给出。 
或者，如果在磁铁中你刚好有一个高负值电流，然后才把它至 I ,则场就是 c 点处的场。 
因此，缝隙里的场将取决于你在过去做过的事情。 

当磁铁中的电流为零时，式(36.27)中氏和// 2 的关系式用图中标明为/ = 0的那条直 
线来表示。仍然存在各种可能的解。如果你先使铁达到了饱和，则可能存在一个由 d 点给 
出的、在磁铁里相当大的剩余磁场。你可以将线圈除掉，从而得到一个永久磁体。由此可 
见，若要制成一块优质永久磁体，你必须要有$磁滞回线的材料。诸如铝镍钴 V 族那类特 
种合金，就具有很宽阔的磁滞回线。 

§36-6 自发磁化 

现在要转到这样一个问题上来，为什么在铁磁性材料中一个小磁场就会产生那么大的 
磁化强度。诸如铁和镍那种铁磁性材料的磁化强度来自原子内壳层中电子的磁矩。每个电 
子都具有等于 9/(2 m ) 乘以其 g 因子、再乘以其角动 M J 的磁矩 M 。 对于不具有净轨道运动 
的单个电子，《 = 2,而 J 在任一方向——比如在*方向一上的分 * 为士 A /2, 因而只沿*： 
轴的分置为 

u , = = 0. 928 X 10 - ls Am 2 . (36. 28) 

Zm 

一个铁原子中，实际上存在两个对铁磁性有贡献的电子。为了使讨论比较简单，我们将谈谈 
关于镍的磁性，它是与铁相似的一种铁磁性材料，不过在其内壳层中只有一个电子。不难把 
该论证推广到铁的情况。 

现在的要点在于，在一外加场 B 存在的情况下，那些原子磁体倾向于随场整齐排列，但 
受到热运动的冲撞,正如同我们对顺磁性材料曾描述的那样。在上一章中，我们曾找出企图 
把原子磁体排列整齐的场与力图把它们打乱的热运动之间的平衡会产生出这样的结果，即 
单位体积内的平均磁矩最后应为 


M = N /^ tanh ^. (36.29) 

所谓艮，我们意指作用于原子上的场 AT 为玻耳兹曼能置。在顺磁性理论中，我们不过是用 
B 本身表示,忽略了由附近其他原子在任何给定原子处贡献的那部分场。在铁磁性情况 
下，却存在一种复杂性。我们不应当用铁里的平均场表示作用于单个原子上的艮。相反， 
我们必须像在电介质情况下所做过的那样来处理——我们必须求出作用于单个原子上的漫 
g 磁场。在精密计算中，我们应当把由晶格中所有其他原子对有关原子所贡献的场都相加 
£来。但正如我们对电介质所做过的那样，将做这样的近似，即在一个原子处的场与我们在 
该材料内一个小球形空穴中可能找到的场相同一假定其邻近原子的磁矩都不会因该空穴 
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的存在而改变。 

根据我们曾在第11章中所做的论证，也许认为可以写成 

+ (错了 ！）， 


但这却不正确。然而，如果我们把第11章中的式子和本章中有关铁磁性的方程仔细比较一 
下，就会发现那里的一些结果还是可以利用的。让我们把对应的方程放在一起，对不存在传 
导电流或传导电荷的区域，我 们有： 

静电学 静铁磁性 


▽•(0=0 

VXE = 0 


V • B = 0 

▽ x ( b —5)= o 


(36.30) 


这两组方程可以认为彼此相类似，只要做出如下的 纯数学 性对应： 

E—B — ^4, E + —— B. 

toC (0 

这与做出下列的类比 相同： 

E—H, P —M/c*. (36.31) 

换句话说,若我们将铁磁性的方程写成 


v -( h + 5)=°* 

VX H = 0, 


(36.32) 


那么它们看起来就很像静电学方程了。 

这种纯代数的对应性，过去曾经引起过某些 混乱。 人们往往认为 H 就是“磁场”。可 
是，正如我们已经明白,_在物理上 H 和 E 才是基本场，而 H 只是一 种衍生出来的概念。所以 
尽管方程式彼此类似，但其物理意义却不类似。然而，这不会阻止我们去运用相同方程具有 
相同解答的原理。 

可以利用关于电介质中各种不同形状空穴中电场的以前结果一概括在图 36-1 内的 
场——来找出在各对应空穴中的场 H 。 一旦知道了 便可以确定 B 。 例如(利用那些我们 
在第1节中总结出来的结果），在一个平行于 M 的针状空穴中，场 H 与在材料里的 H 相同， 


H 空穴= H 轵科. 

但由于空穴中的 M 等于零，所以得 

B 空穴 = B„ h - 

另一方面,在一个垂直于 Af 的盘状空穴中，我们有 


£空穴 


=£电介騰+了， 


(36.33) 
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这可转换成 = H„ h + 

< o « r z 

或者用 B 来表示，则为 

丑空穴 (36.34) 
最后，对于一个球状空穴，通过与式 (36. 3) 做类比，我们应有 

«空穴=«朴+碁 
或 

«空穴=〜料 一 4 (36.35) 

o (qC 

这一结果与我们以前对于 E 所得的结果很不相同。 

当然，通过直接利用麦克斯韦方程组，有可能用更加物理的方式来获得这些结果。例 
如，式 (36. 34) 就是直接从 ▽ • B = 0推得的（你可以用一个一半在材料里而另一半在材料外 
的高斯面）。同理，你可以通过利用沿一条在空穴内部往上而通过材料后又返回的曲线的线 
积分而得到式 (36. 33)。在物理上，空穴中的场，由于表面电流一那是由 yxiVl 提供的 
——而被削弱了。式 (36. 35) 也可通过考虑该球形空穴边界上的表面电流效应而获得。我 
们将把它留给你们去证明。 

为了由式(36.29〉求得平衡时的磁化强度，事实证明，玆方便的乃是同 H 打交道，从而 

写出 

= H+A (36. 36) 

QC 

在那球形空穴的近似中，我们应该有 A = 1/3,但是，正如你将会看到的，我们以后要用到某 
个其他值，因而就保留它作为一个可调参数。而且，我们还将假定所有的场都在同一个方向 
上，以致无需去担心那些矢置的方向。假如现在将式 (36. 36) 代入式 (36. 29) 中，就会有一个 
把磁化强度 M 与磁化场 H 相联系的 方程： 

M=N M anh4 H + y ° C，) ]- 


然而，这是一个不可能明显解出的方程，因而将用图解法解它。 


让我们把式 (36. 29) 写成 

= tanh x (36. 37) 

而将问题置于一种普遍形式中，其中 Ma # 为磁化 
强度的饱和值，即叫，而 x 则代表 〆 ./(々 T )。 

x 的依存关系由图 36-13 中的曲线 a 
表示。我们也可以把 x 写成 M 的函数一利用 
关于 B , 的式 (36. 36) ——为 

工 = 也=组 + 

kT kT ^ „ c z kT ) M W - 



1.0 

IlHIkT 


(36.38) 圏 36-13 (36. 37) 和 （36. 38) 两方程的图解法 
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对于任何给定的 H 值，这是 M / M s « 与 o ： 间的直线关系式。直线的 x 的截距在 x = ^H /( kT ) 
处，而其斜率为对于某个特定的我们会有一条像图 36-13 中标明为6 
的直线。曲线 a 与直线*的交点向我们提供了关于的解。这样我们就把问题解 决了。 

让我们看一看，各种不同情况下的解答将会怎样。我们从 H = 0开始。有两种可能情 
况，分别用图 36-14 中的6,和6 2 两直线表示。你将从式 （36. 38) 注意到，直线的斜率与绝 
对温度了成正比，因此，在高温时就会有一条像的线，其解答为= 0。当磁化场 


H 为零时，磁化强度也为零。但在低温时，我们会有一条像 b t 的线，而对于就有 g 

个解苓-个是 M / Ma * =0,而另一个是接近于1。事实证明，只有那个较 i 

是稳定的——正如你可以通过考虑围绕这些解的微小变化所看到的那样。 



于是，按照这些概念，磁性材料在足够低的 
温度下会 自发地 使本身磁化。总之，当热运动足 
够小时，原子磁体间的耦合作用就会导致它们全 
部互相平行地排列起来一我们就有了一种与 
第11章中讨论过的铁电性相似的永磁材料。 

若我们从高温出发而逐渐降低温度，则存在 
—个称为居里温度 T c 的临界温度，在那里铁磁 
性行为突然出现。这一温度对应于图 36-14 中 
的直线它与曲线 0 相切，因而具有等于1的 
斜率。居里温度由下式 给出： 


< 0 c 2 kTc _ , 


如果我们乐意的话，可以利用 T c 将式 (36. 38) 写得更简 单些: 


(36.39) 


x = j & + y(mL)- (36 - 40) 


现在要来看看，对于小的磁化场 H 会发生什么情况。我们可以从图 36-14 看到，如果 
将那些直线稍微往右移动一下事情会怎样进行。对于低温情况，交点将沿着曲线 a 的低斜 
率部分移出一点点，而 M 就将改变得相对少一点。然而,对于高温情况，交点却沿曲线^的 
陡峭部分往上升，而 M 便将改变得相对快一些。实际上，可以将曲线 a 的这一部分用一条 
具有单位斜率的直线来做近似，并 写成： 


m hid x *t 十 t )■ 

现在就可以解出 

KT ^ = k ( T ^ T c Y (36.41) 

这里有一条有些像顺磁性中有过的定律。关于顺磁性，我们曾有 

= (36 - 42) 




第 36 章铁磁性 | 505 


此刻的一个差别在于，我们有一个用 H 表示的磁化强度，而 H 包含了各原子磁体相互作用 
的某些效应,但主要的差别还在于，磁化强度是 与了和 7V 之间的叁偉成反比，而不仅仅与 
绝对温 度了成 反比。略去相邻原子间的相互作用就相当于选取 A =1根据式 (36. 39) 这意 
味着取 T c = 0。于是结果正好就是第35章中我们有过的。 

可以把有关镍的理论图像与实验数据核对一下。在实验上已经观测到，当温度升高至 
超过631 K 时镍的铁磁性特征便消失了。我们可将此值与由式 （36. 39>计算出来的 T c 相 
比较。记住= ^,则有 


根据镍的密度和原子量，可以得到 

N = 9. 1 X 10 2 * nT，. 

从式 (36. 28) 取；/，并设 A = 则得 

T c = 0. 24 K. 

存在的误差约等于2 600倍！我们关于铁磁性的理论完全失败了。 

可以像外斯 （Weiss) 曾经做过的那样，通过说明由于某种未知原因， A 不是等于三分之 

而是等于 （2 600>x| —或约900——尝试“修补”我们的理论。结果是人们对像铁那 

样的其他铁磁性材料获得了一些相似的值。为了弄消楚这意味着什么，让我们回到式 
(36. 36) 上去。我们看到 ，一 个大的 A 值意 味教作 用于原子上的局部场 B •，似乎比我们所想 
到的要大得多。亊实上，若写成 H = B-M/Uc *), 则有 

B. = B + 

<oC Z 

按照我们原来的意思——令又= j ——局部磁化强度 M 使有效场约喊少了 

即使我们关于球形空穴的模型不是很好，仍然预期会有某些减弱。与此相反，为了解释铁磁 
现象，我们必须想象场的磁化作用会把局部场增强某个巨大——比如一千或更大——的倍 
数。似乎没有任何合理办法能在一个原子附近造成这么巨大的场一甚至适当符号的场也 
都不可能！显然，我们关于铁磁性的“磁”性理论是一场可悲的失败。因此必然得出结论，铁 
磁性必定与相邻原子中自旋电子间的某种非磁性相互作用有关。这种相互作用必然会产生 
一种强大的趋势，使所有邻近的自旋都沿 一个方 向整齐排列。以后我们将会明白这必须用 
置子力学以及泡利不相容原理来处理。 

最后,我们来考察在低温时——即: T< Tc ——所发生的情况。我们已经着到，此时将 
有一种自发磁化——即使 H = 0——由图 36-14 中曲线 a 与心的交点给出。如果对于不 
同的温度一通过变更直线匕的斜率——解出 M, 则我们就能得到如图 36-15 所示的那条 
曲线。对于所有其中原子磁矩都起因于一个单独电子的铁磁性材料来说，这条曲线应该是 
相同的。对于其他材料的曲线，只稍微有点不同。 

在极限的情况下 ，如了 趋向于绝对零度时， M 变成 M«*。 当温度升高时，磁化强度会 


T c = A 


V 

kt 0 C Z 



506 I 费恩曼物理 学讲义《第 2 卷} 

逐渐减少，至居里温度时就降为零。图 36-15 中的那些点是镍的实验观测值。它们与该理 

论曲线符合得相当好。尽管我们并不理解其基本 
机制，但理论的一般特征似乎是正确的。 

最后，在我们尝试理解铁磁性时，还有一个更 
令人烦恼的误差。我们已发现，在高于某一温度 
时该材料的性能应该像顺磁物质，其磁化强度 M 
与 H (或 B ) 成 正比； 而在低于该温度时则它应变 
成自发磁化。但那不是我们测定铁的磁化曲线时 
所求得的。只有在我们使它“磁化”之 g , 它才会 
变成永久磁化。按照刚才所讨论的意思，它就应 
当本身磁化！毛病出在哪里呢？噢！事实证明， 
如果你对一块足够小的铁或镍晶体进行观察，则 
它的确是完全磁化了的！但在1块铁中，就有 
图韻自发磁化作为温度的函数许多沿不同方向被磁化了的区域或“畴”，以致在 

大的尺度范围内@磁化强度似乎为零。然而， 
在每个小畴中，铁具有被锁住的、几乎等于的磁化强度 M 。 这种畴结构的重要性在于， 
大块材料的整体性质与实际进行处理的微观性质是很不相同的。我们将在下一次演讲中介 
绍大块磁性材料的实际行为。 





第 37 章磁性材料 

§37-1 已知的铁磁性 

在本章中，我们将讨论铁磁性材料和其他一些奇异磁性材料的行为和特点。然而，在对 
磁性材料进行研究以前，我们将十分迅速地复习一下上一章中学过的某些有关磁铁方面的 
普遍理论。 

首先，想象材料内部引起磁性的原子电流,然后再用体电流密度_/««： = VXM 来描述 
它。我们要强调，这并不认为它代表那些实际 电流。 当磁化强度均匀时，电流也并非离的恰 
好互相抵消。也就是说，在某原子中一个电子的旋转电流与在另一个原子中一个电子的旋 
转电流并不会以这样的方式交 ft , 以致其总和恰好等于零。即使在单个原子内部，磁性的分 
布也不是平滑的。例如，在铁原子中，磁化强度被分布在一个近似是球形的壳层上，它既不 
很靠近核，也不离核太远。因而，物质中的磁性就其细节而言是很复杂的寧情，它非常不规 
则。然而，我们现在不得不略去这种细致的复杂性，而从整体的、平均的观点来讨论那些现 
象。于是在任何比原子大的有限范围内，当 M =0 时，在内部区域里的平均电流确实为零。 
因此,在目前我们正在考虑的程度■，所谓单位体积的磁化强度以及等等，我们指的都是 
在比单个原子所占空间要大的区域里的平均。 

在上一章中，我们也曾发现铁磁材料具有如下的重要 性质： 在超过某一温度时，它并不 
具有强磁性，而在这一温度之下才会变得有 磁性。 这个亊实不难被演示出来。一段镍线在 
室温时会被一块磁铁吸引。然而，如果用煤气火焰把它加热至高于其居里点时，则它便变成 
非磁性体，此时即使被带至磁铁近旁，也不会为磁铁所吸引。如果让它在磁铁近旁冷却，则 
当温度降至临界温度以下时便会突然再度被磁铁吸引！ 

我们将采用的有关铁磁性的普遍理论，假定电子的自旋导致了磁性。电子的自旋为1/2 
并带有一个玻尔磁子的磁矩//=/« /(2 m )。 电子自旋可“向上”也可“向下"。由于电 
子有负电荷，所以当其自旋“向上”时，就有一个色的矩，而当其自旋“向下”时则有一个里的 
矩。按照我们常用的惯例，电子的磁矩 / i 与其自旋反向。我们已求得一个磁偶极子在给定 
外加磁场 B 中的取向能为 一 M • 可是一个自旋电子的能量也取决于邻近自旋的排列情 
况。在铁中，若附近一原子的磁矩“向上”，则与之相邻的另一原子就有使其本身磁矩也同样 
“向上”的强烈倾向。这就是促使铁、钴、镍等具有如此强大磁性的因素一磁矩全都必须互 
相平行。我们不得不讨论的第一个问题就是这个为 什么。 

量子力学发展起来之后不久，入们就注意到存在一个很强的表观力——既不是一种磁力， 
也不是任何其他种类的真实力，而只是一种表观力一试图把相邻电子的自旋互相反肉整 
齐排列。这些力与化学键力密切相关。在量子力学中有一个原理——称为 不相容原理 —— 
两个电子不能处于完全相同的状态，即它们的位置和自旋取向不能完全相同。例如,若它们 
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位于相同的地点，则唯一可能的就是它们的自旋相反。因此，如果两原子之间有一个空间区 
域，电子乐于聚集在那里（像在化学键中 那样） ，而我们也想把另一个电子放在已经呆在那里 
的一个电子的上面，则唯一办法就是将这第二个电子的自旋指向与第一个电子的自旋指向 
相反。要使它们的自旋平行是违反规律的，除非这两个电子间互相离得很远。这样就产生 
了一个效应，即一对互相靠近、自旋平行的电子比一对自旋相反的电子具有大得多的能量。 
净效应好像有一个企图把自旋翮转过来的力，有时把这种使自旋翻转的力称为交换力，但那 
样只能使它更加神秘——并不是一个很好的名称。只是由于不相容原理才使}^^?^有一 
种促使其自旋相反的倾向。事实上，这就是关于几乎一切物质都缺乏磁性的解释!原子外 
部自由电子的自旋具有在相反方向达到平衡的强大趋势。问题是@解释为什么像铁那样 
的材料其性质恰恰与我们所预期的相反。 

对想象的排列效应我们已在能量公式中加上一个适当的项而加以概括了，即假定如果 
邻近的电子磁体具有平均磁化强度 M , 则电子的磁矩就具有同邻近原子的平均磁化强度处 
于相同方向的强大趋势。这样,就可以将两种可能的自旋取向写成 ' ： 


自旋“向上”的能 ft =+^(h + ^), 
自旋“向下”的能《 =~ 4 h + 3 )- 


(37.1) 


当弄淸楚 tt 子力学可能会提供一个巨大的自旋取向力时——即使其符号显然错误—— 
人们曾认为铁磁性也许都起源于这同一种力。由于铁的复杂性以及牵涉到大 ft 电子，所以 
这互作用能的符号计算结果相反。自从这一主意被想出来之后一约在1927年，当置子力 
学开始被理解的时候一许多人就曾做出各种估计和半定址计算，试图得到一个关于 A 的理 
论预言。关于铁里两电子自旋间能里的《新计算一假定该相互作用是相邻原子里两个电子 
间的一种直接相互作用一仍然会给出错误的符号。目前对此的理解依旧假定，情况的复杂 
性不知道是什么原因造成的，并希望下一个根据更复杂情况而进行计算的人能获得正确答案！ 
目前人们相信，在内壳 层上一 个造成磁性的电子向上自旋，力图使在外层飞绕的传导 
电子具有反向自旋。人们也许期待此事会发生，因为那些传导电子已进入与“磁性”电子 
相同的区域。由于这些传导电子到处运动，它们可以带着其自旋已经颠倒的偏见来到另 
—个原子附近。这就是说，一个“磁性”电子企图强迫一个传导电子与之反向，此后这传 
导电子又会促使次一个“磁性”电子与 g 反向。这双重相互作用就等效于企图使那两个 
“磁性”电子平行排列的一种相互作用。换句话说，造成两自旋平行的趋势是由于一种媒 
介物作用的结果，这媒介物在某种程度上有与两者都相反的倾向。这个机制并不要求传 
导电子完全“颠倒”过来。它们只可以稍微有些自旋向下的偏向，刚刚足够促使那些“磁 
性”电子指向另一方向。那些曾经计算过这类事情的人们目前认为这是导致铁磁性的主 
要原因。但我们必须强调，直到今天还没有人只凭知道该材料在周期表中的数目26就 
能够算出 A 的大小来。总之，我们对它还未充分了解。 


* 为了同上一章的工作一致，我们用只= 3_切/(,。<^),而不是用 B 来写出这些方程。你也许喜欢把 
它写成 U = 士/ + 其中 〆 = a - 1。但那是同一件事。 
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现在让我们继续来谈谈这个理论，待以后再回来讨论某一项涉及我们对这一问题的提法 
上的错误。如果某个电子的磁矩“向上”，则能量既来自外加磁场,也来自使自旋成为平行的那 
种倾向这两方面。由于当自旋互相平行时能量较低,所以这效应有时被认为是起因于一种“有 
效内场”。但要记住,这并非由真实的磁力引起的，而是一种更为复杂的相互作用。不管怎样， 

我们把式 ( 3 7. 1) 作为关于一个“磁性”电子的两个自旋态的能量公式。在温度了时，这两个态 
的相对概率正比于 f ，我们可把它写成其中 : c = + 这 

样，若我们计算磁矩的平均值，则会(如同上一章中那样)求得 

M = N^tanh x . (37. 2) 


现在，我们想要计算材料的内能。我们注意到一个电子的能量恰好与磁矩成正比，因而 
平均能量的计算就与平均磁矩的计算相同——只要在式 (37. 2) 中； i 的地方，我们应该写成 
— 也即 一 ^H + AM / Uc 1 )] 。于是平均能置为 

〈17〉 ▼ 均 =- /V户 (H + ^^)tanh 


可是这并不是很正确的。由于这一项代表所有可能的原子 g 之间的互作 
用，所以必须记住,每一对只能计数一次（当我们考虑一个电子在其余电子的€中的能世、而 
后又考虑第二个电子在其余电子的场中的能《时，我们就已将第一次能 M 中的一部分多算 
了一次）。因此，我们就必须将相互作用的项除以2,于是有关能*的公式结果为 

〈L7〉 ▼均 =— N/i ^ H + ^^2 jtanh x. (37. 3) 


在上一章中，我们曾经发现过一件有趣审情一低于某一温度时，对于该材料人们找到 
了一个即使没有外加磁化场其磁矩也并不 萆零的 方程组的解。当我们在式 （37. 2) 中令 
H = 0 时，曾求得 


i^ = tanh (TD ， 

(37.4) 

式中和=心，而 T c = / jXM w / 

(趴， ）。当（用图解法或其他方法） 
解这一方程时，我们发现，比率 I 

M / M ** 作为 T / Tc 的函数是一条像 | 
图 37-1 中标明为“量子理论”的曲 
线。而那条标明为“钴、镍”的虚曲线 
则表示这些元素晶体的实验结果。 
理论和实验符合得相当好。在这图 
上也显示出经典理论的结果，其计算 
是在假定原子磁体在空间中可以具 
有一切可能的取向下进行的。你可 9 
以看出，这个假定提供了一个甚至不 



1铁磁性晶体的自发磁化强度 （H = 0> 作为温度 
的函数[摘自 Encyclopaedia Britannica ] 
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会与实验事实接近的预言。 

即使是量子理论，在高温和低温两区域中，也都与所观测到的行为有所偏离。发生偏离 
的原因是，在该理论中我们曾经做出过一个相当草率的近 似：即 假定一个原子的能量取决于 
它的附近原子的平均磁化强度。换句话说，对于在一给定原子附近的每个“向上”磁矩，就将 
存在由于那种量子力学排列效应而引起的能量贡献。但究竟有多少个磁矩指“向上”呢？就 
平均来说，这是用磁化强度 M 来度量的一不过只是在平均的意义上而言的。某处的一个 
特定原子也许会发现它的所有邻居都是“向上”的。这样，它的能量便会大于平均值。另一 
个原子可能发现其邻居有些“向上”，而有些“向下”，或许平均为零，因而就该没有来自这一 
项的能 M , 如此等等。我们所应当做的是，采用某种较复杂的平均法，因为在不同位置上的 
原子会有不同的环境，因而对于不同原子就有不同数目的向上和向下的 邻居。 不仅仅考虑 
一个受到平均影响的原子，而是应该考虑每一个处于实际情况下的原子，算出它的能量，并 
求出平均能置。们附:原+中力竟有 多力个 多少个“向 T ” 
呢？ 恰就是我们企图要算出的东西一“向上”的和“向下”的数目——因而就有 
一个十分复杂的相互联系的关联问题，即是一个从未得到解决的问题。这是一个错综复杂 
而又令人振奋的问题，已存在了许多年，而某些鼎鼎大名的物理学界人士在这方面也曾写过 
一些论文,但即使是他们也仍未能完全解决该问题。 

结果证明，在低温时，当几乎全部原子磁矩都指“向上”而只有少数几个指“向下”时，问 
题易于解决；而在比居里温度: r c 高得多的高温、且它们几乎全都混乱时，问题又容易解决。 
往往还不难算出在某种简单而又理想的情况下的微小偏差，因而对于为什么会在低温时与 
该简单理论有所偏离已有相当好的理解。在物理上也已理解到基于统计原因磁化强度庳该 
在高温时有所偏离。但接近居里点的准确行为就从未被完全算出来过。如果你希 a 有 ^ f 
从未被解决的问题的话，则那就是一个有朝一日会计算出来的有重要意义的问题。 


. § 37-2 热力学性质 

在上一章中，我们已经为计算铁磁性材料的热力学性质打下了必要的基础。自然，这 
些性质与晶体内能有关，而晶体的内能包括各种自旋的互作用、由式 （37. 3) 给出。对于 
比居里点为低的自发磁化能量，可以令式 （37. 3) 中的 H = 0,因而一注意到 tanh ^ = 
M / M ,* ——可求得正比于的平均能 ft : 

⑼一 (3? - 5) 

如果现在把由磁性引起的能量作为温度函数而作图，我们便会得到一条图 37-1 中那条曲线 
的平方取负值后的曲线，如图 37-2( a ) 所示。要是此时测量这种材料的比热,我们便会得到 
一条如图 37-2( b ) 所示的曲线，它是图 37-2 U ) 所示曲线的微商。它随温度增加而缓慢地上 
升，但在 T = T c 时就突然降低至零。这一急剧下降是由于磁化能量曲线的斜率刚好在居 
里点上出现巨大改变引起的。因此，完全不需要任何磁性测量，根据测虽这一热力学性质， 
我们就可以发现在铁或镍中将发生的某些事情。然而，实验和经过了改进的理论（包括涨 
落）却都显示这条简单的曲线是错误的，而真实的情况实际上更加复杂。该曲线在那尖峰处 
升得更高，而下降至零时则有点缓慢。即使温度已高至足以在平均上使自旋处于混乱状态， 
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但是仍然会有局部区域存在某些磁化量，而在这些区域中自旋具有小的额外相互作用 
能一这只有在温度进一步升高而情况变得越来 


越混乱时才会缓慢地消失。因此，实际的曲线看 
来就像图 37-2( c ) 那样。今天理论物理学的挑战 
之一就是要找出在居里转变点附近关于比热特性 

的准确的理论描述-个还未得到解答的引人 

入胜的问题。自然，这个问题与同一区域内磁化曲 
线的形状会有十分密切的关系。 

现在要来描述某些除热力学以外的实验，这些 
实验会证明，我们对磁性的解释有些是 IE 确的。当 
材料在低温下被磁化至饱和程度时，接近于 

——几乎所有自旋以及它们的磁矩都是平行 
的。这可以通过下述实验加以核实。假设将一条 
形磁铁用一根细丝悬挂起来，然后对它包围上一个 
线圈，使得无需接触磁铁或对其施加任何转矩就能 
使磁场倒转过来。这是一个十分难做的实验，因为 
磁力如此巨大以致任何不平衡、任何倾斜或在铁里 
的任何不完整都会产生一些偶然的转矩。然而，该 
实验已在这种偶然转矩被减至最低程度的小心滿 
愼条件下完成了。利用包围在磁铁上的那个线圈 
的磁场，我们一下子就将所有的原子磁体全都翻转 
过来了。当我们这样做时，也将所有自旋的角动最 
都由“向上”变成了“向下”（见图27-3)。如果在这 
全部自旋都翻转过来时角动守恒,则铁条的其余 
部分就必然在角动量方面有相反的改变，整块磁体 


T c 



( a ) 



明 37-2 —块铁磁性品体的单位体积能册 
和比热 


将开始旋转。果然，当我们做这一实验时，就发现磁铁的微小转动。可以测出给予整条磁铁 

的总角动量，而这仅是 N 乘以 A , 后者为每个自 



旋角动量的变化。由这样嫌得的角动 M 与磁矩 
的比率同我们的计算值相差约在10%以内。实 
际上,我们的计算曾假定原子磁体纯粹起因于电 
子自旋，但在大多数材料中除了自旋之外，还有 
某种轨道运动。由于这种轨道运动不是完全脱 
离晶格的，因而对于磁性的贡献就不会超出百 
分之几很多。事实上，通过取= N 户及利 
用铁的密度为 7. 9和自旋电子的磁矩七人们所 
得到的饱和磁场约为20 000 Gs 。 但根据实验，它 
实际上是在21 500 Gs 左右。这是误差的典型 


图 37-3 当铁条中的磁化方向倒转过 来时， 
铁条会得到某一角动量 


值——5%〜10%,由于忽略了包含在所做的分析 
中的轨道磁矩的贡献造成的。于是，上述回转磁 
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测量中的微小偏差就完全理解了。 

§37-3 磁滞回线 

从上面的理论分析我们就已断定，在某一定温度之下铁磁性材料应当自发地磁化，以致 
所有磁性都指向同一方向。可是我们知道，这对于一块普通的、尚未经磁化的铁来说是不正 

确的。为什么并不是所有磁化了呢？我们 
可以借助于图 37-4 来解释。假定铁全部是一大块如 
图 37-4( a ) 所示形状的单晶，并都已在一个方向上自 
发地磁化了，那么就有相当强的外部磁场，即具有大 
量能量。我们能够减少这种场的能董，只要布置得使 
铁块一边被“向上”磁化，而 另一边 则被“向下”磁化， 
如图 37-4( b ) 所示。当然，这时铁外的场就会伸展至 
较小体积，因而使那里有较少能 《。 

啊 ，等一等！在两个区域的边界层内，自旋向上 
的电 子紧靠 着自旋向下的电子。但铁磁性只在这样 
的材料中才会表现出来,即其中电子自旋若互相平行 
而非互相反向，则能 》 会因此，我们在 
37-4( b > 的那条虚线上就已加进了一些额外能慑，这 
种能 S 有时称为一个仅有单一磁化方向的区 
域叫做 碎畤。 在两磁畴间的界面 一 “壁” 一 处，在 
对边上的原子按不同方向旋转者，因而具有单位面积的壁能。我们已把它描写成好像是有 
两个相邻原子，以恰恰相反的方向自旋，但事实证明，大自然会把审情调整得使转变较为平 
缓。然而这里我们无需为这样的细节操心。 

现在的问题 是:在 什么时候造成一个壁较好或较差？答案是，这取决于那些磁畴的$ 
企。假设把一铁块按比例增大，以致整个寧物增大一倍，则在体外充满给定磁场强度的空间 
就会是&倍大，从而正比于体积的磁场能量也会是八倍大。可是在提供壁能的两磁畴间的 
畀厍面积,却只有 E 倍大。因此，如果铁块足够大，则把它分裂成多个磁畴将是合算的。这 
就是为什么只有那些十分微小的晶体才能拥有单个磁畴的 缘故。 任何大的——尺度大于百 
分之一毫米的——物体将至少有一个磁畴壁；而任何普通“厘米大小”的物体则将分裂成如 
图所示的许许多多个磁畴。分裂成磁畴的这种过程将继续下去，一真到再挿进一个附加璧 
所需的能量与晶体外面磁场降低的能量同样大时为止。 

完全不需要有磁场跑出外面，只要有 
一小块三角形区域被斜着磁化就行，如图 37-4( d > 所 示*。 因此按图 37-4( d ) 的那种排列， 
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( b ) 


( c ) 
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图 37-4 铁的一块单品中磁畴的形成 
[转救自 Kittel C . Introduction to Solid 
State Physics ， 2 nd ed . , 1956] 


* 你可能会觉得奇怪，那些或者“向上”或者“向下”的自旋怎么又能够“斜着”了呢！这问题提得好， 
但我们此刻不需去担心它。我们将采取经典观点，认为原子磁体都是一些经典的磁偶极子，可以在斜着 
方向受到磁化。要求对屋子力学相当熟悉，才能理解物体如何能够“上与下”以及“左与右”同时全部被 
量子化。 
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我们知道体外不会存在磁场，只不过增加了一点点畴壁而已。 

然而，那又会引起一种新问題。事实证明，当铁的单晶体被磁化时，在磁化方向改变了 
长度。因而一个“理想”立方体当其磁化强度比如是“向上”时，就不再是一完美的立方体了。 
其“竖向”尺寸将不同于“水平”尺寸。这一种效应叫做磁致伸缩。由于这种几何形态上的变 
化，因此图 37-4( d ) 中的小三角块，比如说，不再与那空间“相配”了——该晶体在 
—个方向已变得太长，而在另一个方向则太短了。当然，实际上还是相起的，只不过是硬挤 
进去罢了，而这就会牵涉到某些机械应力。因此,这种排列里引进了一种附加能置。正是所 
有这些不同能量的互相平衡，才决定在一块未经磁化的铁中磁畴最后如何把它们自己排列 
成那种复杂的形式。 

现在，当 加上一 个外加磁场时会发生什么情况呢？为了简单起见，试考虑磁畴如图 
37-4( d ) 所示的晶体。如果我们加上一个方向向上的外磁场，则该晶体将以什么方式进行磁化 
呢？首先，中间的畴壁可以向侧向（向右)移动而减少能虽。之所以这样移动，其目的在于使 
“向上”区域变成大于“向下”区域。有更多的基本磁体与场整齐排列，而这就提供了一个较低 
的能 S 。 因此，一块铁在弱场中一即在磁化过程中的最初阶段一那些畴壁会开始移动并 
侵蚀与场反向的磁化区域。当场继续增强时，整块晶体便逐渐转变成一个单独大畴，那是外场 
帮助维持整齐地排列成的。在强场中晶体“窖欢”全都排列成一个方向，只是因为在外磁场中它 
的能*会被降低一这时有关系的就不再仅仅是晶体本身的外场。 

如果几何形态不那么简单又会怎么样呢？若晶体的轴与其自 
发磁化处于同 一方向 ，但我们所加磁场却在其他箪个方肉—比 ) 

如说在45°上一那又会怎样呢？我们也许 1^7?^会改造 | 

自己使得其磁化强度与外场平行，然后和以前一样，它们就能够 
全部生长成一个畴了。但这对于铁来说是不容易办到的，因为 
磁化晶体所需的能量依赖于相对于晶神 的磁化 方昀。要把铁在 
平行于其晶轴的方向上磁化是相对容易的，但要在其他某个方 
向——比如相对于其中一轴成45°角的方向一把它磁化就需 
要较多能 M 。 因此，如果我们就在这样一个方向加一磁场，则首 
先发生的是，那些指向接近于外加磁场方向的从优方向之一的 
磁畴将会长大，直到磁化全都沿着这些方向中的一个为止。因 
此，如果加上更强大的场，则磁化强度就逐渐被扭转至与场平行 
的方向，如图 37-5 所粗略表示的那样。 

图 37-6 画出了铁单晶磁化曲线的一些观测结果。为了便于 
理解它们，我们首先必须对描述晶体中有关方向的符号做一些解 
释。一块晶体可以用多种不同方式把它切开，以便产生原子水平 m 
的表面。任何曾驱车经过果园或葡萄园的人们都会知道这么一件一角度的磁化场 H 将逐 
事——对之观望令人神往。如果你朝一个方向望去，会见到一行 渐改变磁化强度的方向， 
行的树一若朝另一方向看，又会见到另外一行行的树，如此等 
等。同样地，一块晶体也有一些确定的平面族，其中每个平面都包 

含了许多原子，而这些平面都具有这么一个重要特点（为较易于理解起见只考虑立方晶体）， 
即如果观察这些面与那三条坐标轴相交于什么地方——则我们发现这些交点与原点间距离 
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图 37-6 对 H 的不同方向（相对于晶轴而言），与 H 
平行的 M 分置[转载自 Bitter F . Introduction to 
Ferromagnetism , McGraw-Hill Book Co . , Inc . , 1937] 


的倒数会形成一些简单的整数比。这三 
个整数就被取作为该组平面的定义。例 
如图 37-7( a ) 中我们把一个平行于％面 
的平面描绘出来了，这叫作 [100] 晶面，它 
与 y 轴和^轴的交点的倒数都是零。对 
于(立方晶体中的）这种面的垂直方向也 
给予相同一组数目。在立方晶体中要理 
解这个意思是容易的，因为此时 [100] 这些 
指数意味着一个矢量，它在 x 方向具有单 
位分量，而在; V 和 Z 方向则都没有任何分 
量。 [110] 这一方向是同: r 轴和 j 轴均成 
45°角的那一个方向，如图 37.-7( b ) 所示； 
而 [111] 的方向则是沿立方体对角线的方 
向，如图 37-7( c ) 所示。 



现在回到图 37-6, 我们看到了铁的单晶在各个方向上的磁化曲线。首先应当注意， 
对于十分微小的场——弱至在标度上极难见到它——磁化强度非常迅速地达到了一个十 

分大的值，如果这个场处在 [100] 方向一即是沿那些敏锐而容易磁化的方向之-则 

该曲线会上升至一个高值，稍微弯曲一点，然后就饱和了。所发生的情况是，那些已经在 
那里的磁畴非常易于移动。只要有一小场，就引起畴壁移动而吃掉所有那些“方向错误” 
的磁畴。单晶铁与普通的多晶铁相比，其导磁本领要大得多。一块理想晶体非常易于磁 
化。但为什么它的磁化曲线竟被弯曲了呢？为什么它不会立刻就达到饱和呢？我们不 
十分肯定。你或许有一天会学习到这些东西。但我们的确懂得，在高场时该曲线很平 
坦。当整块都已是一个单独的磁畴时，为什么附加磁场就不能造成任何更多的磁化一 
它已经处在 M SI 0 的状态，其中所有电子都已经排列整齐了。 

现在，若试图在 [110] 方向上一那是与晶轴成45°角的——做同样的事情，那会发生什么 
呢？我们试开动一个小小的场，而当那些磁畴长大时磁化就跳跃上去。然后，当把场再增大一 
点时,我们便发现需要有一个相当大的场才能达到饱和，因为此刻磁化已偏离了那个“容易”的 
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方向。如果这一解释正确，则 [110] 曲线外推回至纵轴上的交点应为饱和值的 l // f 。 事实上， 

结果证明这的确非常非常接近于 H 同理，在 [111] 方向上——那是沿立方体的对角 
线——我们发现，正如期待的那样，曲线会外推回至接近饱和值的 1/ Vf 。 

图 37-8 显示有关其他两种材料(镍和钴）的对应情况。镍与铁不同。在镍中，事实证明 
[111] 方向才是易磁化方向。钴具有六角晶形，而人们对于这一种情况就曾拙劣地修补了一 
套名称。他们希望取六角柱的底面上的三个坐标轴和另一个垂直于底面的坐标轴，因此一 
共用了四个指数。 [0001] 的方向指沿六角轴的方向，而 [1010] 的方向则是垂直于这一条轴 
的。我们看到不同金属的晶体其行为用不同的方法来表示。 



//(Gs) 二 ^ 

图 37-8 铁、镍和钴单晶的磁化曲线[转教 QKiuel C . Introduction to Solid State 
Physics , 2 nd ed . , 1956] 


现在我们应该讨论多晶材料，诸如一块通常铁。在这种材料中有许许多多小晶体,它们的 
晶轴指向各个方向。这些是与磁畴不同的。应该记住,几个磁畴可能诚于同一单昂，但在一块 
铁中就有许多其轴取不同方向的不同的晶体，如图 37-9 所示。在这些晶体的每一个中，一般 
也会有几个磁畴。当对一块多晶1?^^^1^个；^磁场时，所发生的情况是 ： 畴壁开始移动， 
而那些具有易磁化的有利方向的畴会长得较大7这一种成长过程是可逆的，只要场保持很 
小——若我们把场除去，磁化强度就会回到零。磁化曲线的这一部分在图 37-10 中标明为 a 。 



围 37-9 未被磁化的铁磁材料的微观结构。毎 
—晶粒具有一个易磁化方向，并分裂成一些 
平行于这一方向的自发磁化的磁畴 



围 37-10 多晶铁的磁化曲线 
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对于较大的场一在所示的磁化曲线的6区中——情况复杂得多。在材料的每个小晶 
体中，会有应变和位错存在，同时也会有杂质、尘埃和不完整性。而除了最小的场之外的一 
切场，当畴壁移动时就会被这些东西所阻挡住。在畴壁与位错之间、与晶粒间界之间或与杂 
质原子之间，都会有一种相互作用能。因而当畴壁到达其中之一时，它就受到阻挡。它在某 
个磁场时被阻塞在那里。但若此时将场增大一些，则畴壁会突然迅速地移动过去。因此畴 
壁的运动并不像理想晶体中那样顺利一它不时被拖住，然后又做跳跃式的运动。要是我 
们在微观范围内来注视这一磁化过程，则会见到像图 37-10 中那个插入圆圈内的某些情况。 

现在重要的事情在于，这些在磁化过程中的跳动会引起能置损失。首先，当磁畴边界最 
后滑过一个障碍物时，它会很快地移到次一个障碍物上去，因为场已超过对无障碍运动所需 
的了。迅速运动意味着有迅速变化的磁场，这会在晶体中产生涡电流。这些电流在加热金 
厲的过程中丧失了能量。第二种效应则是，当磁畴突然变化时，晶体的一部分由于磁致伸缩 
而改变了它的大小。畴壁的每一突然移动都会产生一个带走能量的小声波。由于这些效 
应，磁化曲线的第二部分就是不可逆的，并有能 g 损失。这便是磁滞效应的来源，因为要把 
边界壁向前移动——迅速地然后—又迅速地移动一会产生不同的 
结果。它像一种“颠簸”的摩擦力，因而带走了能置。 

最后，对于足够高的场，当我们已把所有畴壁都移动并将每一晶体都在其最佳的方向上磁 
化了时，仍然会有某些小晶体的易磁化方向不在我们所加的外磁场方向上。这时要将那些磁 
矩转动就需要很强的额外磁场。因此对于强场来说，磁化曲线会缓慢而平稳地增加——即在 
图上标明为 c 的区域。磁化强度并不会急剧达到它的饱和值，因为在该曲线的 ft 后部分原子 
磁体正在一个强场中进行转动。因此，我们就见到为什么通常的多晶材料的磁化曲线，如图 
37-10 中所示的那样，会在升高一点点并且是可逆的，然后就不可逆地升高， M 后才再慢 
慢地弯过去。当然，在这三个区域之间并没有明显的转折点——它们会平滑地互相融合。 

不难证明那磁化曲线中部的磁化过程是跳跃式的——畴壁在移动时跳跃和突然停止。 

你只需要将一个一绕上了许多千匝的——线圈 
接至放大器及扬声器上，如图 37-11 所示。如果 
你把几张硅钢片（如在变压器中所用的那一种）放 
罝在该线圈中心并将一条形磁铁慢慢地移近该* 
硅钢片，那么磁化的突然改变就会在线圈中产生 
—些脉冲电动势，它会在扬声器中产生听得到的 
清楚的嘀嗒声。当你把磁铁移得更靠近铁片时， 
你将听到一大串的哨嗒声，有点像把一罐沙子倒 
转时沙粒竞相落下来的那种嘈杂声。当场增强 
时，畴壁就在跳跃、突然停止和摇动。这一现象叫 
作巴克豪森效库。 

当你把磁铁再移近铁片时,有一段时间这噪声变得越来越响亮，但之后当磁铁十分靠近 
铁片时噪声又相对小了。为什么呢？因为几乎所有畴壁都已被移至尽可能远了。所以任何 
更大的场都只是在转动每个磁畴中的磁化强度，那是一种平稳的过程。 

如果你现在将^移开，以便使它沿磁滞回线的那条下降支路返回来，那么各磁畴便全 
都企图再回到低能量上去，而你就会听到另一大串反向跳跃的声音。你也可注意到，若把磁 



围 37-11 钢片里磁化的突然变化在扬声器 
中发出嘀嗒响声 
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铁带到某一指定地点而在那里稍微来回移动，便将只有相对少的噪声,再又像是把一罐沙倾 
倒——但一旦那些沙粒已经站稳了位置，罐的细小运动便将不会对它造成扰动。在铁中磁 
场小的变化不足以移动任何边界越过任何“驼峰”（即克服阻挡）。 

§37-4 铁磁材料 

现在我们很想来谈谈在技术领域中用到的各种磁性材料，并讨论为不同目的而设计磁 
性材料时所涉及的某些问题。首先，“铁的磁性”这个人们经常听到的名词是一种误称一 
并没有这么回事。“铁”不是一种完全确定的材料一铁的性质严格地取决于所含杂质的份 
量和该块铁是怎样制成的。你可以体会到，磁性将依赖于畴壁移动的难易程度，以及那是一 
种鼙体的性质是个别原子的特性。所以凡实用的铁磁性实际上并非一个铁原子的一种 
特—它是处于某一形态上的固体铁的性质。例如，铁可取两种不同的结晶 ii 。 普通 
形式具有体心立方晶格，但它也可有面心立方晶格，不过后者只在超过1100 t 的温度时才 
会稳定。当然，在该温度时体心立方的结构早已越过其居里点了。可是，通过把铬和镍加入 
铁中形成合金(一种可能的混合物，其中含有18%的铬和8%的镍），我们能够获得所谓的不 
锈钢,这虽然主要含的是铁，但即使在低溫时也仍保留其面心晶格。由于它的晶体结构不 
同，它便具有完全不同的磁性。大多数品种的不锈钢并不带有可观程度的磁性，尽管有某些 
品种稍微带点磁性一这取决于该合金的成分。即使这样一种合金有磁性，它仍不是像普 
通铁那样的铁碎性——尽管该合金所含的成分大多数是铁。 

现在我^^^来描述几种为某些特定磁性而研制起来的特种材料。首先，如果想制成 
一块&磁体，想要具有 g 磁滞回线的那种材料，使得当撤去电流而把起磁场降低至零时，磁 
化强 i 仍会保持强大。'^于这样的材枓，磁畴边界应该尽可能“冻结”在原地。这种材料中 
的一种就是“铝镍钻 V ”(含有51%铁,8%铝，14%镍，24%钴，3%铜〉。（这种合金相当复杂 
的成分标志着要制成优质磁铁所必须经历过的详尽的努力。要把五种东西混合起来，并一 
直试验到求得最理想的物质，需要多少耐性 啊！） 当铝镍钴凝固时,就有一种“第二相”淀积出 
来，造成许多微小晶粒和很高的内应变。在这种材 
料中，畴壁边界根本难于移动。除了应具备准确的 
成分外，铝镍钴是这样机械“加工”的，即使晶体具 
有长晶粒结构，而且晶粒沿着将要磁化的方向。这 
样，磁化就有在这些方向上被排列起来的一种自然 
趋势，而凭这种各向异性效应磁化就会被保持在那 
里了。而且，材料在制造时甚至被置在外加磁场中 
冷却，以致晶粒将按正确的结晶方向生长。铝镍钴 
V 的磁滞回线如图 37-12 所示。你看它比上一章 
图 36-8 中关于软铁的磁滞回线要宽约700倍。 

现在让我们转到另一种不同的材料上来。为 
了制造变压器和电动机，需要一种“软”磁材 
料——它的磁性很容易改变，以致由一个十分微 

小的外加磁场就造成大量的磁化。为做到这点， 9 37-12 铝镍钴 V 的磁滞回线 
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我们需要一些纯净的而又退火退得很好的材料，其中将含有很少的位错和杂质，使得畴壁能 
够容易移动。要是我们能制成小的各向异性，那也会是很好的。这时，即使材料中的晶粒有 
相对于场处在不恰当的角度，但它也仍然容易被磁化。原来我们已经说过，铁比较喜欢沿 
[100] 方向磁化，而镍则倾向于 [111] 方向，因此如果我们把铁和镍以各种不同的比例混合， 
也许有希望用刚好恰当的比例找到一种不会偏爱佳捏方向的合金—— [100] 和 [111] 两个方 
向可能彼此等价。事实证明，这发生于混合物中镍和30%铁的情况。此外——也 
许由于幸运,或可能由于在各向异性与磁致伸缩效应之间存在某种物理关系一结果是，铁 
与镍的磁致伸缩具有相反的符号。而在这两种金属的合金中，当含有约80%的镍时，这一 
性质就值。因此，镍含量在70%〜80%之间时，我们将获得一种非常“软”的磁性 
材料一极易于磁化的合金，它们被叫做埤萆含余。这种坡莫合金用于优质(在低信号水平 
的〉 变压器中，但对于永磁则奄无用处。坡莫合金一定要很小心地制造和使用。一块坡莫合 
金若所受的应力超过弹性限度,性质将激烈发生变化，即不能把它弯曲。如果把它弯曲，其 
磁导率将由于机械形变所产生的位错、滑移带等等而降低，畴壁不再容易移动了。然而，这 
高磁导率可以通过在高温中退火而恢复。 

用某些数字来表征各种不同磁性材料往往很方便。有两个有用的数字，那就是磁滞回 
线与 B 轴和 H 轴的截距，如图 37-12 所标明出来的那样。这些截距分别称为剩余磁场氏 
和矫顽力在表 37-1 中我们把几种磁性材料的这些数字列举了出来。 


表 37-1 某些铁磁材料的性质 


材料名称 

•1 余磁场 

矫顽力 HAGb ) 

超坡荑合金 

(•5 000> 

0. 004 

tt 钢（变压器） 

12000 

0. 05 

W 姆科铁（工业用 纯铁） 

钯镰钻V 

4000 

13 000 

0.6 

500 


§37-5 特殊磁性材料 


我们现在想要讨论一些更奇异的磁性材料。在周期表上有许多元素其内电子壳层尚未 
填满因而具有原子磁矩。例如，紧靠着铁磁性元索铁、镍、钻，你就会找到铬和锰。为什么 g 
iQ 不是铁磁性的呢？答案是，对于这些元素式 (37.1) 中的 A 项具有相反的符号。例如，在铬 
晶格中，铬原子的自旋洚个改变方向，如图 37 - l 3 ( b ) 所示。所以铬从它本身的观点来看§ 
“磁性”的，但在技术上 W 是令人感兴趣的，因为缺乏_磁性效应。这样,铬就是量子力 
学效应使自旋交替的那类材料的一个例子。像这样一种材料称为5 铢碎 性的。反铁磁材料 
中的自旋排列也与温度有关。低于某一临界温度，所有自旋都会在每隔一列上排列整齐，但 
当晶体被加热到高于某个温度一还是称为居里温度一时，自旋便突然变得混乱起来。 
在内部发生了一次突然转变。这一转变可以在比热曲线中看到，也在某些独特的“磁性” 
效应中表现出来。例如，这种交替自旋的存在可通过被铬晶体中散射出来的中子而加以 
证实。由于中子本身具有自旋（和磁矩），所以它就具有不同的散射振幅，这取决于它的 
自旋是平行还是反平行于散射物质中的自旋。这样，当晶体中的自旋交替与具有无规分 
布时，我们会得到不同的千涉图样。 
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( a ) 



( b ) 


( c ) 



图 37-13 在各种不同材料中电子自旋的相对取向 ：（ a > 铁 
磁性； （ b ) 反铁 磁性； （ c ) 铁 氧体； （ d ) 钇铁合金（虚线箭头代 
表包括轨道运动在内的总角动* 方向） 



图 37-14 尖晶石 （ MgAUOJC 物的晶 
体结构。 Mg 〃离子占据正四面体位置， 
每个被四个械离子所 包围； AP + 离子占据 
八面体位 H , 每个被六个氧离子所包围 
[转教自 Kittel C . Introduction to Solid 
State Physics , 2 nd ed . ， 1956] 


还有另一种物质，量子力学效应促使其中电子的自旋交替排列，但无论如何它还是铢磁 
挂的——这就是说,这种晶体具有净的永久磁化强度。这一类物质的内部结构如图37^14 
$示。图上显示出尖昂石、即 MgAUO , 的晶体结构，这如同图上所示，乃是不带磁性的。这 
种氧化物含有两种金诚原 子:镁 和铝。现在，若用两种像铁和镍.或锌和锰的磁性元素来代 

替镁和铝一换句话说，如果放进磁性原子而不是原来的非磁性原子-件有趣的事情 

就会发生。让我们称其中一种金属原子为 a 而另一种金厲原子为6,那么下述各种力的组 
合就必须加以考虑。有一种互作用，企图促使 o 原子与6原子具有相反自旋一因为 
W 子力学总是给出相反符号（除了铁、镍和钴那些神秘的晶体以 外）。 然后，还有直接的 
相互作用，企图促使 a 与 a 间反向，另外还有企图促使6与6间反向的那种相互作用。 
现在，我们当然不能使每一件东西与其他每一件东西都相反一 a 与6反, a 与 a 反，而6又 
与6反。大概是由于^与^间的距离较大并有氣原子存在（尽管我们实际上还不知道其所 
以然），结果是相互作用比 a - a 或 6*6 的较强。因此，大自然在这种情况下所采用的解答 
是使所有的 a 都互相平行，以及所有的 b 也都 互相平行 ，可是这两个系统却互相反向。该解 
答会给出最低能相互作用较强^ 所有的《都是自旋向上 i 有的6 

则都是自旋向下一当然，或者与此相反。但如果 a 型原子与6型原子的 磁矩不相等 ，则我 
们该得到如图 37-13(0 所示的那种情况，而在材料中就可能存在净的磁化强度。于是材料 
将属于铁磁性的——虽然弱了一点。这样的材料叫做 铁氧体 。它们不具有像铁那么高的饱 
和磁化强度一由于明显的原因——因而只对较弱的场才有用。但有一个十分重要的差 
别——它们都是绝缘体，铁氧体是铁磁绝绰体。在高频场中，它们会有十分微小的涡电流， 
并从而可用于诸如微波系统中。微波场能够进入像这样的绝缘材料的内部，而它们在像铁 
那样的导体中将被涡流逐出体外。 

还有另一类最近才被发现的磁性材料一称为石禪石的正交硅酸盐族的成员。它们也 
是在晶格中含有两种金属原子的晶体，因而我们又有几乎可以随意地代替其中两个原子的 
那种情况。在许多感兴趣的化合物中，有一种是完全磁性的，它在该石榴石结构中含有钇和 
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铁，而它所以具有铁磁性的原因是很难理解的。这里量子力学又再使相邻的自旋反向，从而 
形成铁中电子自旋指向一方、而钇中电子自旋则指向相反的一个同步系统。但钇原子比较 
复杂，它是一种稀土元素，它的磁矩从电子的轨道运动中获得大的贡献。对于钇来说，轨道 
运动的贡献与自旋方面的贡献相反，并且还于是，借助不相容原理而工作的量子力 
学，虽然会使钇的息瘦与铁的自旋反向,但由于轨道效应就仍能使钇原子的甚磁矩 M 于铁的 
原子磁矩——如图 37-13( d ) 所简略表示的那样。因此，该化合物就 是一种 f 常的^体。 

铁磁性的另一个有趣例子存在于某些稀土元索中，它与自旋的一种更特殊的排列有关。 
该材料既不是自旋全都平行意义上的铁磁性，也不是每个原子的自旋相反意义上的反铁磁 
性。在这些晶体中， 处于某一层内 的所有自旋都互相平行，并躺在该层的平面之上。在邻接 
的一层内，所有自旋又彼此平行,但却指着稍微不同的方向。在接下来的一层又再有另一个方 
向，如此等等。结果是，局部的磁化强度矢量按螺旋式变化——当沿一条垂直于各层的直线通 
过时，逐层的磁矩在旋转。试图分析当加一磁场于这样一个螺旋体时会发生什么情况一在 
所有各原子磁体中所必须进行的一切扭转和旋转——是很有趣的（有些人就宫欢用这些东 
西的理论来自我取乐）。不仅存在“平坦"螺旋的那些情况，也还存在逐层磁€7^们的方向 
会形成一个锥面，以致它既具备一个螺旋分量而又具备沿某一方向均匀的铁磁性分 ft ! 

在比我们这里所能做出的更高的水平上计算出来的物质磁性，曾经使各种类型的物理 
学家着迷。首先，有些实际工作者，他们喜欢寻找以更佳方式制造出各种东西来的途径一 
他们乐于去设计出更为优良而又更加有意义的磁性材料。像铁氧体那类东西的发现或其应 
用，立即使得那些喜欢看到用灵巧的新方法来做出东西的人们很高兴。除此之外，还有一些 
人在大自然能够用几条基本定律就产生出的极度复杂性中寻找魅力。仅从唯 一 _个相同的 
普遍概念出发，大自然便从铁的铁磁性和磁畴开始，至铬的反铁磁性，又至铁氧体和石榴石 
的那种磁性，以致一些稀土元索的螺旋结构，等等，等等。要在实验上去发现这些特殊物质 
中所发生的一切奇异事情是挺令人向往的。然后,对于那些理论物理学家来说，铁磁性代表 
着若干项十分有趣、但尚未得到解决、而又挺漂亮的挑战。一项挑战就是去理解为什么铁磁 
性真的会存在。另一项挑战则是去预言在一理想晶格中有相互作用的自旋的统计性。即使 
忽略任何可能不重要的复杂性，这一问题迄今仍难以充分理解。那么有趣的原因在于它竟 
是这么容易表述的问 题：设 在常规晶格中存在以如此这般的规律相互作用着的大量电子自 
旋,试问它们究竟会做什么呢？问埋虽然简单地说明了，但多年来人们就是难以对它做出完 
全的分析。尽管对于温度不太靠近居里点的情况已做了相当仔细的分析，但在居里点处的 
突然转变的理论仍有待完成。 

最后，有关自旋的原子磁体系统一在铁磁性材料、或在顺磁性材料、以及在核磁性 
中——的整门学科，对于物理系的高年级学生来说，也已是一种具有魅力的东西。这些自旋 
系统可用外加磁场加以推和拉的作用，从而人们就能够利用共振、弛豫效应、自旋回波以及 
其他各种效应达到许多目的。它被用作许多复杂热力学系统的原型。但在顺磁性材料中情 
况往往相当简单，而人们已经很高兴去做实验以及从理论上解释那些现象。 

我们现在已结束了电学和磁学的学习。在第1章中，我们曾谈到自从早期希腊人对于 
琥珀和天然磁石的奇怪行为进行了观察以来已经大有进步。可是在我们一切冗长而又复杂 
的讨论中，却从未解释过为什么当我们摩擦一块琥珀时.会在它上面获得电荷，而我们也没有 
解释过为什么一块天然个正确符号 
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罢了。”不，比这还要糟些。因为即使我们的确曾获得过正确符号，仍然会有这么一个问题: 
为什么在地壳里的天然磁石会被磁化呢？当然，存在地球磁场,但地球磁场又是从哪里来的 
«?实际上并没有任何人知道——只能有一些良好的猜测。所以你看，我们这一套物理学 
i 是一套膺品一从天然磁石和琥珀现象出发，而就在对这两者都不很了解处收场，但是， 
我们在这一过程中也已经学到了大量十分令人振奋而又非常实用的知识！ 



第 38 章弹性学 

§38-1 胡克定律 

弹性学这一学科，是与使物体产生形变的力被撤去后即能恢复其大小和形状的那些物 
质行为打交道的。对于所有固态物体，我们在某种程度上都发现了这种弹性特征。要是我 
们有时间详尽地处理这一课题，则要观察下列许多寧 情:材 料行为、弹性的一般规律、弹性的 
普遍理论、决定弹性的原子机制以及最后当力大至范性流动和破裂发生时的弹性定律限度。 
要详细地涉及全部这些课题，所花费时间可能比我们具有的更多，因而将不得不忽略某些东 
西。例如，我们将不讨论范性或弹性定律的限度（当过去谈论金厲中的位错时，就曾稍微接 
触过这些课题）。并且，也将不能讨论弹性的内在机制一所以下述处理就将不会有如我们 
在以前各章中所试图达到的那种完整程度。我们的目的主要在于使你们熟悉怎样去处理诸 
如梁的弯曲那样的实际问题的某些方法。 

当你挤压一块材料时，它将“屈服”一材料发生了形变。如果力足够小，则材料中各点 
的相对位移与力成正比一我们说这行为是殚 性的。 下面将仅仅讨论弹性行为。首先.写 
出弹性的基本舍律，然后，将其应用于若千不同情况。 

假设取一根长度为 L 宽度为《«及高度为 A 的矩形杆，如图 38-1 所示。如果在其两端 

用力 F 来拉，此时其长度将伸长 AZ 。 我们将假定 
在整个过程中这长度的改变是原来长度的一个微 
小分数。事实上，对于诸如木材和钢等材料，若长 
度改变超过其原长的百分之几，则该材料便将断 
裂。对于大多数材料，实验证明，在伸长足够小 
时，力与伸长成 正比： 

Foe A /. (38. 1) 

这一关系就是大家熟悉的胡克定律。 

图:} 8-1 —根杆 在受均 匀张力 时发生的伸长 杆的伸长 △/ 也与其长度有关，我们可以通过 

下述论证来尽可能弄清楚这关系。若把全同的两 
块材料头对头地粘在一起，作用于每块上的力相同，且每块都将伸长 A /。 这样，长为 2 Z 的 
一块的伸长即为截面与之相同但长度为 /的另 一块的伸长的两倍。为要得到一个更能表征 
该材料性质而包含较少特殊形状的数字，我们决定与伸长对原长的比率 AZ // 打交道。这一 
比率与力成正比但与 f 无关： 

Fee 手. (38.2) 

力 F 也将取决于该块材料的横截面积。假设将两块材料側面与侧面相靠，那么，对于 
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给定伸长以,我们作用于每块的力就应为 F , 亦即对这两块的组合作用了两倍的力。对于 
一给定的伸长量，力必定与该块材料的截面积 A 成正比。为获得一个比例系数与物体的线 
度无关的定律，我们把对于一矩形块的胡克定律写成下列 形式： 

F = YA (38.3) 

常数 y 仅代表材料的特征性质，被称为杨 R 樺箄(你将经常见到杨氏模量被写成 e , 但我们 
已把 e 用作为电场、能量和电动势了，因而建议采用另一个字母）。 

单位面积的力称为应力，而单位长度的伸长——^伸长一则称为因此式 
(38. 3) 便可重新 写成： _ 

J = Yx f t (38.4) 

应力 =( 杨氏模量 ） X ( 应 变). 

胡克定律的另一个主要部分是 : 当你在一个方向上拉伸一块材料时，它将在一垂直于伸 
长的方向上收缔。宽度的收缩正比于原来宽度，也正比于 M / Z 。 这側向收缩对于宽度和高 
度两方面都有相同比例，并经常被写成 


其中常数 o 表示另一种称为泊松比的材料 性质。 在符号上它总是正的，而且是一个小于 
1/2的数目 U —般应取正值，那是“合理”的，但为什么一定是这样，就不十分清楚）。 

y 和<7这两常数就完全规定了一种 均匀而各向同 非晶体)材料的弹性。在结晶材 
料中，伸长和收缩在不同方向上可以不同，因而可以有许多弹性系数。我们将哲时把讨论局 
限于其性质可以由 y 和〃加以描述的那些均匀而又各向同性的材料。和往常一样存在描述 
亊物的不同方法一有些人皂欢用不同的常数来描述材料的弹性，但始终要用到两个，而且 
它们都可以与 a 和 y 联系起来。 

我们所需要的最后一个普遍原理是 * 加原理。由于式 (38. 4) 和 (38. 5) 两定律在力和位移 
方面都是线性的，所以叠加将有效。如果你有一组力并得到某个位移，然后你增加一组新的力 
并得到某个另外的位移，则合位移将是你从这两组力独立作用时所得到的两个位移之和。 

现在，我们有了所有的普遍原理一 * 加原理和方程式 （38. 4) 与 （38. 5) —就有了全 
部弹性学。但这也好像是在说 ，一旦 有了牛顿定律，就有了全部力学。或者，给出了麦克斯 
韦方程组，也就给出了全部电学。当然，有了这些原理你便可以得到许多东西，因为具备了 
你目前的数学本领你就能够走得很远。不过，我们还将演算几个特殊的应用问题。 

§38-2 均匀应变 


作为第一个例子，让我们来找出在均匀的流体静压强的作用下，一个矩形块发生的情 
况。现在把一块东西放进压力箱的水里，那么，这一块东西的每一个面就都会受到一个正比 
于该面积向内的作用力（见图38-2)。由于流体静压强是均匀的，所以作用于该块东西每一 
面上的应力（单位面积之力)就都相同。我们将首先算出在长度上的变化。该块东西的长度 
变化可 iTi 象成如图 38-3 中所简示出来的那三个独立问题中可能发生的长度变化之和。 




524 I 费恩曼物理学讲义 {第 2 卷} 



图 38-2 受到均匀的流体静压强作用的 一根杆 


问题1若在该块材料两端我们用压强/> 
将其推压,则压缩应变为 p / y , 而且符号是负的， 

I V 

R 题2若加压强/>于该块材料的两个側 
面， wiHk 变又是但此刻我们所要的是 
纵向应变，它可以由側向应变乘以 _< T 而得到。 
側向应变为 


因而 


v=-f 



问犖_3若在该块材料的顶上加以推压，则压 
缩应变又是而其相应的侧向应变再次为 
一 p / y 。 因而得到 

I 卞 ® y. 

把这三个问题的结果合起来一也就是说，取 
A / = A /| + A /? + A / 3 -我们便得 

y =-^(1-2< t ). (38.6) 

当然，这一问题在所有三个方向上都对称，因此， 

^= M =_ A ( i _ 2(T ). (38.7) 

VJ h Y 




围 38-3 流体静压强是三个纵向压缩力的 

鲁加 


在流体静压强作用下的使 g 变化也是有些令人感兴趣的。由于 V = 所以对于小 

位移可写出 


AV 




利用式 (38. 6) 和 (38. 7), 我们得 

等 =— 3夸 (1 — 2<»). 


(38.8) 


人们喜欢把 AV / V 叫做体应变,并写为 

P-Kf. 
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该体瘅力 P 与体应变成 IE 比——再次得到胡克定律。系数 K 称为体积弹性模量，它与其他 
常数间的关系为 


K = 


Y 

3 ( 1 - 2 a )' 


(38.9) 


由于 K ■具有某种实用价值，许多手册常给出 y 和 K 而不是给出7和<»。如果你想要得到 <7, 
就总可以由式 (38. 9) 获得它。我们也可从式 （38. 9) 看出，泊松比<1必然小于1/2。假如不 
是这样的话，则体积弹性模置会是负值，因而材料便会在增大压强时膨胀。这使得我们能够 
丛任一块旧材料中获取机械能量——这意味着该块材料处于不稳定平衡中。如果我们开始 
让它膨胀，则它就会自己继续膨胀同时释放出能量来。 

现在我们要来讨论，当把“切”应变加于某个东西上时发生的情况。所谓切应变,我们指 
图 38-4 所示的那种畸变。作为对这一问题的准备，让我们考察受到如图 38-5 所示的力作 
用的一块立方形材料内的应变。可以再度把它分解成两个问题 ：垂直 方向的推力和水平方 
向的拉力。设这立方体每一面的面积为 A , 则对于水平长度的变化得 


f = yx +ff vx = l Y^x- 


(38. 10) 


垂直方向高度的变化恰好就是此式的负值。 




围 38-4 在均匀剪切作用下的立方体 围 38- S 在顶部和底部部受到压缩力作用而在两 

側受到相等的拉伸力作用的一个立方体 


现在假设同样的立方体受到如图 38-6( a ) 所示的那些剪切力作用。注意！如果要不产 
生净转矩并要立方体处于平衡态中的话，则所有力必须相等（相似的力也必须在图 38-4 中 
出现，因为这块东西是处于平衡态。这种力是由使这块东西固定在台面上的“黏胶”提供 
的）。这时，该立方体被认为是处于纯剪切的状态。但必须注意，若用一个45°角的面—— 
比如说沿图中的对角线 A —来切割该立方体，则作用于这一截面上的总力華葺于这个平 
面并等于 V ^ G 。 受这个力所作用的面积为因此，垂直于这个面上的张应力仅为 G / A 0 
同理,如果我们检查一下与另一方向作成45°角的平面——图中的对角线 B ——便会看到有 
一个垂直于这个面的压缩应力 一 GM 。 由此可见，在一“纯剪切”中的戽力相当于彼此大小 
相等、互相正交,并与原立方体的面成45°角的那个张应力和压应力的组合。内应力和内应 
变与我们在图 38-6( b ) 所示的那种力作用下的较大块材料中将要求得的相同，但这就是我 
们已经解答的问题。对角线长度的改变由式 (38. 10) 给出： 











AD = 


1 +g G_ 
^Y~A 


(38. 11) 


(其中一条对角线缩短，另一条则伸长）。 

把剪切应变用立方体受扭转的角度一图 38-7 中的0角一来表示往往很方便。从 

这个图的几何形状你便可以看出，顶边的水平位移 



谷等于因此 

,= i. = VlAD = 2 ^. ( 3812 〉 

剪切应力 g 被定义为作用于一个面上的切向力除 
以该面面积，即 # r = G / A 。 应用式 （38. 11) 于 
(38.12) 中，得 

0 = 2 

或者，把这个式子写成"应力=常数乘应变”的形 
式，即 


g = fiO . (38.13) 

比例系数//称为剪切模量（或者有时称为刚度系 数〉。 如果用 Y 和 ( T 来表达，则为 


^ = 2 ( 1 + 7 )- 


(38. 14) 


顺便提一下，这剪切模量必须是个正值一要不然你就可以从正在受到剪切作用的一块材 
料中获得功。根据式 (38.14),« r 必须大于一 1。这样，我们便知道<»—定 要在一 1与+ j 之 

间。然而，实际上,它却总是大于零的。 . 

作为整个材料中应力均匀的那种典型情况的最后一个例子，让我们考虑这样的问题 ,一 
块材料被拉伸而同时又受到约束以致没有什么横向收缩能够发生(在技术上,对它进行压缩 
而同时不避免侧向凸起来稍微容易些——但这是同样的问题）。会发生什么情况呢？噢，必 
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然存在使它的厚度不变的那种侧向力-些我们此时不知道但必须计算出来的力。这与 

上面已经做过的问题类型相同，只是要用一点不 

同的代数。我们设想作用于所有三个側向面上的 丨 , 

力如图 38-8 所示，计算各种线度的改变，而选择 
一些横向力使得宽度和高度都保持不变。按照通 
常的论证,对于那三个应 变得： 


q 




F , 


A/j _ _1_ _ q_ 

~ ~ yX x ~y . 
=丄「^一 


a F , 

y a 7 


(38 - 15) 


图 38-8 没有側向收缩的伸长 


7T=y[f ： -^ + f：)]- 


(38. 16) 
(38. 17) 


现在，由于都假定为零，所以式 (38. 16) 和 （38. 17) 给出了把 F y 和 F , 与厂 
相联系的两个方程式。对它们一起求解，得到 

( 38 . 18) 

代入式 (38. 15) 中，得 

t = Y^-T^)k = yC-^) F t- ( 38 . 19) 

你以后会经常看到把这个式倒转，并将 < T 的二项式分解成因式，于是它被写成 

j = n^u-^ Y f- (38 - 20) 

当我们把各侧都约束住时，杨氏模量得用一个复杂的函数相乘。正如你可以由式 （38. 19) 
最容易见到的，在 Y 前面的那个因子总大于1。当各側都固定时，拉伸一块东西是较难 
的——这也就意味着，一块东西的强度当其各側都被固定时会比不固定时 g 。 


§38-3 扭转 的棒； 剪切波 


现在让我们把注意力转到一个较复杂的例子上来，因为这里材料的不同部分受到不同 
量值的应力作用。试考虑一根被扭转的棒，诸如某种机械的驱动轴或在一部精密仪器中用 
来作为悬丝的被扭转的石英纤维。正如你可能从扭摆实验中所知道的，作用于扭转的棒上 
的转矩与角度成正比—靴關破、$醉 ㈣I 司 
题方式？我们目前能够回答这个问题，因为那不过是演算某个几何问题。 

图 38-9( a ) 表示一根长度为 L 、 半径为 a 、 其一端相对于另一端扭过一个角度4的柱形 
棒。如果要把这应变同我们已知道的东西联系起来，则可以把棒设想为由许多个柱形壳所 
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构成，并分别算出每个壳所发生的情况。作为开始，我们考察一个薄而短的、半径为 K 小于 
<0而厚度为 Ar 的柱形壳——如图 38-9(b) 所示。现在，如果考察这个柱壳上原本是一个小 
正方形的部分，则会看到它已被扭转成一个平行四边形。圆柱壳的每个这样的单元都处在 
剪切之中，而其剪切角为 

Q=r L- 

因此，材料中的剪切应力 g [根据式 (38. 13)] 为 

g = 0 (38.21) 



田 38-9 (<0— 根扭转的柱形棒 ：（ b > —个扭转的柱 形充; ( c ) 光中每一小部分都处在剪切中 


剪切应力为作用于正方体端面上的力 AF 除以其端面积参见图 38-9( c )], 

g= ^r 

作用于这样一个正方体端面上的力 AF 贡献出绕柱轴的转矩 Ar : 

△r = rAF = r ^ A / Ar . (38. 22) 

总转矩 r 就是绕该柱売整圆周的这种转矩之和。所以把足够多的部分拼在一起使得所有 
A / 相加成 2 n r , 我们就 得到一 个空心管的总转矩为 

r/f (2 jtr ) Ar . (38. 23) 

或者,利用式 (38. 21), 得 

r = (38.24) 


我们得到一根空心管的转动刚度 r 允是与该管半径 r 的立方和厚度成正比而与其长度 
L 成反比的。 

现在可以想象一根实心棒是由一系列同心管所构成的，而每个管子都被扭转相同的角 
度 W 虽然对于每个管子来说内庳力是不同的），总转矩是转动每一个柱壳所需的转矩之和， 
因此对于实心棒 
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r = 2印 ^- Jr ^ dr , 

其中积分是从 r = 0积至 r = a 的, a 为该棒的半径。经过积分后，得 

r = ^^. (38.25) 

对于一根被扭转的棒，转矩正比于角度并且与其直径的 E 次幂都成正比-根两倍那么 

粗的棒产生16倍那么大的扭转刚度。 

在放下扭转这一课题之前，让我们把刚才所学到的东西应用到一个有趣的 问题： 即扭转 
波。如果你取一根长棒并突然扭转其一端，则一个扭转波将会沿该棒发展下去，如图 38-10 
U ) 所简略表示出来的那样。这比一个稳恒扭转更令人精神振奋——让我们看看是否能算 
出所发生的情况。 



⑷ ( b ) 

m 38-10 ( a ) 在一根棒上行进的扭 转波； （ b > 棒的一个体积元《 


令 * 为沿棒从一端至某一点的距离。对于一个静扭转来说沿棒各处都有相同的转矩， 
并且正比于即总扭转角除以总长度。对材料要紧的是局部扭转应变，你会知道它就是 
邛 / az , 当沿棒的扭转不均匀时，则应该用下式来代替式 (38. 25)： 

r ( Z )=// 字裝. (38.26) 

现在让我们来看看如放大图 38-10( b > 所示的、长度为的体积元所发生的情况。设在一 
小段棒的端1处有转矩而在端2处有一不同的转矩 Hz + Az ), 如果足够小，则可 
采用泰勒级数把它展开并写成 

r(z + Az ) = r ( z ) + ( 髮) Az . (38.27) 

作用戈 : r 与 z + △: r 间那一小段棒上的净转矩显然等于 rU ) 与 rU + Az ) 之差，即 △!• = 
( a r / a z ) Az 。 对式 (38. 26) 取微分，得 

△ r = " 夸 J ? Az - (38. 28) 

这个净转矩的效果是对该小段棒提供一个角加速度。这小段棒的质量为 


• 原图中箭头方向有误，已改正。 
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AM = (jta 2 Az)(0, 

式中 (0 为材料密度。我们曾经在第1卷第19章中算出一圆柱体的转动惯最为 mr 2 /2,若把 
上述那小段材料的转动惯量叫作 △/, 则有 

A/ = jpa'Az. (38.29) 

牛顿定律讲 :转矩 等于转动惯量乘以角加速度，即 

Ar = A/ (38. 30) 

把每个公式集合起来，我们得 

#夸 = f ~‘ Az 穿 

或 

沪 今一兑 沪今一 

3 ? (38 ' 31) 

你会认识到这是一个一维的波动方程。我们已求得扭转波将以下述速率沿棒传播 下去： 

= ^f^- (38.32) 

棒 越致密 ——对于相同的刚度来说一波行得 越慢； 而棒 越坚硬 .则波发展下去就坞侏。这 
速率与棒的直径基关。 

扭转波是剪切波的一个特例。—般说来，剪切波是其中应变不会改变材料任何部分住 
g 的那种波。在扭转波中，存在这种切应力的一个特殊分布一即分布于一个圆周上。 i 
G 于切应力的任一种安排，波将以相同速率一即由式 （38. 32) 所给出的那一速率——传 
播。例如，地霣学家发现了在地球内部传播的这种波。 

在一固体材料内部，我们还可以有另一种弹性领域中的波。如果你推动某一件东西，就 
可以引起“纵”波一也称为“压缩”波，这有如空气或水中的声波一位移与波的传播沿同 
一方向（在一弹性体的表面上也还可以有其他类型的波——叫“瑞利波”或“乐甫波"。在其 
中应变既不是纯纵向的也不是纯横向的。我们目前没有时间研究它）。 

正当我们论述波这个课题时，试问在像地球这样一块巨大的固体中纯压缩波的速度究 
竟如何？我们所以讲“巨大”，是因为在一粗而厚的物体中^速与在一根（比如）细棒中的 
声速不同。所谓“粗厚”物体,是指其横向尺寸比声音的波长要大得多。于是，当我们推动该 
物体时，它就不能向旁伸展一只能在一维上受压缩。幸亏，我们已算出了一块受约束的弹 
性材料的特殊压缩情况，亦曾在第1卷第47章中算出过气体中声波的速率。按照同样的论 

证你可以知道，在固体中声音的速率等于 ■v/y'/p, 其中 y' 为受约束情况下的“纵向模 
量”一或压强除以长度的相对变化，这恰好就是我们曾在式 (38. 20) 中得到的 F/A 对 M/1 
的比。因此，纵波的速率由下式 给出： 
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只要 < r 在零与 | 之间，则剪切模量"就小于杨氏模量 y , 而 y 比 y 还要大，因而 

^ < y < r. 

这意味着纵波比剪切波传播得 更快。 一种用来量度物质弹性常数的最精密方法，就是测 
量该材料的密度和这两种波的速率。从这种数据我们就能得到 y 和 cr 。 顺便说说，通过 
对发自一次地震的那两种波到达时间差的测 fi ， 一位地震学家——甚至仅从一个站所收 
到的信号——就能够估计出振源的距离。 


§38-4 弯曲的梁 




m 38-n 


-根弯曲的梁 


现在要来考察另一个实际问题——棒或梁的当我们弯曲一根具有任意截面的棒 
时，力会怎么样呢？虽然我们将算出的是设想的一根 
具有一圆截面的棒，但其答案将适用于任何的形状。 

然而，为了节省时间，我们将抄近路，因而即将得到的 
理论仅仅是近似的。我们的结果将只在弯曲的半径 
比梁的厚度大得多时才正确。 

假定你抓住一根直棒的两端而把它弯成像图 
38-11 那样的曲线，在该棒内部会发生什么情况呢？ 

噢，如果它被弯曲了，则意味着在该曲线之内的材料 
受到压缩，而在曲线之外的材料受到拉伸。存在某一 
个近似与棒轴平行的面 
既不被拉长也不被缩 
短,这个面叫做中性面。 

你会预期，这个面靠近横截面的“中间”。可以证明（但我们将 
不在这里做出 >:对于简单梁的微小弯曲，中性面会穿过横截 
面的“重心"。这只有对于“纯”弯曲——只要你不同时对梁拉 
伸或压缩一才正确。 

这样，对于纯弯曲来说，梁的一块横向薄片就会如图 
38-12( a ) 所示的那样变形。在该中性面之下的材料具有复距 
这一中性面的距离成珥比的压缩 应变； 而在其上的材料则被 
拉伸，其应中性面的距离。因此，纵向仲长 
A / 与高度: y 成正比，其比例常数恰好就是/除以该棒的曲率 
半径——参见图 38-12： 

¥ = 2 
I R' 

所以在: y 处的一条小带上单位面积的力——应力——也与距 
( b ) 中性面的距离成 正比： 




图 38-12 (a) —根弯曲梁中 

的一小 片段； （b> 梁的横截面 


(38.34) 
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现在让我们来考察这一应变产生的左。作用于图 38-12 中那一小段上的各个力如图所 
示。如果设想任何横向截面，则作用于的力在中性面之上朝一个方向，而在中性面之下 
则朝另一个方向，它们成对地构成一个“弯曲转矩”®?—这指的是绕该中性线的转矩。我 
们可通过对图 38-12 中那样一小段的一个面上的力乘以距中性面的距离,然后进行积分，从 
而计算出总 转矩： 

SR = [ ydF. (38.35) 

J 機鏡酾 

根据式 (38.34), dF= (y>«/R)dA, 因而 

sw = |-Jycu. 

y 2 dA 的积分我们可称之为该几何截面绕穿过其“质心”的水平轴的“转动惯量，我们将把 
它叫作/: 

职 =¥, (38.36) 

I = JydA. (38.37) 

于是，式 (38. 36>向我们提供了有关弯曲转矩 3R 与梁的曲率 1/R 之间的关系。梁的“刚 
度”与 y 和转动惯 R / 均成正比。换句话说，如果你要用比如说一定数 tt 的铝来制造一根 
尽可能强硬的梁，那你就得把尽可能多的铝放在离中性面较远的地方，以便造成一个大的转 
动惯然而，不能把此推至极端，因为这么一来该件东西就将不会如我们所假定的那样弯 
曲——但却将弯折或曲折，因而又会变成较脆弱了。可是现在你已明白，为什么结构梁要造 
成工字形或 H 字形 一 如图 38-13 所示的那样。 




围 38-13 “工字 ••梁 围 38-14 —端加有 ffifi 的一根悬臂梁 

作为梁方程式 (38. 36>的一个应用例子，让我们算出有集中力 W 作用于其自由端的一 
根悬臂梁的偏离，如图 38-14 所示意的那样(所谓“悬锊”我们只是指梁被支持得使其一端的 
位置斜率都保持固定——它被插入水泥墙内）。这根梁的形状将会怎么样呢？让我们把 
距固€端的距离为 z 处的偏离量叫作 z , 我们希望知道 dz ), 将只对小的偏离作出计算，也 
将假定与其截面比较起来梁是很长的。现在，正如你已从数学课中懂得，任一条曲线 z ( x ) 
的曲率 1/ R 由下式 给出： 


* 当然，那实际上就是单位面积具有单位质霣的一个薄片的转动惯量。 
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丄 = 6 ? z / Ax z ..... 

R ~ [l + ( dz / dx) 2 ] 3/J ’ 

由于我们只对于小斜率感兴趣——这往往是工程结构中的情况一与1比较起来略去 
( dz / dx 〉 2 , 从而取 

去=& ( 38 . 39 ) 

我们也需要知道弯曲转矩钡，它是 Z 的函数，因为它等于绕任一个横截面的中性轴的转矩。 

让我们略去梁本身的重量而仅仅考虑在梁末端处向下的力 VV (如果你愿意的话，可以把梁 
的重量也考虑进去）。于是在 x 处的弯曲转矩为 

9 K ( x ) = W ( L - x ), 

因为那是由重嫌 W 所施加的、围绕着 x 点的转矩一梁必须在 I 处加以支撑的转矩。我们 
就得到 

W(L- x) = f = YI ^ 

或 2 

0 = ^( L - x ). (38.40) 

这是一个没有什么窍门的、可以积分的方程，结果得到 

2 = 畀(亨-誓)， （38 . 41) 

这里利用了在1 = 0处 2 (0)=0及 dz / cb : 也等于零的假定。那是由梁的形状决定的。末端 
的位移为 s 

• * (L) = YiT ' (38.42) 

即一根梁末端的位移随长度的立方而增加。 

上面在导出梁的近似理论时，我们曾经假定过梁的横截 
面在梁被弯曲时不会改变。当梁的厚度与曲率半径相比显得 
微小时，因横截面的改变非常小，所以我们的结果是好的。不 
过,一般说来，这一效应是不能忽略的，正如你能够通过把一 
块软橡皮擦弯曲在手指上而容易自行验证出来那样。如果原 
来的横截面是一个矩形，你将会发现，当它被弯曲时在其底部 
会凸起来(见图38-15)。此事之所以发生，是因为当我们推 
压其底部时，材料便向旁延伸——正如由泊松比所描述的那 
样。橡皮是容易弯曲或伸长的，但它有点像液体，即很难改变 
其 ft ® 一犹如你在弯曲那块橡皮擦时它所明白表现出来的 
那 I 对于不可压缩的材料，泊松比应该恰好等于1/2—— 

橡皮几乎就是这样。 
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§38-5 弯 折 


现在要用我们关于梁的理论来理解有关梁或者柱和棒弯折的道理。考虑示意图 38-16 
中所表示的情况，一根原来是直的棒，在其两端受一对反向力所推压而保持弯曲的形状。我 
们想要计算这根棒的形状以及作用于两端的力的大小。 

端之间直线的偏离为: yU >, 其中 ： r 
为距一端的距离。在图中 P 点的弯曲转矩钡等于 
力 F •乘以力臂，即垂直距离 3 S 

9 R ( x ) = Fy . (38.43) 

利用关于梁的方程式 (38. 36>,便有 

9 38-16 一根弯曲的梁 ^ = Fy . (38.44) 

对于小偏离来说,可以取 1 /R =— d 2 y / Ar 2 (负号来源于向下弯曲）。我们就得到 

髮 = -‘， （ 38 . 45 〉 

这是正弦波的微分方程。因而对于企的偏离，这样一根被弯曲的梁其曲线为正弦曲线。这 
正弦波的“波长” A 为两端间距离 L 的两倍。若弯曲程度很小，则这正好是棒未被弯曲时长 
度的两倍。因而该曲线为 

y = Ksin irx / L . 

对此式取二次微商，便得 

将其同式 (38. 45) 比较,可以看到力为 

F = (38.46) 

对于微小弯曲来说,力与弯曲位移^无关！ 

这样，在物理上就小于式 (38. 46 >所给出的 F ,则根本就没有什么弯 
曲。但如果稍微大于这个力，则材料将突然严重弯曲——这就是说，对于超过这一临界力 
； r z V 7/ L 2 ( 常称为“欧拉力”）的那些力，梁将"弯折”。如果一座建筑物的楼上的负载超过了 
支柱的欧拉力，则该建筑物将倒塌。另一个显示这种弯折力最重要的地方是在太空火箭上。 
一方面，火箭必须在发射台上能够支持它本身的重量并在加速期间能够经得起那些 应力； 另 
—方面，重要的是把结构的重量保持极小，以便使有效负载和燃料容置尽可能 地大。 

事实上，当力超过欧拉力时，梁未必就完全坍缩下来。当位移变大时，力会大于上面所 
求得的力，因为我们曾略去了式 （38. 38) 有关 1/ R 中的一些项。为要求得梁严重弯曲时的 
力，就必须回到准确的方程式 (38. 44) 上去,它是在我们采用有关 K 与 y 间的近似关系前就 
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已经得到的。式 (38. 44) 具有一种相当简单的几何性质"，要把它算出来稍微有点复杂，但 
却是相当重要的。不用 x 和^来描述该曲线，我们可以用两个新的 变数： S , 即沿曲线的距 
离; (?, 即该曲线的切线的倾角。参阅图38-17。曲率就是该角随距离的变 化率： 

i_ = dd 
R ~ dS ' 



图 38-17 关于一根弯曲 梁的曲 线坐标 S 和 


因此,我们能够将那个准确的方程 <38. 44) 写成 

= __F 
dS _ Yf y， 



如果取上式对于 S 的微商并用 sin 0 代替 dy / dS , 则我们得 

磬 =-^sind (38.47) 

[如果0很小，便会回到式 (38. 45)。一切都行了]。 

现在，当你知道式 （38. 47) 刚好就是你所获得的关于 
摆作大幅度振动的方程式时一当然，其中 f /( y /) 要用 
另一个常数来代替，你或许会感到喜悦或者不高兴。我们 
早就在第1卷第9章中学习过如何通过数值计算来求解 
这样的方程你所得到的解答就是某些令人神往的曲 
线——称为“弹性”曲线。图 38-18 显示对于不同 F /( yj ) 
值的三条曲线。 



• 偶尔，同一个方程也出现在其他的物理悄况中——例如，在两块平行平面之间所包含液体的弯月 
面——而同样的几何解答可以 通用。 

** 这些解也可用称为••雅可比椭圆函数"的一些函数来表示，这些也已被某些人算出来了。 



第 39 章弹性材料 


§39-1 应变张量 

上一章我们曾谈到一些特殊弹性体的形变，本章我们将要考察弹性材料内部可能 
发生的情况。我们希望当用某种复杂方式把一大团果子冻扭转和压缩时，有可能描述其内 
部的应力和应变的情况。要完成此事，就需要能描写弹性体中每一点上的局域应变。对此， 

我们可以通过对毎一点给出一组六个数- 个对称张置的分量一来我们就 

曾谈及应力张量（第31章），现在却需要应变张量。 

考虑从一块起初未发生任何应变的材料出发，并注意当其发生应变时埋在材料里的一 
个小“灰尘”斑点的运动。原来被放在 P 点、即 r = ( I , ; y , =0处的斑点，移到如图 39-1 所示 
的，点、即 〆 = ( 〆 ，/, 〆 ）处。我们把从 P 至 〆 的矢置位移记作《。于是 

“ = 〆 一»■• (39.1) 

当然，这位移《依赖于我们出发的一点因而《就是 r 的一个矢 ft 函数一或者，如果你 
喜欢的话，也即是 U , L d 的函数。 

让我们首先来考察应变在整块材料中是常数的那种简单情况一因而我们就有所 
匀应变。例如，假设有一块材料,将其均匀拉伸，仅仅在一个方向一比如在 x 方向一上 
均匀地改变它的长度，如图 39-2 所示。位于 x 处斑点的位移与； c 成正比。实际上， 

Hi = ^ 



图 39-1 在未发生应变的一块材料中位于 P 点处的斑点，当材枓发生应变后移到点处 
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我们将~写成 这样： 

u x = e a x. 

当然，比例常数^与 △/// 是同一件事（你不久 
就会看到为什么我们要用一个双重脚标）。 

如果应变不均匀，则 I 与 X 的关系将在 
材料里逐点改变。对于一般的情况来说，就要 
用一种局域的 △///, 即用下式来定义 

e a = duj /dx. (39.2) 

这个数一它现在是 I , >>和 * 的函数一描 
述整块果子冻中: r 方向的伸长置。当然，此外 
还可以有沿: V 向和 z 向的伸长，我们用下列两 
个数值来 描述： 

e ” = 普， e - = 17 - (39 - 3) 


应变发生前 



我们也需要能描述剪切型的应变。假设 » 39 ' 2 均匀拉伸型应变 

我们想象在起初未发生形变的果子冻中标示 

出一个小立方体。当这团果子冻被推压而变形时，立方体的一个面可能变成一个平行四边 
形，如图 39-3 所示意的那样 • 。在这种应变中，每个质点在: c 方向的移动与; y 坐标成正比， 


还有一个正比于 x 的 ； y 方向的位移, 


u , 

应变发生前 



jy , 09.4) 

jx . (39.5) 



• 我们暂时选择把总剪切角0分成两个相等部分，并使该应变相对于 I 和: y 是对称的。 
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因此,我们就能够通过写出 

U. — e^,y, Uy = e„x , 

其中 

_ e 

= Y 

来描述这种剪切型应变。 

现在你也许会想到，当应变不均匀时，我们可以用下面对这两个量所下的定义 
来描述普遍的剪切 应变： 

势，〜 = 会 （39 . 6) 

不过这里有一点 困难。 假定位移》«和《，分别由下式 给出： 

U. = yy, U y =- yx. 

除了的符号相反之外它们就很像式 (39. 4) 和 (39. 5)。 对于这些位移来说,果子冻中一个 
小立方体将仅仅转过一个角度如图 39-4 所示。完全没有什么应变一只不过在空间 
中的转动,材料没有变形，所有原子的相对位 H 都根本没有改变。所以应当想办法使纯转动 
不包括在我们对剪切应变的定义之中。关键点在 于：若 和 3〜/ a ； y 相等而相反，则没 
有应变，因此，我们可用下列定义解决 问题： 

e„ — e„ = /3a: + 3u, /3y). 

对于纯转动来说，两者均等于零，但对于纯剪切则会得到等于这正是我们想要的那 
种关系。 


转动前 转动后 



图 39-4 均匀转动一没有应变 


在最普遍的形变中一可以包括伸长或收缩以及切变在内一我们可通过给出九个数 
值来定义应 变态： 
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— 尝， 

-=^ 


= y(3u, /3i + 3u x /3y), 


(39.7) 


这些就是应变张量的各项。由于它是一个对称张量—我们的定义总是使得^ = ~ — 
实际上，它只有六个不同的数。你会记得（见第31章），张置的普遍特征 是：那 些项都会像两 
个矢量的分量之积那样变换（若 A 和 B 都是矢量，则 Q = A . B , 便是一个张 ft )。 ~的每一 
项都是矢量“ = ( u ,, u y , u ,) 和算符 ▽= ( a 沒: T , ap ； y , a / a z ) 的各分量之积(或这种积之 
和〉 ，我们知道后者如同一个矢置那样变换。让我们令 X ,, X 2 , A 各代表: r , h 而 
u 2 , u 3 各代表则可以将这个应变张量的普遍项 ~ 写成 

ti , = Y ^ 3u ' ^ x> 3u, ^' (39.8) 


式中， i 和） 各可以是 1, 2或3。 

当有一均匀应变一可以包括拉伸和剪切一时，则所有的~都是常数,因而可以写出 
u , = e„x + e„y + e„z (39.9) 

(我 们选取《为零的那一点作为 or , : y , z 坐标系的原点）。在这种情况下，应 变张揪 ~会给 
出坐标矢 ftr = U , y , 2 )和位移矢《“=(«„ 1 ^, 之间的关系。 

当应变不均匀时，果子冻的任一部分也可能受到一些扭转一会存在局域转动。若形 
变都很小，则应该有 

△“• = — a »«) A _ r , , (39.10) 

i 

式中 o », 是一个反对称 张员. 

an , = Y ^ 3u, ^ Xi ~ 3u, & x i 、, (39. 11) 


上式能够描述转动。可是，我们将不再为转动操心，而仅关心由对称张 M 描述的应变。 


§39-2 弹性张量 


我们已描述了应变，现在要把这些应变与内力——材料中的应力——联系起来。对于 
材料中每一小部分,假定胡克定律都成立，因而将应力写成正比于应变。在第31章中，我们 
曾把应力张置5.>定义为在整个垂 直于） 轴的单位面积上的力的第；个分置。胡克定律讲， 
&，的每一分量与每一个应变 分置都 为线性关系。由于 S 或 e 每个有9个分量，因此会有 
9 X 9 = 81 个可数被用来描述材料的弹性。如果材料本身是均匀的，则它们都是常 
数。现在把这些系数写成 C , > u ，并由下式 定义： 
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Si , = ^^ C , jU e k i , (39. 12) 

k. I 

其中 i ,), l / 都可取丨， 2 或 3 的值。既然这些系数 C it , 把一个张量与另一个张量联系起 

来，所以它们本身也就形成一个张置-个四阶张量，可以称它为弹性张置。 

假定所有的 C 均为已知，而你将一个复杂&作用于某一特殊^^体之上。将会 
有各式各样的形变，而该物体就将形成某种被扭转过的形状。位移将会怎样呢？你可以看 
出那是一个复杂的问题。假如你知道了应变，你便能够由式 （39. 12>求出应力一或者相 
反。但在任一点上，你所获得的应力和应变都将取决于材料的所有其余部分发生的情况。 

解决这一问题的最易途径就是考虑 能跫。 当有力 F 正比于位移 I 时，比如说尸= 

则对于任意位移 x 所需之功为 々 x 2 /2。同理，可以证明进入单位体积形变材料内的功 切为 


w = 4 - ^ C ^ ue ^ eu . (39.13) 

在使物体形变过程中所作的总功 W 为功对整个体积的 积分： 

W YiC vil e h e u AV . (39.14) 

J 6 OH 

于是，这就是储藏于材料内应力中的势能。现在当物体处于平衡态时，其内能必然处在极 
因此，求物体中应变的问题，就可以通过求出整个物体的一组位移《—将使得 w 为 
极小‘一而得到解决。我们曾在第19 章 中提供过处理像这一类极小值问题时使用到的变 
分法的某些普遍概念。这里不能对 这一问 题进行更详尽的深入讨论。 

现在我们主要感兴趣的是，关于弹性张 址的一 般性质我们能够说些什么。首先，很明 
显，实际上在 C „„ 中并81个不 同项。 由于 S ,, 和两者都是对称张 M ,所以每个张 M 就 
只有六个不同项，因而在中至多也只能有36个不同项。然而，存在的项往往比这还少 
得多。 

让我们考察立方晶体的特殊情况。在其中，能 tt 密度〜像下式这样开始 写起： 

vj = y t C„„eL + C „, y e „ e ly + C ^, e a e „ + C „ yJ e a e n 4- C „„ e „ e „ H - h C „ y , e l „ H - |, 

(39.15) 

共有 81 项！但是立方晶体具有某些对称性。特别是，如果晶体被转过90°,则它具有相同的 
物理性质。对于在3< 方向的拉伸与对于在 x 方向的拉伸来说具有相同的刚度。因此，如果 
我们改变式 (39. 15) 中关于 I 和; y 两坐标方向的定义，则能量就不会改变。对于立方晶体 
来说,必然有 



其次，我们还能够证明，像 C „ ，那些项一定会等于零。立方晶体具有这么一种性质，即 
在与轴正交的任何平面的5 射之下 它是对称的。若我们用一: V 代替: V ，不会有什么差别。 
但当由: y 变至一>>时〜会@一〜一以前朝向的位移现在朝向 一 y 了。如果能量不 
会改变，则当我们做反射时,，就必然变成一 ，。但反射后的晶体与以前的相同，因此 
就必须与一相等。这只有当两者均等于零时才能实现。 
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你会 说：“ 但同样的论证也将使=0 啊！ ”不对，因为这里共有四个 y 。 对于每个; y , 

符号都要改变一次，而四个负号就会造成一个正号。因此，若有匿个^个: V ,则该项的确 
不必为零。只有当出现二或吴个: V 时，它才是零。所以，对于立^晶体^说, C 的任何不等 
于零的项将只有偶软个相同的脚标(上面我们对于: y 所做的论证，显然对于: r 和 Z 也都有 
效）。于是，也许会有像 C„„, C ~，， ，等等的项。然而已经证明，若把所有的: r 都改成 
y , 以及相反(或把所有的 z 和所有的: r 对换，等等），则我们必定获得—对于立方晶体来 
说——相同的数值。这意味着只有三种不同的非零可 能性: 

( = C „„ = C«,), 

c„„(= = C„„ ，等等）， (39.17) 

C w (= C w = ，等等). 

于是，就立方晶体来说，能置密度看来会像 这样： 

w = ^ (eL + + ei) + 2C = ” (e a e„ + e„e„ + e„e„ ) + 4C w (eJ, + e\. + e 2 „)\. 

(39. 18) 

就各向同性一也就是非晶的一材料而言，对称性还会更高。那些 C 项应该对于坐 
标系的任何选取都相同。于是结果是,在那些 C ' 项中还存在另一个关系式，即 


c„„ = C„„+C w . (39.19) 

通过下面的一般论证可以看出的确是这样。应力张 tt 与％ 必须与坐标方向完全无关的 
方式相联系，即必须只由 gfift 来联系。你会说 :“那 很容易。”“从~得到 S , 的唯一途径，就是 
由一个标歎常数相乘，它正好就是胡克定律，所以它必定是 s v = ( 常数）~”，但这并不完全 
对，因为也可能存在由羊位张 HA 乘上与％成线性关系的某个标置。你能够用*线性地构 
成的唯一不变 tt 是 Sg (它如同标 tti + y + Z 2 那样变换）。因此，把与％联系起来的 
方程的最普遍形式一对于各向同性材料来说一为 

S , = 2 P e v + A ( S «-)^ (39.20) 

* 

(第一个常数往往被写成纟乘以~这样该 系数# 才会等于我们在上一章中曾定义过的剪切 
模量）。^和 A 这两常数^为拉梅弹性常数。将式 (39. 20) 和 (39. 12) 两相比较，你就会看出 

C ay , = A , 

C w = 2^, (39.21) 

C„„ = 2fi + \. 

因此，我们已经证明了式 (39. 19) 的确是正确的。你也会看到，各向同性材料的弹性可由两 
个常数完全给出，正如我们曾在上一章中说过的那样。 

这些 c 项可用以前曾经用过的任意两个弹性常数一例如杨氏模量 y 和泊松比 a — 
来表示。我们愿意把下列各式留给你们去 证明： 
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YT~ a ( l + T^2c)' 
TT- a (r=^)' 


(39.22) 


§39-3 在弹性体中的运动 

我们已经指出，处于平衡中的弹性体其内应力自身会做调整，以使其能量极小。现在来 
做一番考察.当内力王平衡时会发生什么情况。让我们 
假设，在某个表面 A 内有一小块材料,参见图39-5。如 
果这一块处于平衡之中，则作用于其上的总力 F 就必 
然为零。可以设想，这一个力是由两部分组成的。一部 
分可能是由像重力那样的“外”力引起的，它是从远处作 
用于该块材料而产生的 单位体积的力 /_。而总外力 
就是这 / v 对整块材 



= J / 外 dv. 


(39.23) 


平衡时，这个力会被来自附近材料对整个表面 A 作用 
的总力所抵消。当这块材料不是处于平衡中 
时一如果它在运动——则这个内力与外力之和就应 
等于质 ft 乘以加速度。我们应有 


馭 +F 内 


^ rdV , 


(39.24) 


其中 P 为材料密度，而 F 为其加速度。现在我们可以把式 （39.23) 和 （39. 24) 两者结合起 
来，从而写成 

F 内 = \ v (~U+pr)dV. 


将通过 

/ = 一 / 外 +〆 

这一定义来简化我们的写法。于是，式 (39. 25) 可以写成 


F 内 =J v /dV. 


(39. 25) 

(39. 26) 

(39. 27) 


被称为的这个积分与材料内的应力有关。该应力张量 S ,, 曾（在第31章中）被这样 
定义，使得跨越单位法线为 /| 的一个表面元 da 的力 dF 的; r 分量由下式 给出： 


dF x = (S a n x 4- SryTi, -f S«n r )da. 


( 39 . 28 ) 
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于是作用于那一小块材料上的 F n 的 x 分量，就是 dF ， 对整个表面的积分。将此式代入式 
(39.27) 中的 x 分量中，得 

4- S ^ n , + S „ n c )da = j ^/ x dV . (39. 29) 

我们已有面积分与体积分的关系一而这就使我们想起曾在电学中学过的某种东西。 

注意，如果忽略式 （39. 29) 左边每个 S 的第一个下脚标: c , 那么它看来就恰好像量 
“ S ” • 《——即一个矢量的法向分量——对整个表面的积分。它应该是从该体积流出去的 
“ S ” 的通量。而倘若利用高斯定律，则可以写成 “ S ” 的散度的体积分。事实上，无论该; c 脚 
标存在与否，它总是正确的——它仅是你可以通过分部积分而得到的一个数学定理。换句 
话说，我们可将式 (39. 29) 改写成 

= ( 39 . 3 。> 

现在就可以去掉那些体积分，而把/ 一般分量的微分方程 写成： 

/• = E (39.31) 

上式告诉我们单位体积的力如何同应力张 M S , 联系起来。 

关于固体内部运动的理论就是这样做出来的。如果从认识初位移一比如说，由《所 
给出——着手，则可以算出 q 。 从这些应变又可以根据式 （39. 12) 而得到应力。从这些应 
力可以得到式 (39. 31) 中的力密度/。一旦知道了/,就可以根据式 (39. 26) 获得材料的加 
速度这会告诉我们位移将如何变化。把所有结果都聚集在一起，便会得到关于弹性固 
体的可怕的运动方程。我们只写出对各向同性材料所得到的结果。如果你用式 (39. 20) 表 

示 S “并将~写成 /3 xj + au , /3 x ,), 则你最后会得到这样一个矢 S 方程： 

/= ( A +/ i ) V ( V - hJ +^ V 2 !!. (39.32) 

事实上，你能够看出 / 与 u 相联系的方程必然会具有这种形式。力必然取决于位移《 
的二次微商。由《的二次微商构成矢量的到底有哪些呢？其一是 ▽(▽•«), 那是一个真正 
的矢 ft , 仅有的另一个矢嫌是 V 2 !!,因此最普遍的形式为 

/ = aV ( V - ii )+6 V 2 «, 

它就是式 (39. 32), 只是常数的定义不同而已。你可能会觉得奇怪，为什么我们没有用到 
▽ XVX “ 作为第三项，因为它也是一个矢置。但要记住 ， VXVX “同是同 
—件事，因而它就是我们所有的两项的一个线性组合。把它加进去不会增加任何新东西。 
我们再一次证明了各向同性材料只会有两个弹性常数。 

对于这种材料的运动方程，可以令式 (39. 32) 等于——目前略去任何像重力那 
样的彻体力——并得到 


/ > ^F = (A+a ， )V(V-«)+^V 2 «. 


( 39 . 33 ) 
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它看来有点像我们以前在电磁学中曾有过的波动方程式，只不过有一个附加的复杂项。 
对于弹性处处相同的材料，按下述办法可以弄清楚其一般解的表现形式。你会记得，任 
何矢量场都可以写成两矢置之 和：一 个矢量的散度 为零； 另一个矢置的旋度为零。换句 
话说，我们可令 



II = II , +1| 2 , 

(39. 34) 

其中 

V • II , = 0, V X 1«2 = 0. 

(39.35) 

用 

+ 代替式 (39. 33) 中的 II ，我们得 



p 3 z /a + h 2 ] = U + 

(39.36) 


可以通过取这一方程的散度而消去 tt , , 


p3 2 々 《*(▽. “:> = U + WV^V. «:>+/!▽. V 2 ^. 

由于算符 ( V 2 ) 和 (▽ •) 可以相互交换，所以我们能将散度作为一个公因子提取出来,从而得 
V - \ pd i u 2 ! dt l - (A + 2^) V 2 !!： I = 0. (39.37) 

由于根据定义 VX « 2 =0, 所以整个括号 I 丨的旋度也等于零，因而该括号本身就恒等于 

零，即 , 

f > a z u 2 / at 1 = (A + 2") vW (39. 38) 

这是以速率 -= V(.X + 2^)/ p 运动的波满足的矢 fit 波动方程。由于的旋度为零,所以就 
没有任何剪切与这种波有联系。这种波正好 是上一 章中曾经讨论过的那种压缩——声音型 
的一波，而其速度就恰恰是我们曾求得的4«。 

同样地一通过取式 (39. 36) 的旋度一我们能够证明《,会满足方程 

pd z u , / dt 2 (39.39) 

这又是具有速率^ 的波之矢 ft 波动方程。由于为零，所以《,不会产生密度 

变化，这个矢相当于上一章中我们曾见过的那种横波或剪切型波，而 q 

要是我们希望知道各向同性材料中的静应力，原则上可以通过令/等于零一或等于 
像来自重力坏的那种静彻体力一在与施于该大块材料的表面上的力有关的一些条件下， 
求解方程式 (39. 32) 而找到。这比电磁学中的相应问题更困难一些。之所以较难，首先由于 
方程的处理稍微 困难； 而其次，则由于我们很可能感兴趣的弹性体的形状通常更加复杂。在 
电磁学中，我们所感兴趣的常常是环绕像柱体、球体等相对简单的几何形状来求解麦克斯韦 
方程组，因为这些都是电学设备的合适形状。在弹性学中，我们希望分析的东西却可能具有 
十分复杂的形状——像曲柄钩、汽车里的曲轴或汽轮机的转子。应用我们以前曾提及的最 
小能量原理，这样的问题有时可以通过数值计算法近似地算出。另一种办法是采用物体模 
型，利用偏振光在实验上测量内部的 应变。 

工作是这样进 行的： 当一种透明的各向同性材料——例如,一种像留西特那样的透明塑 
料——被置于应力之下时，它就变成双折射。如果你使偏振光穿过它，则偏振面会被旋转一 
个与应力有关的角度。通过测量这个旋转角度，你就能测出该应力了。这样的装置看起来 
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会如图 39-6 所示的样子。图 39-7 则是处于受力状态下的复杂形状的光弹模型的照片。 



图 39-6 用偏振 光测租 内应力 围 39-7 从两块互相交叉的偏振片 间所吞 到的处在受力 

状态的一件塑料模型[转 ft 自 Sears F W . 0/./. C 5 , 1949] 

§39-4 非弹性行为 


迄今在我们所谈及的一切情况中都捋假定应力正比于应 变；一 般说来，这是不正确的。 
图 39-8 显示一种可延性材料的典型应力-应变曲线。 

对于小应变来说，应力与应变的确成正比。可是，《 

后当越过了某一点之后，应力与应变的关系就开始与 
直线有所偏离了。就许多种——我们总称之为••脆 § 

性”的一材料来说，只要应变稍微超过该曲线开始 ^ 

弯下去的一点，物体就会破裂。一般说来，在该应力- 
应变关系中还有其他复杂性。例如，若你使一物体变 
形，则应力最初可能会很高，但随着时间推移应力会 
慢慢降低。而且，如果已达到了高的应力，但还未达 
到“破裂”点，则当你减少应变时，应力将会沿另一条 
曲线返回。即有一个小小的滞后效应（类似我们在磁 m 
性材料中见到的 B 和 H 间的关系曲线）。 

材料将会破裂的那个应力 ，一 种材料与另一种材料的差异很大。有些材料在最大拉伸 
应力达到某一定值时发生断裂，另一些材料则会在最大剪切应力达 到某一 个值时破裂。粉 
笔是一种张力比剪切力弱得多的材料的例子。如果你拉一支粉笔的两端，粉笔将在垂直于 
所加应力的方向上断裂，如图 39-9 U ) 所示。之所以在垂直于外加力的方向上断裂，是由于 
粉笔不过是一群易于拉开的粒子被紧压在一起而已。然而，这一材料却难于发生切变，因为 
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其中粒子会彼此互相妨碍。现在你会记起，当有一根棒处于扭转中时，则环绕着它各点都存 
在剪切力。并且，也曾经证明过,剪切应力等效于拉伸应力与压力在45°角上的组合。由于这 
些原因，如果你 gg —支黑板上用的粉笔，它将沿着与轴成45°角开始的一个复杂的面破裂。 
一支这样破裂了的粉笔的照片如图 39-9( b ) 所示，粉笔是在拉伸应力最大的地方破裂的。 



*39-9 (»> 两端受拉力而断裂的一支 粉笔； （ b ) 因扭转而断裂的粉笔 


别的材料表现出奇特而复杂的行为。材料越复杂，其行为就越发有趣。如果取一条莎 
纶头巾，把它揉皱成一团，并将其投掷到桌面上，则它将会缓慢地自己舒展开来从而恢复它 
原来的平坦形式。乍看起来,我们也许总会以为是惯性在阻碍着它回复原来的形状。然而， 
简单的计算表明，惯性对于解释该效应小了好几个数 燉级。 似乎存在两种重要的互相对抗 
的效应 :材料 内部“某种东西”会“记得”它原先有过的形状，并“力图”恢 M 原样；但另外某种 
东西“更喜欢”新的形状，而“阻止”回到原先的形状上去。 

我们将不尝试去描写莎纶塑料中起作用的那种机制，但你可从下述槔型中获得关于这 
种效应怎么可能发生的一些概念。假设你想象一种材料，它由长而柔顺但却坚韧的纤维与 
充满着黏滞性液体的某些小孔互相混合在一起而构成。也想象从一个孔到邻近的孔存在一 
些狭窄的通道使得液体能够从一个孔缓慢地渗入邻近的孔。当我们揉皱一片这样的材料 
时，使那些长纤维变了形，把在一处小孔里的液体挤压出来而逼进到那些正被拉伸着的其他 
小孔中去，在我们把那片材料释放后，长纤维会试图恢复它们原来的形状。但这样做时，必 
须迫使液体回到原先的位罝上去一由于黏滞性的缘故这将进行得相当慢。在我们将该片 
东西揉皱时所加之力，比起由那些纤维所施之力要大得多。我们能够迅速地将其揉皱，但恢 
复的过程就较为缓慢了。这无疑是那些大而强硬的分子与一些较小而易移动的分子在莎纶 
头巾中的组合是造成它行为的主要原因。这一概念也符合下列 事实: 材料在温暖时会比寒 
冷时更迅速地恢复到它原来的形状——热量增加了较小分子的可动性(降低了黏滞性）。 

虽然我们刚才正在讨论胡克定律为何会失灵，但引人注目之处或许不是胡克定律对于 
大的应变会发生失灵，而是它总是很普遍地成立。我们通过考察材料中的应变能量可以获 
得这事情为什么会这样的某些概念。提出应力正比于应变，同提出应变能量随应变的平方 
而变化，是同一回事。假设把一根棒扭转了小角度^如果胡克定律正确，则应变能量应当 
与0的平方成正比。如果我们假定这个能董为旋转角度的任意函数，那就可以把它写成关 
于零角度的泰勒展 开式： 
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U(0) = U(O)+U\O)0+\u"(.O)^ + jLT (0 W + … （39. 40) 

L O . 

转矩 r 等于 1/ 对角度的微商，我们应有 

!■((?)= [/’(0)+ lT (0)(?++ Lr (0)^ + — (39.41) 

现在，若从那平衡位置度量我们的角度，则第一项为零，因而第一个留下的项是与0成正比 
的。而对于足够小的角度，它将比含夕的项占有明 S 优势[事实上，材料内部是足够对称 
的，以致 r (0) =_ r (_ d »), 于是这个含浐的项便将为零，因而与线性的偏离就只会来自那妒 
的项了。然而，为什么这对于压缩和伸张都应该正确，就找不出理由来了]。我们还未加以 
解 释的事情在于，为什么材料往往会在那些高阶项变得重要之后就立即断裂。 

§39-5 计算弹性常量 


作为有关弹性学的最后一个论题,我们想要指明，从构成材料原子的性质的某些知识着 
手，人们如何才能试图算出材料的弹性常置来。我们将仅仅考虑像氣化钠那样的离子立方 
晶体的简单悄况。当一晶体被变形时，它的体积和形状都会发生变化。这种变化导致晶体 


中势能的增加。要算出这应变能置的变化，得先 
弄淸楚每个原子的去处。在一些复杂晶体中，原 
子将按十分复杂的方式把它们自己安排在晶格 
中，以便使其总能 ft 尽可能地小，这使得对应变能 
tt 的计算相当困难。然而，在简立方晶体的情况 
下，不难#到将会发生的 情况。 晶体内部的形变 
在几何上将与晶体外部边界的形变相似。 

我们能够用下述方法算出立方晶体的弹性常 
»。首先，我们设想在晶体中每一对原子之间的 
某个力学定律。然后，计算出当晶体离开其平衡 
状态而发生形变时其中内能的变化。这向我们提 
供了一个能 ft 与包含所有应变的平方之间的关 
系。将用这种方法得到的能量与式 （39. 13) 相比 
较，就能够把每一项的系数看作是弹性常 a c v „。 

在我们的例子中，将设想一个简单的力的定 
律：两 相邻原子之间的力是史&力，意指力的作 
用沿着两原子间的连线。应该预期，离子晶体中 
的力与此相类似，因为它们基本上都只是库仑力 
(共价键力往往较为复杂，因为它们能够对相邻原 
子作用一个侧向的推力，我们将不考虑这种复杂 
性）。我们也将仅仅包括每个原子与其晕近邻及 
次近邻 原子之间的作用力。换句话说，我们将做 
一种近似，即略去所有超过次近邻的力。在： c ; y 平 



图 39-10 ( a > 我们正考虑的原子间的相互 
作用力； （ b ) 各原子由弹簧联系起来的模型 
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面上将计入的力如图 39-10( a ) 所示。当然，在和 zx 两平面上的相应的力也得包括进去。 

由于我们只对适用于小应变的弹性常量感兴趣，因而就只需要在能量中随应变的平方 
变化的项，所以就可以想象每一对原子之间的作用力是随位移线性地变化的。于是,我们还 
可以设想,每一对原子由一条线性弹簧联系着，如图 39-10( b ) 所示。所有连接钠原子与氮 
原子间的弹簧都应具有相同的弹性常量，比方说 I 。在两个钠原子间和两个氯原子间的弹 
篑可能具有不同的常量，但将通过把它们取作相等而使讨论较简单，我们将统称之为 h (在 
知道了计算如何进行之后，就可以在以后的计算中取不同的 * 值〉。 

现在假定晶体的形变是由应变张置~描述的均匀应变产生的。在一般情况下，它将具 
有与: r , : y 和 z 有关的各种分置，但现在我们将仅仅考虑具有〜，~和《„这三个分量的应 
变，以便易于对它进行想象。如果我们挑出一个原子作为原点，则其他每个原子的位移都可 
由像式 (39. 9>那样的方程来 给出： 


«x = e„x 4- e^y % 
+ e„y. 


(39.42) 


假设把那个在 a : = y = 0 处的原子叫做 “1 号原子”,并如图 39-11 所示的那样对它在 o :： y 平 
面上的一些近邻也加上号码。又把晶格常数称为1我们便得到列于表 39-1 中的那些 : c 方 
向和 y 方向的位移心和 M ，。 




图 39-11 1号原子的最近邻及次近邻原子的位移(被夸大 了的〉 


现在可以计算储蔵于那些弹簧中的势能，即乘以每一条弹簧的伸长的平方。例如, 
在原子1与原子2间的水平弹簧中的能量为 



(39.43) 
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注意作为一级近似，原子2的 y 方向位移并不改变连接原子1与原子2间弹簧的长度。然 
而，要获得一条像连接到原子3的那种对角线弹簧的应变能量,就必须算出由于水平方向和 
垂直方向两个位移所引起的长度改变。对于偏离原来的立方体的微小位移来说，我们可以 
把到达原子3距离的改变写成和^在对角线方向上的分量之和，即 

利用从表上得到的 I 和^值，便可获得能量 

+ e ,, + e ^, + e „ ) 2 . (39. 44) 

对于在平面上的所有弹资的总能 ft , 我们需要像式 （39. 43) 和 （39. 44) 那样的八个 
项之和，称这一能为 I /。，则有 

Uo = y |*ieL + y («= + e „ + e „ + e„) z + 警(<? = — e „ — e „ + e„Y +leL 

+ y(«*r +«， + e„y + k , e 1 „ + y ( e „ (39. 45) 


表 39-1 


原 子 

位霣 : r.y 1 

Us 

U 7 

k 

1 

0. 0 

0 

0 

一 

2 

a. 0 


〜 a 


3 

a. a 

(，《 +e,y)a 

(9 +e„)a 

*2 

4 

0. a 



*1 

5 

— a, a 

{—•mm )a 



6 

一 a. 0 




7 

—a, —a 

— (e„ +€^)0 


h 

8 

0. -a 


a 

k\ 

9 

a, -a 



kt 


为了获得与原子 1 连接的所有弹簧的总能 ft , 还必须对式 （39. 45) 中的能量再添加一 
项。虽然我们只有应变的 I 方向和; V 方 向分* ，但仍然有在 i ； y 平面以外的、与次近邻相联 
系的某些能量，这附加的能 ft 就是 


^( el ^+ eW )- (39.46) 

弹性常量与能量密度 w 由式 (39. 13) 相联系。我们已计算出来的能量是与一个原子联 
系着的能量，更确切地说，是每个原子能量的两倍，因为每条弹簧能量的一半必须分配给连 
接着的两个原子中的每一个。由于单位体积里共有1厶 3 个原子，所以 u > 与的关系为 

W = &- 

要求出弹性常量 C , > w ，只需完全写出式 (39. 45) 中的那些平方项——再加上式 （39. 46) 
的那些项一并把的系数同式 (39. 13) 中的相应系数做比较。例如,把含有 eL 和项 
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都搜集起来,我们得到因子 
因而 


(*,+2* 2 )a l , 


_ k , + Zkz 


对于剩下来的项,就有一点儿复杂了。由于我们不能够把如这样的两项之积与 
区别开来，所以在这里的能置表式中这种项的系数就等于式 （39. 13) 中这两项之和。在式 
(39. 45) 中的系数为 2*: ,因而我们有 


但由于在我们的晶体中的对称性， c „„ = c „„ ，因而就有 



按照相似步骤，也可以得到 



a 后你们将注意到，任何包含 z 或: v 只有一次的项都为零一和上面根据对称性的论证得 
出的结论相同。把上述结果综合 如下： 



我们已能够把大块材料的弹性常量与由常量&和心表现出来的那些原子性质联系了 
起来。在我们的特殊情况中，= C 。，，。 结果是——正如你也许会从计算所要的方法中 
看到的一对于立方晶体来说，这些项玲絝相等，不管被计及的力项共有多少 ，只要 力的作 
用沿着每对原子间的连线——这就是说，只要存在于原子之间的力是像弹簧那样的力，而不 
是你也许会从一根悬梁那里得到的（以及你在共价键中所确实得到的）那种具有侧向部分 
的力。 

我们可以用测定弹性常置的实验结果来核对这个结论。在表 39-2 中所给出的是若干 
种立方晶体的三个弹性系数的观测值你将会注意到—般不相等。原因 
是,在像钠和钾那些金属中原子间的力，并不如同我们在上述模型中所假定的那样沿连接原 


• 在文献中你将常常发现使用不同符号的表示方法。比如,人们往往写成 c _ = c „, c „~= c 12 * 
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子的直线。金刚石也不服从该定律，因为在金刚石内的力是共价力，具有某种方向性——那 
些键会更喜欢处在四面体角内。像氟化锂、氮化钠那样的离子晶体，的确几乎具有我们在模 
型中所假定的全部物理性质，因而和就几乎相等。但不清楚为什么氯化银会不满 
足 C „„ = c w 这一条件。 


表 39-2* 立方晶体的弹性模 1( 以 10 l 2 dyn . C in l 为 单位〉 



c 如 



Na 

0. 055 

0. 042 

0. 049 

K 

0.046 

0.037 

0. 026 

Fc 

2.37 

1.41 

1.16 

金刚石 

10.76 

1.25 

5. 76 

A1 

1.08 

0.62 

0. 28 

LiF 

1.19 

0. 54 

0. 53 

NaCl 

0.486 

0.127 

0.128 

KC1 

0. 40 

0.062 

0.062 

NaBr 

K1 

0.33 

0.27 

0.13 

0.043 

0.13 

0.042 

AgCl 

0. 60 

0. 36 

0. 062 


•转载自 Kittel C. Introduction to Solid State Physics , 2nd ed. , 1956. 93 






第 40 章干水的流动 

§40-1 流体静力学 

流体，特别是水的流动这一课题使每个人都着迷。我们均能记起自己小时候，在澡盆里 
或在泥浆水坑里与那种奇怪的东西玩耍。当我们逐渐长大时，便会注视着河流、瀑布以及旋 
涡水塘，因而被这种相对于固体来说似乎像是活生生的物质所迷住。流体的行为在许多方 
面都很出人意外并且十分有趣——它是本 章和下 一章的课题。在街上一个小孩子企图阻塞 
—股小水流的努力，以及他对水确定它的道路的那种奇特方式所感到的惊异，与我们多年来 
为理解流体流动所做的努力很类似。我们试图依靠获得的描述流动的那些定律和方程 
式一以我们的理解一来筑坝拦水。我们将在这一章中描述这些尝试。而在下一章中， 
将描述水如何会冲出水坝以及使我们理解它的努力落空的那种独特方式。 

假定你们都已熟悉了水的基本性质。区别流体与固体的一个主要性质就是流体不能 g 
g 任意长的时间切应力。如果我们对流体作用一剪切力，则它将在这剪切力作用下运动。 
像蜂蜜那样较稠的液体，比起像空气或水的流体来就不那么容易流动。对一流体《度其屈 
服的难易程度的乃是它的黏滞性。在本章中，我们将只考虑其中黏滞效应可以忽略的那些 
情况，黏滞效应将在下一章中考虑。 

我们将从考虑 流体静力学 ，即静止时的流体理论开始。当流体静止时，就没有任何剪切 
力（甚至对于黏滞性液体亦然）。因此，流体静力学的定律 是:应 力总是垂直于流体内的任何 
一个面。单位面积的这个法向力叫做 g 强。从静止流体中不存在剪切力这一事实出发，就 
可以推断出压应力在所有方向都相等（图40-1)。我们将让你们自己娱乐一下，即证明若在 
流体中的任一个面上都没有剪切力，则压强在任何方向必然相同。 

流体中的压强可以逐处 变化。 例如，在地 
球表面的静流体中，压强将由于流体的重11而 
随高度变化。如果该流体的密度被认为不变， 
并且如果把某个任意零水平面处的压强称为 
办（图 40-2), 则在水平面以上高度为/ 1 处的压 
强就是/> = P ，~ psh , 其中 g 为单位质量的重 
力。因此，组合 

P + pgh 

在静止流体中是一恒 M 。 这个关系式是你们熟 
悉的，但现在要来导出一个把上式作为一种特 
殊情况的、更为普遍的结果。 



图 40-1 在一静止流体中.作用于任何截面 
上的单位面积的力与该面垂直，并且对于面 
的所有取向都相同 
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表面 



图 4 0-2在一静止液体中的压强 *40-3 作用于立方体上的净压力为单位体积的一 ▽户 


如果考虑水的一个小立方体，那么作用于其上的来自压强方面的净力是什么呢？因为 
在任何地方压强在各个方向都相同，所以仅由于压强的逐点变化就能够产生单位体积中的 
净力。假设压强在 X 方向上是变化的——而我们所选取的各坐标轴方向都平行于该立方 
体的各边。这样作用于: r 处面上的压强就会提供的力（图 40-3), 而在 I + M 处面 
上的压强则提供一 + 的力，因而净力为 _ (3/如果我 

们考虑这一立方体的其余各对表面，则不难看出，单位体积的压力为一％。若除此之外还 
有别种力——诸如重力——则该压力就必须抵消它们才能得到平衡。 

让我们考虑这种附加力可以由一势能来加以描述的情况，就像在重力情况下它应该是 
正确的那样，我们将令4代表单位质《的势能（比如，对于重力，彡就恰好是1^。）单位质 ft 的 
力通过一外用势表出，因而若 p 为流体密度，则单位体积中的力就是一 p 坏。对于平衡的情 
况来说，单位体积的这种力加上单位体积压强方面的力就必然 为零： 

= o . (40. l ) 

式 (40.1) 就是流体静力学的方程。在一般情况下，它 没有解 。若密度在空间中按任意方式 
变化，就没有办法使得这些力互相抵消，因而该流体就不可能处于静平衡之中。此时对流将 
开始出现。我们从这一方程就可以清楚地看出，因为压强项是一纯粹梯度，而对于可变的^ 
那里的另一项并不是梯度。只有当/是常数时，该势能项才是纯粹梯度。此时方程就有解 

P + P * =常数 • 

另一种容许流体静力平衡的可能性是+仅为 P 的函数。然而，我们将放下流体静力学这一 
课题，因为它与流体运动时相比远不是那么有趣。 

§40-2 运动方程 

首先，我们按照一种纯抽象的、理论的方式来讨论流体的运动，然后才考虑一些特殊例 
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子。要描述流体的运动，我们必须给出它在每一点上的性质。比方，在不同地方，水(让我们 
称该流体为“水”吧）以不同的速度在运动。因此，要确定流动的特性，就必须给出任何时刻 
处于每一点的速度的三个分量。如果能够找到确定速度的方程式，那么我们就可能知道流 
体在所有时刻是怎样运动的了。然而，速度并非流体所具有的逐点变化的唯一性质。我们 
刚才已讨论过 gg 的逐点变化，此外还有其他各种变量，可能也存在蜜 g 的逐点变化。并 
且，该流体可能是一导体，其中载有在大小和方向上都逐点变化的密^} 的电拽 ，还可能 
存在逐点变化着的温度或磁场,等等。因此，用以描述整个情况所需的场的数目^取决于 
问题到底有多么复当其中的电流和磁场对于确定流体行为起主要作用时就会出现一些 
有趣的现象,这个学科称为磁流体动力学，目前正受到极大注意。然而，我们将不讨论这些 
较复杂的情况，因为在复杂性较低的水平上就已经有一些有趣的现象，而即使在这种较初级 
的水平也将是足够复杂的。 

我们将考虑其中既没有磁场也没有导电性的那种情况,并且不必对温度操心，因为我们 
将假定密度和压强会按照唯一的方式确定任何一点的温度。事实上，我们将通过做出密度 
不变的假定一设想该流体基本上是不可压缩的——以减少工作的复杂性。换句话说，我 
们是在假定压强变化是这样的小,以致由其产生的密度变化可以忽略不计。如果情况不是 
这样，则将遇到越出这里即将要加以讨论的范围之外的一些现象一比如说，声音或冲击波 
的传播。我们已在某种程度上讨论过声波和冲击波的传播，因而现在将通过做出密度 <0是 
一恒 M 的近似，把我们关于流体动力学的考虑与这些其他现象隔离开来。不难判定 ,(0 不变 
的近似何时才是一个好的近似。我们可以说,若流动速度比流体中的声波的速率小得多，则 
无需担心密度的变化。水在我们尝试理解它的过程中所做的逃避与密度恒定的近似无关。 
那些的确容许逃避的复杂性将在下一$中讨论。 

在有关流体的符遍理论中，人们必须从联系压强和密度的物态方桿出发。在我们的近 
似中，这个物态方程仅是 

产二常数. 

于是，这就是关于各变 M 的第一个关系式。下一个关系式表示物质守恒一若物质从某一 
点流出，则所遗留下来的量中就一定有所减少。设流体的速度为 v , 则单位时间流经单位表 
面积的质置就是，垂直于该面的分置。在电学中我们曾有过一个相似的关系式。从电学 
中也已知道，这个 tt 的散度会给出单位时间内密度的减少率。同样，方程 

V - (, p ») =- d f t (40.2) 

表示流体质 tt 的守恒，它是流体动力学中的连续性方程。在我们的近似、即在不可压缩流体 
的近似下, P 是恒量，因而连续性方程就简单^ 

• V • v = 0. (40. 3) 

流体速度 v —像磁场 B 那样一具有零散度(流体动力学方程往往酷似电动力学方程，这 
就是为什么我们要先学习电动力学的缘故。有些人却从相反方面论证，认为人们应先学习流 
体动力学，以便此后能更易于理解电学。可是电动力学实际上要比流体动力学容易得多〉。 

我们将从牛顿定律得到下一个方程，而牛顿定律告诉我们速度是如何由于力的作用而发 
生变化的。流体中一个体积元的质量乘以其加速度必定等于作用在此体积元上的力。取一个 



第 40 章干水的流动 | 555 


单位体积元,并将单位体积所受的力写成/,便有 


/)X( 加速度） =/. 


我们将把这个力密度写成下述三项之和。曾经讨论过作用于单位体积上的压力为一％。 
此外，还有从远处作用着——像重力或电力那样——的一些“外”力。当它们是具有单位质 
量势4的保守力时，它们就会给出力密度一^>对（若这些外力并非保守力，则必须把单位体 
积的外力写成 yv)» 因此，存在另一种单位体积的“内”力，它是由于在流动的流体中也可 
能存在剪切应力的事实引起的。这被称为黏滞力，我们将把它写成 /Z 于是，流体的 
运动方程就是 

pX (加速度> ▽多+ 几*. (40.4) 


在本章中，我们将假定液体是“稀薄”的，这是在黏滞性不重要的意义上说的，从而将略 
去/«»。当去掉这一黏滞项时，我们就正在做出这样一种近似，即所描写的乃是某种理想 
材料而并非真正的水。冯 • 诺伊曼就曾深切地意识到当没有这一黏滞项与有这一项时所发 
生的巨大差别，而他也意识到，在直到约1900年时流体动力学的大部分发展中，几乎主要的 
兴趣都集中在求解具有这个近似、而几乎与实际流体奄无关系的那些漂亮的数学问题上。 
他把从事这种分析的理论家标志为研究“千水”的人们。这样的分析不考虑流体的基本性 
质。正是因为我们在本章的计算中都要忽略这一性质，所以才给它"干水的流动 "这^ ： 个 
标题。我们把对真实的水的讨论推迟到下一章去。 

如果不考虑则在式 (40. 4) 中除了关于加速度的表示式以外，我们就有了所需的 
一切。你或许会认为，关于流体质点的加 
速度公式会十分简单，因为似乎很明 g. 

若 v 是流体中一个质点在某处的速度， 

则加速度该不过是3»/心罢了。但这迁 
不对—而且是由于某一相当微妙的 i 

微商 av 没 Z 是在空间一个固定点的速 
«v(x, 3-, z, 0的变化率。需要 
的却是关于流体一个特定部分的速度变 
化有多快。试想象对其中一滴水用有色 
斑点来标明，以便能够对它进行观察。在 
一个小的时间间隔内，这一滴水将移 
动至一个不同的位罝。如果该滴水正在沿某一如图 40-4 所示意的路径运动，则它可能在 
M 内从 P, 移动至朽。事实上，它将在 i 方向移动量 hAr, 在; y 方向移动量〜以,并在*:方 
向移动量^以。我们看到，若 Km t) 为时刻 t 在 U, ；y, z) 处的流体质点的速度，则 
这同一质点在 t + Af 时刻的速度由 v(x+Aj, y+Ay, z + ^z, t+M) 给出，其中 
Ax = v x At t Ay = v y ^t, Az = v z ^t. 

根据偏微商的定义——回顾式 (2. 7) ——我们对它展开至第一级，有 



v(x + i/ x Ai , y 4- v y At, z + i;«A/, Z + AO 

=vU, h % O + gt^ + gr^ + f^At + l^. 
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因而加速度 Av / At 为 


+ v . 


dv 

a y 




dv . dv 

T z + Tt- 


可以用算符形式将这个式——把▽当成一个矢量看待——写成 


( W ) v +|^. (40.5) 

注意，即使 3 y/at = 0 , 以致在给定点的速度不再变化,但仍可能有加速度。作为一个例子， 
以恒定速率沿一圆周流动着的水正在作加速运动，尽管在一给定点的速度并不发生变化。 
当然，原因在于，起初在圆周某点的特定部位的水 ，一 会儿之后其速度已经有了不同的方向， 
这表明存在一个向心加速度。 

上述理论的其余部分就只是数学方面的了一先将式 (40. 5) 中的加速度代入式 (40. 4) 
而得到运动方程，然后求运动方程的解。我们得到 


|^+( v * V )»=—(40. 6) 
在此式中黏滞性已被略去。利用从矢 fi 分析得来的下列恒 等式： 

(V ■ V)v = (V X f) X V+ y V(v • ») 

可以把上述方程重新整理。如果现在定父一个新的矢置场例如 V 的旋度, 

n = VX V, (40.7) 

则上面的矢最恒等式还可以写成 

( v - V)v = flXv + -|- Vi / , 

而我们的运动方程式 (40. 6>就变成 

|^ + flXv+jW (40.8) 

你可以利用式 (40. 7) 通过核对方程中两边的各分量都彼此相等，而证实式 (40. 6) 和 （40. 8) 
两方程是等效的。 

矢量场 J 2 被称为涡度。如果涡度处处为零,则我们就说流动是无庳的。我们曾在 §3-5 
中定义过一个称为矢的环流的东西。在给定时刻，在流体中环•闭合回路的环流 
等于流体速度环绕该回路的线 积分： 


(环流 ） = fv • ds . 

于是对于一个无限小的回路来说，单位面积的环流——利用斯托克斯定理一就等于 
▽ Xv 。 因此，涡度就是围绕一单位直于的方向）的环流。由此也可推断 出：如 
果你将一小片灰尘——不是无限小的点——放进该液体中任何地方，它就会以角速度 n /2 
旋转。试试看你能否证明这个结论。你也可以对放在一个转台上的一桶水加以核对，这时 
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n 等于水的局部角速度的两倍。 

如果我们仅对于速度场感兴趣，则可将压强从各式中消去。取式 (40. 8) 两边的旋度，记 
住 P 是恒量，而任一梯度的旋度都为零，并利用式 (40. 3) ,便得 

^ + VX (/2 X v ) = 0. (40.9) 

上述方程,结合下列两式 

n = vx v r (4 o . io ) 

和 

V • V = 0, (40. 11) 

就完整地描述了速度场 v 。 从数学方面讲，如果在某一时刻知道了 fJ , 那么我们会知道速度 
矢量的旋度，而同时也明白速度的散度为零，因而若给定该物理情况，我们便具有确定每一 
处 v 所需的一切了（这刚好与磁学中的情况相似，在那里曾经有 B = 0和 VXB = 
_//<。/>。于是,_个给定的0会确定〃,就正如一个给定的_/会确定8—样。因此，一旦知道 
了 V, 方程式 (40. 9) 便告诉我们关于 fl 的变化率，由此可以获得下一时刻的新 rt 。 利用式 
(40. 10), 我们又求出一个新的来，如此等等。我现在必须告诉你这些方程怎么会包含为 
计算流动所需的一切机制。然而，要注意这种方法只会给出速度场，我们已经失去了有关压 
强方面的一切信息。 

我们指出该方程的一个特殊后果。若在任何时刻 t 各处= 0,则也为零，以致 
在 Z + 以时刻 12仍然处处为零。我们得到了方程的一个解，流动永远是无旋的。假如流动 
从零转动开始，就永远不会有旋转。此时，待解的方程组为 
V • v = 0, V X v = 0. 

它们恰好像自由空间中的静电场或静磁场方程组。对此我们以后将回来再做讨论，并考察 
其中某些特殊问题。 

§40-3 定常流——伯努利定理 

现在要回到运动方程式 (40. 8>上来，但将限于讨论“定常”流动的情况。所谓定常流动 
我们指的是，在流体中任何地方的速度永远不会 
发生变化的流动。在任何地点的液体，总是被新 
的流体以完全相同的方式所代替。速度图看起 
来总是相同的一 v 是一个静止的矢量场。用我 
们在静磁学中画出“场线”一样的方法，现在也可 
以把那些始终与流体速度相切的线画出来，如图 
40-5 所示。这些线称为对于定常流来说， 

它们显然就是流体微粒的实际路径(在非定常流 
中，这个流线图样会随时改变，因而在任何时刻 
的流线图样就并不代表流体微粒的路径）。 



*40-5 流体定常流动中的流线 
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定常流并不意味没有什么情况发生，流体中的原子正在运动和改变其速度。它仅仅意 
味着 3 v / 9 t = 0 o 因此，若我们以 v 点乘该运动方程，则项 V ( UXv ) 就会消失，而仅留下 

v . vj^-+^+-|- w 2 |= 0. (40.12) 

上述方程表明， 对于沿流体速度方 向的一个小位移来说，括号内的量不会改变。这时，在定 
常流中的所有位移都沿着流线,因而式 (40. 12) 告诉我 们: 对 于沿流线的所有点 ,我们能够写出 

2 + +4= 常数(沿着流 线). (40.13) 

P 2 

这就是伯努利定理。一般来说,右边那个常数，对于不同流线可以有所不同，尽我们所知就 
是：式 (40. 13) 左边沿一给定流线是完全相同的。顺便说说,我们不妨注意，对于 fl=0 的那 
种定常无旋运动，运动方程式 (40. 8) 会向我们提供下面的关系 

V {f + 音叫 =0 , 

使得 

^ + 常数（处 处). (40.14) 

除了现在该常数对于整个流体都具有相同值之外，该式与式 (40. 13) 完全相同。 

事实上，伯努利定理只不过是关于能量守恒的一种表述。像这样的一个守恒定理会提 
供关于流动的大《信息，而不必实际去解那些详尽的方程。伯努利定理竞是那么重要而又 
那么简单，使得我们愿意向你们表明，如何才能用一种与刚才所用的正规运算不同的方式将 
其推导出来。设想如图 40-6 所示的、由一束相邻流线所形成的一个流管。由于这个管的壁 
是由流线构成的，所以就不会有流体穿越管壁流出来。让我们把这个流管一端的截面叫作 
A , ，那里的流速为％，密度为,而势能为么。在管的另一端，这些对应的量则分别为 A 2 , 
~和七。现在，在经历了一个短短的时间间隔 At 之后，在 A , 处的流体已经移动一小段 
距离奶 AZ , 而在 A 2 处的流体则移动另一段距离 巧 △/ [图 40-6( b )] o 质置守恒要求凡通过 
A , 而进入的质景必须等于通过而离开的质量。在管两端这两质嫌^ 相同： 

AM = p x A x v x ^t = pzAiVzC^t. 




⑻ 


图 40-6 流体在流管里的运动 


(b) 



因此，就有等式 


篥40章 
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^ A , u , = pzA z v 2 . (40.15) 

这个方程告诉我 们:若 P 是一恒量，则速度与流管的截面积成反比。 

现在要来计算由流体压强所做的功。对 A , 处进入的流体所做的功为而在 
A 2 处流体对外所做的功则为/ > 2 A 2 t ^ A *。 因此，对与尔之间流体所做净功为 

ptAiViAt — piA 2 v 2 Al, 

它必定等于质量为 AM 的流体在从 A , 至八 2 的运动过程中能置的增加，换句话说， 

p\A\V\ At — pjAzVjAt = AM ( E 2 — Ei ) , (40.16) 

其中 E , 为在 A , 处单位质 置的流 体能置，而&则为在 A 2 处单位质量的能量。流体的单位 
质量能置可以写成 

E = + 

其中为单位质鼠的动能>为单位质量的势能，而 U 则代表流体单位质 tt 的内能的一 

个附加项。例如，内能也许相当于可压缩流体中的热能或化学能。所有这些 S 都可以逐点 
变化。把这种能 S 的形式应用到式 (40.16) 中，则有 

但我们已经知道 AM = fAvU , 所以得到 

+ +1/, = ^ + (40.17) 

pi ^ pi L 

这是带有内能附加项的伯努利方程。若流体是不可压缩的，则该内能项在两边相等，而我们 
再一次 得到： 方程式 (40. 14) 沿任何流 
线成立。 

现在考虑某些简单例子，其中伯 
努利积分给我们提供了对流动的描 
述。假设有水从靠近桶底的一个小孔 
流出来，如图 40-7 所示。我们考虑这 
种情况，即其中小孔处的流速叫^比 
靠近桶顶处的流速要大得多，换句话 
说，设想桶的直径大到我们可略去液 
面的下落（只要愿意我们可以做更精 
确的计 算）。 在桶顶处压强为 P 。， 即大 
气压，而在出口旁的压强也是/>。。现 
在就对诸如图上所画出来的那条流线 
写出伯努利方程。在桶顶，我们取 X * 
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等于零，同时也取重力势4为零。在出口处速率为叫。，而#=-劝，因而 


也即 



(40.18) 


这一速度恰好就是某一物体下落了距离 A 应该得到的速度。这不会太令人惊异，因为水在 
出口处获得的动能是以在桶顶的势能作为代价的。然而，一定不要由此得出这样的概念，即 
可以用这一速度乘该小孔面积而算出流体从该桶流出的流 M 。 流体喷离小孔时，其速度并 
非完全互相平行,而是带有向内朝着流线中心的分置——水流在收缩。在经过了一小段路 

程后，这水流的收缩便停止，而速度的确变成 
平行。因此，总流量乃是速度乘以该点所在处 
的面积。事实上，若我们有一个排^ 

圆形而有锐利边缘的小孔，则水流将缩小至小 
孔面积的62%。对于不同形状的排水管，这 
缩小后的有效排水面积是不相同的，而实验上 
的收缩率可以从射流系数表査得。 

如果排水管式的，如图 40-8 所 
示，则人们可用嵌漂亮的方式证明这射流系数 
恰为50%。下面将仅仅给出如何做这一证明 
的一点提示。我们已用能鼉守恒获得了速度， 
即式 (40. 18), 但动 S 守恒也值得加以考虑。 
團 40-8 若 用一条 凹入式 排水管.则水流将缩 既然在排出水流中有动量流出，就一定有一个 

小至出 口面积的一半 力作用于排水管的横截面上。这力是从哪里 

来的呢？力必须来自桶壁上的压强。只要该 
射流孔细小并远离桶壁，则靠近桶壁的流体速度将很小。因此,作用于每个面上的压强就与 
在静止流体中的静压强一从式 (40. 14) 中得出的——几乎完全一样。于是，在桶的側壁上 
任一点处的静压强就必定与对面壁上一点处的相等压强相对应，除了排出管对面壁上的那 
些点以外。如果我们算出由这一压强所引起的通过出口而流出的动嫌，则就能够证明射流 
系数为1/2。然而，对于像图 40-7 所示的那种排水孔我 
们就不能应用这一方法，因为沿桶壁一直到接近排水孔 
的区域速度增大所产生的压强降,是我们无法算出的。 

让我们来看另一例子-根截面变化的水平管， 

如图 40-9 所示,水从一端流入，而由另一端流出。能量 
守恒、亦即伯努利公式表明 ：在速 度较高的那个颈缩区 
压强比较低。我们可以通过下述办法轻易地演示这一 
效应，即利用在流管的不同截面处接上一些竖直的小口 
径管子——小到不会影响流动——来量度各处的压强。 fL ：-- 
这时，压强是由这些竖直管中的水柱高度来量度的。在 
颈缩处所求得的压强小于两侧的压强。如果在经过颈 ®->0-9 在速度最大处压强最低 
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缩区之后，面积又恢复到颈缩区前相同的值，则压强又会再升高。伯努利公式会预言，在颈 
缩区下游的压强应与上游的一样，但实际上显著地较低。我们的预言所以有误，是由于忽略 
了那些摩擦、黏滞力之故，这些力会引起压强沿着管道下降。尽管存在这种压强降，但在颈 
缩处的压强（由于增大了的速率）仍明显地低于其两侧的压强——正如伯努利所预言的那 
样,速率％肯定应当 超过％ 才能使相同的水量流经较窄 
的管道。因此，水在从宽处流经窄的部分时是被加速的。 

产生这一加速度的力则来自压强降。 

还可用另一个简单的演示来核对我们的结果。假设 
有一个接于桶旁而会向上喷射的排水管，如图 40-10 所 
示。要是射流速度恰好等于 ^ r , 则这排出的水就应当 
上升至与桶内水面相平的高度。实验表明，它稍微低了 
—点。我们的预言大致正确，但在能量守恒公式中那还 
未被包括进去的黏滞阻力又一次引起了能置损耗。 

你有没有拿着两张互相靠近的纸片而试图把它们吹 
开？试试看。它们会5相靠紧。当然，原因是，空气流经 
两张纸片中间狭窄的¥3时，比起流经外面来具有较高 
速率。两纸片之间的压强比大气压因而它们就互相 
棵近而不是互相离开。 

§ 40-4 环 流 

在上一节的开头我们曾经看到，若不可压缩流体中不存在环流，则流动满足下列两个 
方程： 

V • v = 0, V X I - = 0. (40.19) 

它们与自由空间中的静电或静磁方程组相同。当没有电荷时，电场的散度为零，而电场的旋 
度则总是等于零的。若没有电流，磁场的旋度为零，而磁场的散度则永远等于零。因此，方 
程组(40.19〉与静电学中关于£或静磁学中关于 B 的方程组具有相同的解。事实上，在 
§ 12-5 中，作为对静电学的类比，我们曾解过流体流经一个球体的那种流动问题。该电学 
模拟就是一匀强电场加上一偶极子场。这偶极子场被调整到使得垂直于球面上的流速为 
零。对经由一根柱体的同样的流动问题，可以按相似的办法即利用一个适当的线型偶极子 
场和一均匀流场来算出。对于在远处的流速一包括大小和方向一为恒置的那种情况， 

这_种解答是正确的。这个解的示意图为图 40- ll ( a >。 

当条件使得在远处的流体沿着围绕该柱体的圆周运动时，对于围绕柱体的流动就有 
另一个解。于是，流动处处都是圆周，如图 40- ll ( b ) 所示。这样的流动有一个围绕着该 
柱体的环流，尽管此时李 流体中 ▽>< v 仍为零。怎样才能有环流而没有旋度呢？围绕该 
柱体有环流是因为环柱体在内的回路的 y 的线积分不等于零。同时， v 围绕 
任一至包含该柱体在内的闭^径的^分都是零。当我们过去求围绕一根导线的磁 
场时1曾见过这相同的事情。在导线外 B 的旋度为零，虽然围绕一条包围该导线在内 
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的路径 B 的线积分却不为零。在围绕柱体的无旋环流中的速度场，与围绕一根导线的磁 



场恰好相同。对于以柱体的轴心为中心的一条圆 
周路径来说，速度的线积分为 

^» • ds = Zitrv . 

在无旋流动中这一积分必然与 r 无关，让我们把这 
一常数值称作 G 那么便有 

2^, (40. 20) 

式中 k 是切向速度，而 r •是距轴的距离。 

关于围绕一小孔的流体环流可以做一个精彩的 
演示。你取一个在底面中心处开有一个排水孔的透 
明柱形桶。把这个桶装满了水，用一根棍子在其中 
搅起一些环流，然后拉开孔塞，你便会获得如图 
40-12 所示的那种漂亮的效应(你在浴盆中也曾多次 
见过与此相类似的东西）。虽然你在开始时加入某 
个《«，但由于黏滞性的原故它不久就会消失而流动 
变成无旋的了一尽管此时还有围绕着该排水孔的 


(c) 


明 4 0-11 (*> 理想流体正流经一根柱 

体；绕柱体的 环流； （ c ) 是 （ a ) 和 
( b > 两者的叠加 


环流。 

根据理论，我们能够算出水的内表面形状。当 
—个水 的质点向中心流入时，它会获得速率。根据 
式 (40. 20>,该切向速度与 1/ r 成正比——这恰好出 
自角动*守恒一像溜冰者缩回两只手臂一样，并 


且径向速度也表现为1 A 的形式。若略去切向运动，就有水沿着径向朝中心流进孔里，根据 
V-v = 0, 可以推断出径向速度会正比于 1 A 。 因此，总速度也与 1/ r 成 


正比,从而水将沿着阿基米徳螺线流动。空气与水间的界面全都处于大 
气压强下，因而根据式 (40. 14) 它必须具有这么一种 性质： 

gZ + =常数 • 

但由于 t / 与1 A •成正比,从而该表面形 状为： 



—个有趣的地方——这一般来说是不正确的，但对于不可压缩的无 
旋流动则是正确的——乃是它们之和也是一个解。 
这所以正确,是因为方程组 (40. 19) 是线性的。流体动力学的完整方程 
组(40.8)、 （40.9) 和 (40. 10〉都不是线性的，这就造成巨大的差别。然 
而，对于围绕柱体的无旋流动来说,我们可以将图 40- ll ( a > 的流动叠加 



图 40-12 带有环 


于图 40- ll ( b ) 的流动之上，而获得一个如图 40- ll ( c ) 所示的那种新型流的水从桶中排出 
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流动图样。这种流动特别有趣，在柱体上面的流速比在其下面的要高。因此,在上面的压强 
就比在下面的这样，当一个围绕着柱体的环流@一个纯水平方向的流动相结合时，就会 
有一个净的垂方向的力作用于该柱体上——这'^力被称为当然，按照我们关于 
“干”水的理则就不会有净力作用于任何物体上7 

§ 40-5 涡 线 


对于可能有涡旋的不可压缩流体，其流动的一般方程式为 


I . V - v = 0, 

n. xi=vxv, 

in . 等 + VX ( flXv )=0. 


这些方程的物理内容曾由亥姆霍兹通过三个定理用语言描述过。首先，设想在流体中我们 
应该画出^而不是流线。所谓涡线，指的是具有 n 的方向、并在任何区域里都具有与 
的大小成的密度的那种场线。根据上列方程 n 的散度始终等于零（回忆起 §3-7 中 
旋度的散度总是零）。因此，涡线就像 B 线，它们 


从来既没有始点也没有终点，因而往往会形成闭 
合回路。现在 亥姆霍 兹通过下述这一句话来描述 
D 1: 涡线随流体一起在运动。这意思 是：假 如你对 
沿某些涡线的流体质点加以标志一比如用墨水 
给它们着色——那么当流体 带笤那 些质点一起运 
动时，它们将始终标志*那些涡线的新位 R 。 无 
论流体中的原子怎样运动，涡线总是眼着它们一 
起前行。这是描述那些定律的一种方法。 

它也提供了求解任何问题的一种方法。给出 
最初的流动图样——比如，各处的 V 值——那么你 
便可以算出来。根据 V 你也可以讲出在一会儿 
之后那些涡线将会跑到哪里——它们以速率 V 运 
动。用新的 xi , 你便可以应用方程 I 和 n 求出新 
的 V (这很像给定电流后求 B 的问题）。如果我们 
得到了某一时刻的流动图像，则在原则上就可以 
算出后来一切时刻的图像。因此我们就得到关于 
非黏滞流动的一般解。 

现在要来说 明：亥 姆霍兹的表述一因而也 
就是 m —如何才能够至少部分地加以理解。实 
际上它仅仅是应用于流体的角动量守恒定律。试 



设想一个其轴平行于涡线的液态小柱体，如图 图幼(心在《时刻的一群 涡线; 

40-13( a ) 所示。在此后某一时刻，这既 :：: 块流体 （ b > 同一群线在较迟的时刻 
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将移至别处。一般说来，它将占据一个直径不同的柱体并将位于不同的地方。它也可以有 
不同取向，比如图 40-13( b ) 所示的那样。但是，若直径已经变小，则长度就会增长，以保持 
其体积不变（因为我们假定的是一种不可压缩的流体 ）》 并且，由于涡线离不开材料,所以其 
密度就会随截面的缩小而增大。涡度与该柱体的截面积 A 两者之积将保持不变，因而按 
照亥姆霍兹表述，应有 


SiiAt — S2i Ai. 


(40.21) 


现在要注 意：由 于黏滞性为零，因而所有作用于该柱体（就那事来说，或任何体积）的表 
面上的力就都垂直于该表面，这种压力能够导致该体积从一处移至另一处,使它改变形 
状，但由于没有切向力，所以 材料内部的角动置 的大小就不可能改变。该小柱体内液体的角 
动置等于其转动惯 M / 乘以液体的角速度，它正比于涡度对于柱体来说，转动惯量正比 
于 mr 2 。 因此根据角动置守恒，我们就应该断定 




图 40-1 S —个运动着的涡环（烟 
环）。 （ a ) 涡线； （ b ) 涡环的截面 


可是质置彼此相同，即 M , = M t ，而截面积则正比于 K 2 , 因 
而我们又再次得到方程式 (40. 21)。亥姆密兹的表述一与 
m 等效——正好是在没有黏滞性的条件下流体元的 角动置 
不可能发生改变这一事实的推论。 

有一个用图 40-14 所示的简单设备形成运动涡旋的精 
彩演示。用一张绷紧的厚橡胶膜覆盖在一个柱形箱的开端 
上构成一个“鼓”，鼓的直径2 ft , 深也是2 ft 。 鼓“底”—— 
这个鼓被翻倒而靠它的侧壁支持着一除了有一个直径3 
in 的孔外，周围都密闭。如果你用手在橡胶膜上猛击一下， 
一个涡环就被从孔中投射出来。尽管涡旋看不见，但你却 
能说出它在那儿，因为它会吹熄放在 10-20 ft 远处的一支 
蜡烛。根据这一效应的迟延时间，你可以说出“某种东西” 
正在以一有限的速率行进着。如果你先将一些烟雾吹进箱 
子里，则还能对发生的情况看得更清楚。这时你会把涡旋 
看成一个美丽的圆“烟环 

烟环是环状的涡线群，如图 40-15( a ) 所示。由于《 = 
▽ X », 这些涡线也代表图 （ b ) 中的•■的环流。我们可以按 
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照下述办法来理解烟环的前进 运动: 环座附近的环流速度会延伸到环顶，而那里就有一个前 
进运动了。由于线同流体一起运动，这些线也就以速度向前运动（当然，环顶部附近的 
v 的环流导致底部的涡线的向前运动）。 

现在必须提到一个严重的困难。我们已经注意到式 (40. 9) 表 明：若 fl 起初为零，则它 
将永远为零。这个结果表明“干”水理论的大失败，因为它意味着，一旦为零，则它将永远 
为零一在任何场合下都不能产生任何涡度。可是,在我们利用那个鼓的简单演示中， 

够从原来是静止的空气里产生出涡环来（肯定在我们击鼓以前，鼓箱里处处都是 
v = 0, fj = 0)。并且，我们全都知道,可以在湖水中用一柄桨来发生一些涡旋。显然，必须 
研究“湿”水的理论才能对流体的行为得到充分理解。 

干水理论的另一不正确之处在于，在考虑流体与固体表面之间边界处的流动时我们所 
做的那种假设。过去当讨论经过柱体的流动——例如在图 40-11 中的那种流动一时，我 
们曾容许流体能沿固体表面滑动。在我们的理论中，在固体表面处的速度可以有任何值，这 
取决于该流动是怎样开始的，而我们就从未考虑过流体与固体之间的任何“摩擦”。然而，实 
验事实是，实际流体的速度在一固态物体的表面总是趋于零的。因此，我们关于柱体的解， 
不管有无环流，都是错误的——正如有关产生涡度的那种结果一样。我们将在下一章中告 
诉你们较为正确的理论。 
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§41-1 黏 性 

在上一章我们曾在忽略黏性现象的情况下讨论过水的行为，现在想要讨论包括黏性效 
应在内的流体流动。我们希望考察流体的实际行为，定性地讨论在各种不同场??流体的 
实际行为，使得你对这一课题将会有某些你将看到某些复杂方程,并听到某些复 
杂的事情，但这并非我们要求你必须学习所有这些东西的目的。在某种意义上，这是一章 
“文化课"，它将给予你这个世界存在方式的某些概念，其中只有一项是值得学习的，那就是 
我们立即将加以讨论的有关黏性的简单定义，其余的就只是为了向你们提供乐趣。 

上一章中我们曾经发现,流体运动的规律全都包含在下述方程中， 

| l ： + ( v •▽)»=- 笼一坏 + (41.1) 

at P P 

在我们的“干”水近似中曾去掉了末项，从而忽略了所有的黏性效应。并且，有时还由于考虑 
到流体是不可压缩的而做出一个附加近似，这时我们就有过一个补充方程 

V • v = 0. 

这最后一种近似往往很有效一特别是当流速比声速小得多的时候。但在实际流体中，认 
为可以略去我们所称之为黏性的那种内摩擦力几乎是绝对不正确的，而发生的大部分有趣 
的事情总是来自这种黏性。例如，我们曾见到在“干”水中环流永不会改变一如果开始时 
没有一个环流，往后也永不会有。可是，流体内的环流却是每天都要发生的事情。我们必须 
修补我们的理论。 

我们从一个重要的实验事实着手。当我们过去算出“干”水环绕或经过一根柱体而流 
动一即所谓“有势流动"一时，我们没有理由不容许水具有与表面相切的速度，只有法向 
分置才必须等于零。我们并未把液体与固体之间或许会存在剪切力的那种可能性考虑进 
去。结果是——虽然并不是完全不言而喻的——在为实验所证实的一切场合下，在固体表 
面流体速度恰奸为零。无疑，你已注意到风扇叶片会积聚一薄层灰尘一而当风 
空气搅动后灰尘仍然留在那里。甚至在风洞中的大型风扇上，你也可以看到同样的效应。 
为什么灰尘不会给空气吹跑了呢？虽然事实是扇叶正以高速穿越空气而运动，但空气相对 
于扇叶的速率在叶面上恰好趋向于零。因此，那些最小的尘埃粒子才没有被扰动所以 
我们必须对理论作出修正，以便能够与这个实验事实相符，即在一切通常的流体中，那些靠 

• 你能够将大的尘埃粒子从桌面上吹掉.但不能吹去十分微细的灰尘.那些大的才会掉进到微风 
里去。 
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近固体表面的分子都会有零速度(相对于表面而言 r 。 

我们原来是由这个事实来标志液体的，即如果你对它作用一个切应力一不管多么 
小——它就会放弃抵抗。它流动了。在静止情况下，不会有剪切应力。但在达到平衡之 
前一只要你仍然推动它一就可能存在剪切力。每性描述了存在于运动流体中的剪切 
力。为要得到流体运动时剪切力的量度，我们考虑下述实验。假设有两块其间夹有水的固 
体平面，如图 41-1 所示，保持其中一块固定，而另一块则以低速率灿对其作平行运动。如 
果你对保持上板运动所需要的力进行测董，你会发现这力与板的面积和如句都成正比，其 
中 d 为两板间的距离。因此，剪切应力 F / A 正比于 

F v 0 


比例常数 V 称为黏性系费。 


面积4 



图 41-1 在两平行板之间的黏性阻力 图 41-2 在一黏性流体中的剪切应力 


如果我们有一较复杂情况，则总可以考虑水中一个小而平坦的矩形单元,其上下两面都 
平行于水流，如图 41-2 所示。整个这单元上的剪切力由下式 给出： 

= ^ = ^ - (4L2) 

此时就是我们曾在第38章中定义过的剪切应变的变化率，因而对于液体来说，剪 
切应力与剪切应变的变化率成正比。 

在一般情况下，我们写成 

心 =為 + 尝). （41 . 3) 

如果流体有一匀速转动，则 a % 是 a 〜的负值，因而 Sq 为零一正应该如此，因为在 
匀速转动的流体中不存在应力（我们在第39章中对~下定义时做过类似的事情）。当然， 
还有关于 Sy 和5„的相应表示式。 

作为应用这些概念的一个例子,我们考虑在两个同轴圆筒间流体的运动。设内筒半径 


• 若情况不真实，你可以 想象： 虽然在理论上玻璃是一种“ 液体” ，但肯定能够把它制造得沿钢面 滑动。 
因此，我们的说法必然会在某处失效。 
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为 a , 圆周线速度为％,而令外筒具有半径6和圆周线速度参见图41-3。我们也许会问， 
在两筒之间的速度分布如何？为回答这一问题，我们从找出流体中距轴心为 r 处的黏性剪 



图 41-3 在以不同角速度旋转着的两个同 
心简之间流体的流动 


切力公式开始。根据问题的对称性,我们可以假定 
流动总是沿着切向的，而其大小仅取决于 r , t ;= 
如果注视水里半径为 r 处的一个小斑点，它 
的坐标作为时间的函数为 


x = rcos cot , y = rsin tot , 

其中 w = v/r 0 于是速度的 z 和>> 分量就是 
v: =— rtc；sin wt =— coy 


和 


v , = no cos cut = ( ax . (41. 4) 

根据式 (41. 3), 我们有 

(41.5) 


对于 y = 0 的一点， 3< o/By = 0, 而 xd w / dx 与 rdai / dr 相同。因此在该点上， 


( S „),. 0 = (41.6) 

( S 应依赖于是合理的，当 w 不随 r 变化时，流体就处匀速转动之中因而不会有应力 
存在）。 

我们已算出来的应力是切线方向剪切应力，围绕着整个柱面它们都相同。通过把剪切应 
力乘以矩锊 r 和面积2#/,就可以获得作用于半径处的整个柱形面上的转矩。我们得到 

r = = 2 n V lr 3 (41.7) 


由于水的运动是定常的一没有角加速度一因而作用于 r 与 r + dr 间水的柱壳上净 
转矩必然为零，这就是说，在 r 处的转矩势必被在 r + dr 处的一个相等而相反的转矩所抵 
消，使得 r 必须与 r 无关。换句话说，/心/*^等于某个恒最，比方说 A ,因而 


6lqj — A 

d? = P 


(41.8) 


积分后，我们求出随 r 的变化关 系为： 


=-杳 + B . 


(41.9) 


A 和 B 两常数，它们由满足在 r = a 处 cu = a >. 和在 r = 6*0； =⑽的条件而被确定下来。 
结果得到 
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A = 


2a 2 b 2 


(oib — < 




所以我们就知道作为 r 的函数的 W ，从而也知道 X ； = o * r 。 
如果希望得到转矩,则可由 （41. 7) 和 (41. 8) 两式 得到： 

r = 2- ktjIA 


或 


4nijla 2 b 2 

T = — n - — (eu» — tu.), 

o — a 


(41.10) 


(41.11) 


它与两筒的相对角速度成正比。测置黏性系数用的一种标准仪器就是这样制成的。其中一 
个圆筒——比方说外筒一安装在一个支枢上，但由测量作用于筒上转矩的弹簧秤来保持 
其稳定，而内筒则以恒定角速度旋转着。于是，黏性系数由式 (41. 11) 确定。 

根据7的定义，你可以看出它的单位是 NsrtT 1 。 对于20 t 的水来说， 


t ) = KT S Nsm —:. 

通常更方便的是采用比黏性，即除以 p , 此时水与空气之值就可以进行 比较： 

在20 *C 的水， v / p = 10-* 

在20 1 C 的空气， tj / p = 15 X 10-* 

黏性通常强烈地依赖于温度。例如，对于刚好在凝固点时的水，其比在20 1时的要大 
1.8倍 0 


(41. 12) 


§41-2 黏性流动 


现在我们研究黏性流动的最普遍理论——至少是人类已经知道的 M 普遍形式。我们 
已经了解到剪切应力分量与各种速度分*的空间微商（诸如 /a ; y 或3%/3幻成正比。 
然而，在 可压缩 流体的普遍情况下，应力中还存在取决于速度其他微商的另外的项。普 
遍的表示式为 

S * = 7(l5 + S) + ^ (V - v) - ( 41 . 13) 

式中: T .+ 是直角坐标0：, 3/或 2 中的任一个，而 I ；.则是速度的直角坐标中的任一个 ( A 是克罗 
内克符号，当 i 时为1,而当 i 关） 时为零）。该附加项对于应力张量的所有对角 元艮都 
增添了 7 'v • V 。 如果流体是不可压缩的，则 ▽••> = (), 而这一附加项就不见了。所以它与受 
压缩时的内力有关。因此要描述流体就需要两个常数，正如我们过去在描述均匀弹性固体 
时曾有过两个常数一样。系数7即我们曾遇到的“普通”黏性系数。它也被称为箄一鞀性系 
熬或“剪切黏性系数”，而新的系数■/被称为第二黏性系数。 

' 现在要确定单位体积里的黏性力/« 式 (4 i . 1) 中而获得实际流体的运 
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动方程。作用于流体中一小立方体上的力，等于作用在所有六个面上之力的合力。每次取 
其中两个面,将获得其差值，该值决定于应力的微商、亦即速度的二次微商。这很好，因为将 
会使我们回到矢量方程式上来。每单位体积的黏性力在直角坐标： c . 方向的分量为 

⑹< =自=自忐卜(驽 + 砮) 卜表 • A (4,14) 

通常，黏性系数随位罝的变化并不重要，因而可以忽略，这样，单位体积的黏性力就仅含有速 
度的二次微商。在第39章中，我们看到在一个矢量方程中可能存在的二次微商的最普遍形 
式为，含拉普拉斯符号（▽•▽»• = #-〉的项与含散度的梯度项 ( V(V • v )) 两者之和。式 
(41.14)恰好就是具有系数 7 和（ 7 + 7 ')的这样一个和。我们得到 

/is = )/)▽(▽. v ). (41.15) 

在不可压缩的情况下, V-v = 0, 因而单位体积的黏性力正好是 V ^ Vo 那就是许多人所用 
到的全部内容。然而，如果你要计算流体中声波的吸收，那你就会需要第二项了。 

现在可以完成实际流体运动的普遍方程方面的工作了。把式 (41. 15) 代入 (41. 1) 中，得 

jo ||^+ (v • V ) vj =—+ v +( i ; +”’）▽(▽• v ). 

它是一个复杂的方程，但大自然就是这个样子。 

如果像以往一样引进涡度= V.x V, 那么就可将上述方程写成 

pi ^ + IiX v + i W J =— Vp — pVI > + tj ^ T 2 v + ( jj + r /') • v ). (41. 16) 

我们再次假定唯一起作用的彻体力是像重力那样的保守力。为弄淸楚新项意味着什么，让 
我们考察不可压缩流体的情况。于是，如果取式 (41. 16) 的旋度，则得到 

^ + VX («X v ) = (41.17) 

这个式子除了在其右边有一新项外就很像式 (40. 9) 了。当右边为零时，我们曾有过涡度随流 
体一起运动的亥姆茁兹定理。现在，虽然在右边已有相当复杂的非零项，然而，它却具有简单 
明了的物理意义。如果暂时略去项 ▽ X (fl X >0,则得到一个 扩散方程 。该新项意味着涡度12 
经由流体而 tt 。 如果在涡度方面存在一个大的梯度，则它将会扩散到其邻近的流体中去。 

这就是引起烟环在前进时会变得较厚的那一项。同样，如果你把一个“洁净”的涡环（由 
上一章所描述的那台仪器造成的“无烟”环)送过烟雾，则它就可以漂亮地被显示出来。当它 
跑出烟雾时，它已很好地吸取了某些烟雾，所以你会看到一个空心的烟环壳。有些向外 
扩散进烟雾之中，但仍能保持与涡旋一起向前运动。 

§41-3 雷诺数 


现在我们要来描述因新的黏性项在流体流动特性方面所造成的一些变化。我们将相当 
详细地探讨两个问题。第一个是流体经过柱体的流动——那是我们在上一章就曾试图用非 
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黏性流动的理论进行计算的问题。事实证明，今天人们只能对几种特殊情况求得黏性方程 
组的解。因此将要告诉你们的某些东西是建立在实验测量基础上的——假定实验模型满足 
方程式 (41. 17)。 

数学上的问 题是: 我们很想对不可压缩的黏性流体流经一根直径为 D 的长柱体的流动 
进行求解。这种流动应该由式 (41. 17) 及 


= VX v (41. 18) 

给出，同时满足下述条件 :在远 处速度是某个恒定值，比方说 V (平行于; r 轴），在柱体的表面 
处速度为零，即对于表面 

会有 

V, = V, = V. = 0. (41.19) 

那就完全规定了该数学 问题。 

如果你考察那些方程式，你会明白对于该问题有四个不同常数：7, D 和 V 。你也许 
会想到应该对于不同的 V 、不同的 D 等等给出一整系列的情况。然而，实际情况却并非如 
此,所有这些不同的可能解答均相应于一个参数的不同数值，这就是我们关于黏性流动所能 
说的 S 重要的普遍的东西。要知道其所以然，首先应当注意黏性和密度只出现在比率 
r ,/ p 一即&黏性中。这就把独立参数的数目减少到三个。现在假定我们采用出现于这个 
问题中的唯一长度、即柱体的直径 D 来量度所有距离，那就是说，用按照下列关系的新变最 
x ' , y ' , 〆 来代替； c , 

x = x ' D , y = y ' D , z = z ' D , 

这样 D 就从式 (41. 19) 中消失了。同样地，若我们用 V 来 S 度所有的速度一即是令 V = 
v'V —则可以消去 V ,而在大距离上 t / 正好等于1。由于已确定了长度和速度的单位，所 
以现在我们的时间单位就是 D "。 因而应该令 

t = (41.20) 

采用这一套新的变置，式 （41.18) 中的那些微商就得从改成 （ i / D )3/ a ； c ', 其余依 
次类推，因而式 (41. 18) 就变成 

f 2 = VXv =^ V ， Xv , = ^ Sl '. (41.21) 


于是我们的主方程式 (41.17) 可以看作 


^+V , x(n , 


〆 )=滅， 


所有常数都精简成一个因子，根据传统我们将其写成 1/ R : 


R = — VD . 
V 


(41.22) 
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如果真正记住全部方程式都是以这些新单 位的慑 写出的，则可以省略一切带撇号。于是上 


面关于流动的方程钽为 

^ + vx ( nxv ) = - v 2 。 

(41.23) 

和 

= V X v . 


所附条件为 ：对于 

= i /4. 

(41.24) 


i ; = 0； 


以及对于 

x 2 + y - t - z 2 » i f 



v r = 1 9 v y = v t = 0. 



这在物理上所包含的全部意义十分有趣。比如，它意味着 ：若我 们解决了关于某速度 
V ,和某个柱体直径 D , 的流动问题，然后又问起关于不同的 D 2 及另一种流体的流动问题， 
则对于给出相同雷诺数的速度 V 2 ——也就是说，当 


R , = — V , D , = R 2 = — V 2 D z (41.25) 

7> 中 

时，流动将是相同的。对于笛诺数相同的任何两种情况,流动“看起来”将是一样的——用适 
当标度工 '， ：/, /和， 的话。这是一个重要定理，因为它意味着我们不需制成一架飞机来做 
试验，就可以确定空气流经机8时的行为。作为代替，可以制造 一个模 型并利用提供相同笛 
诺数的速度来进行测 fit 。 这是一个原理，它容许我们把小型飞机所作的“风洞”测 tt 结果或 
把按比例缩小了的模型船在“模型池”中的试验结果应用于实际尺寸的物体。然而应当记 
住,只有假定流体的压缩性可以忽略时，我们才能这样做。要不然，就会进入一个新的量一 
声速。而只有在 v 对声速的比值也相同时，不同的情况才会真正互相对应。这后一比值称 
为马赫数。因此，对于接近声速或超过声速的速度，若两种情况的两个马赫数及两个雷诺数 
都相同，则在这两种情况下的流动才会彼此相同。 

§41-4 经过一圆柱体的流动 

让我们回到低速（几乎是不可压缩的） 流经柱 体的流动问题上来，将对实际流体的流动 
给予定性描述。有许多关于这类流动的情况我们很想知道——例如作用于柱体上的曳引力 
是什么？作用于柱体上的曳引力作为 R 的函数被画成图 41-4 中的曲线。若其他一切都保 
持固定的话，则 K 与空气的速度 V 成正比。实际上所画出来的乃是所谓 曳引系数 C D ，它是 

—个无量纲的数值，等于力除以其中 D 和 Z 分别代表柱体的直径和长度，而户则 
是流体的 密度： 


C D = 


F 
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BB 41-4 —根圆柱体的曳引系 》 C 0 作为茁诺数 的函数 


这曳引系数按相当复杂的方式变化，并为我们提供一种预示，即在流动中正发生笤某些相当 
有趣而又复杂的事情。我们现在将对不同的雷诺数范围的流动性质进行描述。首先，当雷 
诺数十分小时，流动完全是定常的，这就是说，在任何地方速度都恒定，流动绕柱体而过。可 
是，流线的实际分布却不像在有势流动中那样，它们是稍微不同的方程之解。当速度十分 
低，或等效地说，当黏性十分高以致该物质像蜂蜜那样时，则那些惯性项都可以忽略，而流动 
便可由下式 描写： 

= 0 . 

这个方程首先由斯托克斯求解。他也曾解过关于球体的同样间题。若你有一个小球在 
这种低雷诺数的条件下运动，则曳引它所需之力等于其中 a 为球体半径而 V 为其 
速度。这是一个十分有用的公式，因为它决定尘埃微粒（或可近似地视作球体的其他粒子） 
在一给定力的作用下穿过一流体一诸如在一离心机中，或在淀积或扩散过程中一的运 
动速率。在低雷诺数区域一对于 K 小于1的情 
况，围绕一根往体的 v 线如图 41-5 所示。 

如果现获得比1大一些的雷诺数而增 
大流体速率，则我们发现流动情况不同了。在该 
柱体后面存在环流，如图 41-6( b ) 所示。关于是否 
即使在雷诺数最小时也总会有环流存在，或要在 
某一定雷诺数时情况才突然发生变化，这仍然是 
个未解决的问题。人们过去常常认为环流是连续 
不断地生长的，但现在却认为环流是突然出现的， 田 4 1-5围绕一根圆柱体的黏性流动 

并肯定它随 R 而增加。无论如何，对于 i ? 在10〜 （低速 流动） 
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30范围内的流动来说存在不同的特性。在该柱体后面就有一对涡旋。 

当 R 达到40左右的数目时，流动已经再次发生变化。在运动的特性方面突然有一个 
完全的改变。所发生的情况是，在该柱体后面有一个涡旋竟变得那么长，以致分裂开来并随 
液体顺流而行。这时在柱体后面附近的流体又会卷起来并形成新的涡旋。这些涡旋在每一 
边交替散裂，因而流动的瞬时图看来大致像示意图 41-6( c ) 所画的那样，这些涡旋的流称为 





图 41-6 流经一柱体的、不同雷诺数的流动 
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“卡门涡街”，它们总是在 K > 40时出现，这种流动的照片如图 41-7 所示。 

在图 41-6 中 ，（ a > 与 （ b ) 或与 （ c ) 这 
两种流动间的差别在状态方面几乎已完 
全不同。在图 U ) 或 （ b ) 中，速度是恒定 
的，而在 （ c ) 中，则在任一点的速度都随 
时间变化。超过 K = 40时就不会有定 
常解了。对于这些较高的雷诺数，流动 
会随时间变化，但还是以有规则的周期 
性方式进行的。 

关于这些涡旋如何产生，我们可得 
到一个物理概念。我们知道，流体速度 
在柱体表面处必须为零，也知道在离开 
表面后速度便迅速增长。涡性就是由流 
体速度方面的这种巨大的局域变化产生 

的。现在，当主流的速度足够低时，对涡性来说便会有充分时间从靠近柱面产生它的那个薄 
薄的区域扩散开来并生长成一个大涡旋区。这一物理图像应该会帮助我们对主流速度或 K 
再度增大时在流动性质方面的 下一次 变化做好思想准备。 

当速度变得越来越高时，涡性扩散至较大的流体区域中的时间就越来越少了。当雷 
诺数达到几百时，涡性已开始充满一条薄薄的带，如图 41-6( d ) 所示。在这一薄层中，流 
动是混沌和无规的，这一个区域叫做而当 K 增大时这个无规流动区会克服困难 
越来越往上游伸展。在这一湍流区非常无规，而又“受到干扰”，流动也不再是二 
维的，而是在整个三维中都出现扭转和转动。但仍然有一规则的交替运动 ft 加于这种湍 
流之上。 

当雷诺数进一步增大一对稍高于 R = 10 s 的那种流动——这湍流区会克服困难向前 
直到它抵达流线刚离开柱体的地点。这种流动如图 41-6( e ) 所示，因而我们就有了所谓“湍 
流边界层”。并且,在曳引力方面存在猛烈变化，它下降了很多倍，如图 41-4 中所示。在这 
—个速率范围中，曳引力的确会随速度的增加而降低，周期性的迹象似乎很少。 

对于更大的雷诺数将会发生什么呢？当我彳1’^-步提高速率时，那尾流的尺寸会再度 
增大，而曳引力又复增加。最近的实验一达到/?= 10 7 左右——指出 ：有一 种新的周期性 
出现在尾流之中，这或者是由于整个尾流以整体运动的方式发生了来回振动,或者是由于某 
种新类型的涡旋正伴随那不规则的嘈杂运动而产生。详细的情况迄今还不完全清楚，人们 
仍在用实验方法进行研究。 



§41-5 零黏性极限 

我们愿意指出，上面所描述的那些流动，没有一种与上一章所求得的那种有势流动解有 
任何相像的地方。乍一看来，这似乎很奇怪。 i ? 毕竟与1/ 7 成正比，因而趋于零与 K 趋于 
无限大是等效的。若在式 (41. 23) 中取大的极限，则会把右边去掉，而正好得到上一章的 
那些方程。可是，你该会发现，在 i ? = 10 7 的那种高度湍流竟会趋向于从“干”水方程组所算 
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出来的平滑流动，真是难以置信。当 R = ~ 时，由方程式 (41.23) 所描述的流动会完全不同 
于我们从取>?=0开始着手获得的解，这怎么可 能呢？ 答案十分有趣。应当注意式 (41. 23) 
右边存在 1/ R 乘一个二次微商，它是方程中比任何其他微商都高次的微商。发生的情况 
是：虽 然系数 1/ R 是小 fi , 但在表面附近的空间内却存在着的十分迅速的变化。这些迅 
速变化补偿了那个小的系数，因而两者之积就不会随 R 的增大而趋于零。解答就不会趋于 
当 V 2 ^ 的系数变成零时的那种极限情况。 

你可能会觉得奇怪，细粒湍流是什么，而它又是怎样维持它本身的呢？在柱体边缘某 
处所造成的涡度如何能在背景中产生那么多的噪声呢？答案又是很有趣的。原来涡性 
有扩大自身的倾向。如果我们暂时忘却那种会引起涡度损失的涡旋扩散现象，则流动的 
规律表明（正如我们以前见过的 h 涡线会以速度 v 随同流体一起运动。可以想象，有一定 
数目的12线正被 v 的复杂流动花样所扭转和变形，这会将那些线紧密地吸引在一起并彻 
底混合。原先那些简单的涡线将会纠缠成结而且紧密地吸引在一起。涡度强度将会增 

加，而其无规性一包括正的和负的-般也将增加。因此，当流体到处被旋转时，在 

三维中涡度的量值就增大。 

你也许正好要 问：“ 什么时候那种有势流动才是真正满意的理论呢？ ”首先，在湍流区以 
外，即在涡度还未通过扩敗而明显进入的地区，它是令人满意的。通过制造特殊的流线型物 
体，我们就能使得湍流区尽可能小。机 S —那是经过精心设计的——周围的那种流动就 
几乎完全是典正的有势流动。 


§41-6 库埃特.流动 

流经一柱体那种流动的复杂而易变的特性并不特殊，而各种各样的流动可能性却会普 
遍地发生，这是有可能加以演示的。在第一节中我们曾经对两个圆简间的黏性流动算出了 
—个解，并能够把这一结果与实际发生的悄况进行比较。若取两个同心的圆筒，在它们之间 
的空隙里装进油，并放进一些铝粉以作为油中的悬浮物，这样流动就可容易观察到。现在， 
若缓慢地转动外简，并不会有什么意料之外的事情发生，这可从图 41-8( a ) 上看到。相反， 
若慢慢转动内简，也不会有十分显著的事情发生。然而，若以较高速率转动内简，则我们会 
感到惊奇，流体已破裂成一些水平带，如图 41-8( b ) 所指出来的那样。当外筒以一相似速率 
转动而保持内筒静止不动时，却没有这种效应发生。怎么可能在转动内筒或转动外筒之间 



(a) (b) (c) (d) 

图 41-8 在两个透明的旋转圆筒间液体流动的花样 
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存在这种差别呢？毕竟，我们在第一节中导出的那种流动图样只依赖于叫一叫。我们可以 
通过对图 41-9 所示截面的考察而得到答案。当内层流体比外层流体运动得快时，它们趋向于 
肉外运动——离心力大于把它们固定在适当位置上的压强。因为外层的阻塞,所以整层流体 
不可能均匀地向外移动,因此就必然会破裂成小格并做环流，如图 41-9( b > 所示。就像房间里 
底部空气较热时所发生的对流。当内筒不动而外筒高速转动时，离心力会建立起把一切都 
保持在平衡状态的压强梯度——见图 41-9( c >( 正如在一间顶部空气较热的房子里那样）。 


离心力 




现在让我们提高内简的转速。起初，带的数目增加。然后突然你会#到那些带变成波 
浪形状，如图 41-8( c ) 所示，而这些波正在环绕着筒行进。波的速率很容易测撤出来。对于 
相当高的转速来说,这波速会接近于内简速率的三分之一。但没有谁能知其所以然！这就 
存在一种挑战，一个像1/3的简单数目，还得不到任何解释。 1* 实上，这种波形成的整个机 
制并未得到很好理解，而它却是一种定常层流。 

如果我们现在也开始转动外简一但是沿相反方向——则该流动花样开始破裂，所获 
得的乃是波浪形状区域与表面上静止的区域相互交替的一种情形，如图 41-8( d ) 所示意的 
那样，构成 一种螺 旋式的花样。然而，在这些“静止”区中，我们能够看到流动实在是很不规 
则的，它实际上完全是湍流，而那些波浪形状区也开始表现出无规的湍流了。如果内外简继 
而转得更快，则整个流动便会变成混沌的湍流了。 

在这个简单的实验中，我们看到了许多有趣的、完全不同的流动状态，但它们却全都 
包含在一个参数 K 取不同数值的简单方程中。利用上面的旋转圆简，能看到发生于流经 
柱体的流动中的许多效应 ：首先 ，有一种定常 流动； 其次，开始出现一种随时间变化的、但 
仍以有规则而又平滑的方式进行的 流动； 最后，流动就变成完全无规的了。你们大家都 
曾在平静空气里，从点燃着的一支纸烟升起的一股烟柱中看到相同的效应。有一股平滑 
而稳定的烟柱，接着当这股烟流开始破裂时就有 一系列 的扭转和弯曲，最后才形成一股 
无规的涡流烟云。 

从所有这些实验中我们能够学到的主要经验是 ，一 大堆不同的行为都隐藏在式 (41. 23) 
那组简单的方程中。所有的解都属于同样的方程组，仅有不同的 K 值。我们并没有理由认 
为在这些方程式中会有任何遗漏的项。唯一的困难在于，今天除了十分小的雷诺数一即 
完全黏性的那种情况一以外，我们仍然缺乏数学本领对各种情况进行分析。我们虽然写 
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下了一个方程，但这并不会从流体的流动中除掉它的魅力、它的神秘或$的令人惊异之处。 

若在只 有一个 参数的简单方程中这样的变化是可能的话，那么对于更加复杂的方程可 
能性是多么多啊！也许用以描述旋涡星云以及那些正在凝结、旋转、爆炸的众星球和众银河 
的基本方程，正好就是关于几乎为纯氢气的流体动力学行为的简单方程。经常有某些对物 
理学怀着毫无根据的恐惧心理的人会说，你不可能写出关于生命的一个方程。噢，也许我们 
能够。事实上，当我们写出量子力学的方程 

时,我们就很可能已经有了足够近似的方程。刚才已经看到，事情的复杂性能够那么容易而 
又戏剧性地被用来描写它们的那些方程的简单性所忘记。人们往往还未认识到一些简单方 
程的适用范围，就得出结论，解释世界的复杂性所需要的除非上帝，而仅仅有方程是不行的。 

我们已写出了关于水流动的方程组。从实验方面来说，也找到了一组用来讨论其解的 
概念和近似方法——涡街、湍性尾流、边界层等等。当我们在一种不那么熟悉的、而同时又 
还未能做出实验的情况下拥有相似的方程组时，就企图按照一种原始、不完全和混乱的方式 
求解那些方程，希望确定有什么新的定性特点可能会出现，或有什么新的定性形式是那些方 
程的结果。例如，当我们把太阳作为一个氢气球看待时，方程式把太阳描绘成没有太阳黑 
子、表面没有谷粒状结构，也没有太阳红焰和日冕。可是，所有这些，实际上都存在于该方程 
之中，只是我们还未找到借以获得它们的方法罢了。 

还有一些人对于在其他行星上尚未找到生物而感到失望。我却不是那种人——我希望 
能通过行星际探索，以及从这么简单的原理就能产生出那种变化无穷而又新奇的各种现象， 
再次受到启发、受到鼓舞,并感到 惊异。 科学的检验标准乃是其预言的本领。假如你从未探 
望过地球，难道你能预言笛电、火山、海涛、极光以及五彩缤纷的晚霞吗？当我们获悉在那些 
死寂的行星——八个或十个球体一上每一个所发生的一切事情时，即每个都由同一种尘 
埃云所凝聚而成，而且每个又都遵循着完全相同的物理规律,那将是有益的一课。 

下一个人类智慧的伟大启蒙期，很可能会产生出一种理解方程的定性内容的方法。目 
前我们还不能够。今天不能看出那个水的流动方程会含有人们在两个圆简间所见得到 
的、像理发店门前的旋转招牌那样的湍流结构。今天还不能看出薛定谔方程是否包含育蛙、 
音乐作曲家或者伦理道德一也许它不会。对于超越事情本身范围的、像上帝那样的某些 
事情，我们不可能说需要还是不需要，因而我们都可以就这两种情况保持自己的坚定信念。 
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§42-1 二维弯曲空间 

按照牛顿理论，所有物体都吸引其他物体，吸引力与它们之间距离的平方成反比；物体 
受力后就产生与力成正比的加速度。这些就是牛顿的万有引力定律和运动定律。如你所 
知，它们说明了球、行星、人造卫星、星系等等运动的原因。 

对于引力定律，爱因斯坦有不同的解释。按照他的理论，空间和时间一必须放在一起 
称为时空——在盒质 ft 物体附近是弯曲的。物体总是力图沿着弯曲时空中的“直线”行进， 
它们的这种运动方式是弯曲时空造成的。这是一个复杂的概念一非常复杂。这就是本章 
我们要阐明的概念。 

我们的题目含有三个部分。一部分涉及引力 效应； 另一部分涉及我们已经学过的时空概 
念; 第三部分与弯曲时空概念有关。开始时我们把题目简化,先不考虑引力，且撇开时间一 
只讨论弯曲空间。稍后，我们会谈到其他部分，但现在我们将把注意力集中在弯曲空间的概 
念——弯曲空间的含意是什么，更确切地说，爱因斯坦应用弯曲空间的含意是什么。结果发 
现，即使如此,在三维情况下仍相当困难。所以我们一开始还得把问题做进一步的简化，只 
讨论二维悄况下"弯曲空间”一词的意思是什么。 

为了理解二维情况下弯曲空间的概念，你真应该去体验一下生活在这种空间中的角色 
的特别的观点。假定我们设想一只昆虫，它没有眼睹，生活在一个平面上，如图 42-1 所示。 
它只能在平面上行动，而且无法知道有什么发现任何“外部世界”的方法（它没有你们的想象 
力）。当然，我们将用类推法进行讨论。我们生活在一个三维的世界，因而不会有任何离开 
我们的三维世界、在一个新的方向上的想象能力，所以我们只得通过类推的方法把事情想清 
楚。这如同我们就是一只生活在平面上的昆虫，而在另一方向上存在着空间。这就是为什 
么我们首先将和昆虫打交道，并记住它必须生活在它的表面上而不能离开的原因。 

作为生活在二维空间中昆虫的另一例子，我们设想有一只昆虫生活在球面上。我们可以 
想象它在球的表面上到处爬行，如图 42-2 所示，但它不能“仰视”、“俯视”或“朝外面”观看。 



*42-1 平面上的一只昆虫 圈 42-2 球面上的一只昆虫 
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现在我们还要考虑第三种生物。它也和前面两个例子一样是一只昆虫，和第一只昆虫 
那样生活在一个平面上 TilFh 平面很独特，在不同的地方具有不同的温度。同时，昆虫和 
它使用的尺全是由相同的材料做成的，当材料被加热时就膨胀。每当它拿一把尺放在某处 
去测量某物体时,尺就立即膨胀至与该处温度相当的长度。无论它把什么物体——它自身、 
尺、矩形或任何东西一放在何处，该物体总会因热膨胀而伸展自己。任何物体在热的地方 
比在冷的地方要长，而任何物体都具有相同的膨胀系数。我们把第三种昆虫的住处称为“热 
板”，不过，我们特别将它设想为一种特殊类型的热板，它的中心较冷，越走向边缘越热(参见 
图42-3)。 



图《-3热板上的一 只昆虫 围 42-4 在平面上做 H 线 


现在我们将想象那些昆虫开始研究几何学。虽然我们设想它们是瞎子，不能看见任何 
外部世界，但它们还能用腿及感觉器官做很多事情。它们可以画出线条，能够制造尺并测揪 
长度。首先，假定它们从 M 简单的几何概念着手。它们学习如何做一条直线——定义为两 
点之间敁短的联线。第一只昆虫一参见图 42-4 ——学会了做非常好的线。但对于球面 
上的昆虫来说会发生什么悄况呢？它把直线画成两点之间（对它来说）的 W 短距离，如图 
42-5 所示。对我们来说,它看起来像一条曲线，但是它无法离开球面找出“真正”更短的线。 
它仅知道，如果在自己的世界中尝试做别的路径，则这些路径总是比它的直线要长。所以我 
们将允许它把最短的圆弧（当然是大圆的圆弧）。 



图 《-5 在球面上做直线 S 42-6 在热板上做直线 


最后，第三只昆虫——图 42-3 中的那只昆虫一也会画出“直线”，虽然对我们来说它 
看起来像曲线。例如，图 42-6 中 A 和 B 之间的最短距离应该沿着像图中所示的曲线。为 
什么呢？因为当线弯向热板的较暖部分时,尺会变得较长(从我们无所不晓的观点来看），因 
而从 A 到 B 不断丈量所取得的“码尺"的次数就较少。所以对它来说该线是直的——它无 
法知道在陌生的三维世界中还会有人把别的线称为“直线”。 
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我们认为你现在已经得到这样的概念,即其他一切分析将始终是从位于特殊表面上的生 
物的观点出发，而不是从我们的观点出发的。考虑到这点,我们来看看它们的其他几何图形像 
什么样子。我们假定昆虫们都已学会如何使得两条线相交成直角（你可以想象出它们如何才 
能做到这一点)。因此第一只(在正常平面上的）昆虫发现一个有趣的事实。如果它从 A 点出 
发做一条长100 in 的线，然后作一个直角并标出另一条100 in 的线，接着做另一个直角，并做 
另一条100 in 的直线，然后做第三个直角和第四条100 in 长的线，最后恰好在出发点结束，如 
图 42-7( a ) 所示。这个图形成为它所在世界的一个特征一它的“几何学”中的一个事实。 

然后，它发现另一件重要的事情，如果它做一个三角形一用三条直线画出的图形，则 
三个内角之和等于180°,即等于两直角之和，参见图 42-7( b )„ 



(b) (c) 

图 42-7 平直空间中的正方形、三角形和圆 


接《，它发明了圆。圆是什么？圆是用这样的方法做 成的： 你从一点出发，沿箱许许多 
多方向画直线，并将所有到出发点具有相同距离的大》的点连成线，参见图 42-7( c ) (如何 
给这些事物下定义，我们应小心从事，因为我们必须能够去为其他伙伴做类似的东西）。当 
然，通过围绕该点转动一把尺，你也能够做出与此等价的曲线。反正上述昆虫已学会如何去 
做圆，因此，有一天它想去测《圆周的距离。它测 tt 几个圆周后发现了一个简洁的关 系：周 
长恒等于同一个数目乘以半径 K 当然, r 是从中心到外面曲线的距离）。周长和半径总是具 
有相同的比例一近似为 6. 283——与圆的大小无关。 

现在,我们来看看其他昆虫对于它们的几何学发现了些什么。首先，当球面上的昆虫试 
图做一个“正方形”时会发生些什么按照我们上面给出的规定,它大概会认为所得结 
果很不值得忧虑。它得到了像图 42-8 中所示的图形。它的结束点 B 并不在出发点 A 上，它 



m 42-8 在球面上试做"正 方形- 图 42-9 在热板上试做••正方形” 
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根本没有做成一个闭合的图形。你可以弄一个球来试试看，对于热板上的昆虫朋友来说也 
会出现类似的情况。如果它画出了四根等长的直线——用它膨胀的尺测量的——用直角连 
接后，它会得到一幅如图 42-9 所示的图形。 

现在假定每只昆虫都有它们自己的欧几里得，他曾告诉它们几何图形“应该”像什么样 
子，而且它们已经通过小尺度范围所做的粗糙测量对之进行了初步的检验。然后当它们试 
图在大尺度范围做一个精确的正方形时，就发现有点不对。要害在于,仅通过几何学的测量 
就会发现它们的空间有些问题。我们定义的弯曲空间，就是其中的几何图形^5^^ 
面情况下所期望的形状的那种空间。昆虫在球面或热板上所做的几何图形就是弯曲空间的 
几何图形。那里欧几里得几何学的规则失效了。为了査明你所生活的世界是弯曲的，没有 
必要得使自己离开这个 平面； 为了弄清楚你生活的面是一个球面，没有必要去环绕这个球飞 
行。通过丈量一个正方形，你就可以发现你生活在一个球上面。如果正方形很小，则将需要 
很高的精度；若正方形很大，那测置工作可以做得粗一点。 

让我们考虑平面上的三角形，内角之和等于180°。我们在球面上的朋友可能发现一些 
很特殊的三角形。例如它可能发现具有 三个直角 的三角形。的确是的！其中之一如图 
42-10 所示。假定昆虫从北极出发，做一条直线直达赤道，然后做一个直角以及同样长度的 
另一条直线。接着它再做一遍。根据它所选取的很特殊的长度，它正好回到出发点，和第一 
条直线相遇，并与其构成直角。所以，对它来讲，亳无疑问这个三角形具有三个直角，即它们 
之和为270°。结果表明，对它而言，三角形三内角之和恒大于180°。亊实上，超过部分（对 
于上述特殊情况，超过90»)正比于三角形有多大的面积。如果球面上的一个三角形很小， 
则它的角相加就非常接近180°,仅稍微超过 一点。 当三角形变得较大时，这种差异就会上 
升。在热板上的昆虫会发现它们的三角形具有类似的困难。 



围 42-10 在球面上一个■•三角形••可以具有三个90•的角 



图 42-11 在球面上做圆 


接下来我们考察关于圆其他昆虫发现了什么。它们做一些圆并测景它们的周长。例 
如，在球面上的昆虫或许会做出如图 42-11 所示的那个圆，而且它会发现该圆的周长小于 
2 n 乘以半径(你可能知道，从我们的三维观点来看，这是很明显的，即它所谓的“半径”是弯 
曲的，比该圆的真实半径要长)。假定球面上的昆虫已经学过欧几里得几何，并决定预言半 
径等于周长除以 2 K , 取作 


C 

U' 


(42.1) 


因此它会发现所测得的半径比预言的半径要大。若继续讨论这个题目，那它或许会把这个 
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差定义为“逾半径”，并写成 

rm — r K = r m , (42.2) 
并且研究逾半径效应如何取决于圆的大小。 

在热板上的昆虫会发现类似的现象。假定它以板上的冷点为圆心画圆，如图 42-12 所 
示。要是我们看着它做圆，则会注意到它的尺在靠近圆心时较短，而当尺移动到外面时就变 
长——虽然昆虫并不知道，这也是显然的事。当它测量周长时，尺始终是长的，所以它也发 
现测得的半径较预期半径 CIU 要长。因此，热板上的昆虫也发现了“逾半径效应”，该效应 
的大小又决定于圆的半径。 

我们将把“弯曲空间”定义为其中会发生下述类型几何偏差的空间 ：三角 形三内角之和 
不等于180°;圆的周长除以2„不等于 半径; 制作正方形的规则不会给出闭合的曲线。你可 
能还会想到一些别的偏差。 

我们已经给出了两个关于弯曲空间的不同 例子： 球面和热板。但有趣的是，如果选取正 
确的温度随热板上距离变化的函数，则这两种几何将是完全相同的。这事相当有趣，我们可 
以使得热板上的昆虫和球面上的昆虫获得完全相同的答案。对于那些爱好几何学和几何学 
习题的人，我们将告诉你们如何才能做到这一点。如果设想尺的长度（由温度确定）与1加 
上某个常数乘上距原点距离的平方成正比，那么你将发现热板上的几何在所有细节上•均 
与球面上的几何完全相同。 



围 42-12 在热板上做圆 



当然，还有其他类型的几 何学。 你们可能会问，那生活在梨上面的昆虫，也就是生活在 
有的地方弯曲得比较厉害、有的地方弯曲得比较平坦的曲面上的昆虫，其几何将如何。这 
时，昆虫在它的世界中的一部分所做的小三角形,其角的逾置比在另一部分所做的小三角形 
要大。换句话说，空间的曲率是可以逐处变化的，这就是对上述概念的概括。这种情况也可 
以通过热板上适当的溫度分布来进行模仿。 

我们也不妨指出，上述结果可以从类似矛盾的、相反的东西中得出来。例如，你们可能 
会发现，当把三角形做得太大时三内角之和小于180°。这话也许听起来不大可能，但一点 
也不假。首先，我们该有一块热板，它的温度随距中心的距离而降低，于是所有的效应都会 
反转过来。但是我们也可以通过考虑二维的鞍面几何图形而纯粹从几何学上做到这点。想 
象如图 42-13 所示意的马鞍型曲面，现在在该曲面上画一个“圆”，把它定义为距中心相同距 


• 无限远点除外。 
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离的所有点的轨迹。这个圆是一条像扇贝壳那样上、下波动的曲线,所以它的周长比根据 
27 tr 所预期的值要长。这时的 C /(2 n > 就 大于一 ，“逾半径”应为负值。 

球、梨等这类物体全都具有运曲率的 表面； 另一类物体则称为具有负曲率的表面。一般 
说来，一个二维世界的曲率将是 i 处变化的，在某个地方为正，而在另一个地方为负。通常， 
我们所谓的弯曲空间，仅是指其中欧几里得几何规则因一个偏差符号或其他原因而失效的 
空间，曲率的置值——比如说由逾半径所定义一可以逐处变化。 

我们应该指出，根据上面对曲率的定义，圆柱面是不弯 
曲的，这令人相当奇怪。如果一只昆虫生活在一个圆柱面 
上，如图所示，则它会发现三角形、正方形以及圆所具有的一 
切特征，与它们在平面上所具有的特征完全相同。只要设想 
一下.如果将圆柱面展开成一个平面，那么所有这些图形看 
起来将是什么样子，就不难明白这一点。因此，所有的几何 
图形都能够画得与它们在平面上的图形完全对应起来。所 
以对生活在圆柱面上的昆虫来说（设想它不会绕圆柱兜一 
圈，而只会做局部测量），它一点也发现不了它所在空间是弯 
曲的。从我们的学术意义上来说，我们认为它的空间并不是 
弯曲的。我们要谈的曲率，更精确地应称为内（事）曲率，这 
是一种只能通过局部区域的测《而得出的曲面没有 
内（窠）曲率]。这是爱因斯坦所指定的意思，每当他说我们 
的空间是弯曲的时候，指的就是这个意思。但到目前为止， 
我们只定义了二维情况下的弯曲空间，我们必须继续去弄清 
楚在三维情况下这个概念会意味着什么。 

§42-2 三 维空间的曲率 

我们生活在三维空间中，所以我们要讨论三维空间弯曲的概念。你们会问 ：“然 而你们 
如何才能把它想象为在任何方向都是弯曲的呢？ ”好吧，我们所以不能把空间想象为在任何 
方向都是弯曲的，那是因为我们的想象力还不够好（或许也正因为我们不能想象得太多，所 
以我们不能完全摆脱真实世界）。但仍可以定义三维世界的曲率，而用不到脱离这个三维的 
世界。我们曾谈论过的关于二维世界中的一切仅仅是一个练习，目的是为了说明如何才能 
获得曲率的定义，而不需要我们具有从外部“观望”的能力。 

我们可以用生活在球面上或热板上的先生们曾使用的、完全相似的方法,来确定我们的 
世界是否是弯曲的。或许我们不能区分这两种情况之间的差别，但的确可以把这些情况与 
平直空间或平板区分开来。如何区分？相当容 易：设 S —个三角形并测量其 内角； 或做一个 
大圆并测量其周长和 半径； 或者尝试设 H —些精确的正 方形; 或者试做一个立方体。检测在 
每种情况下几何定律是否成立。如果它们不成立，我们就说该空间是弯 曲的。 若设置一个 
大三角形,而且其内角之和大于180°,则我们可以称该空间是弯曲的。或者，若测得一圆的 



图 42-14 A 冇；内曲率的二 
维空间 


• 译者注：原养为 ： So C/2 jt is now less than r 。 有误。 
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半径不等于其周长除以 2 tt , 则我们也可以说该空间是弯曲的。 

你会注意到，情况在三维中可能比在二维中复杂得多。在二维中的任何一个地方都有 
确定大小的曲率，但在三维中的每个地方可能存在有关曲率的& 

个分量。如果在某个平面内安置一个三角形，则只要三角形的 i 
面有不同的取向就可能得出不同的答案。或举一个圆的例子。假 
定我们画了一个圆并测量它的半径，结果并不与 C /2> t 相符，以致 
存在某个逾半径。此时我们画出另一个与其垂直的圆，如图 42- 
15所示。对于这两个圆，不一定有完全相同的逾半径。事实上， 

对某一个平面上的圆来说可能存在正的逾，而对另一个平面上的 
圆来讲可能存在亏损（负逾）。 

或许你们正在想一个好主 意：我 们不是可以用三维的 g 来获 
得各处所有的分置吗？我们可以取所有与空间给定点等距^点以 
确定一个球。然后在球面上设昱一个精密的正交网格，并把这些小区域加起来，这样我们就 
可以测得球的表面面积。按照欧几里得几何学，总面积 A 被认为是半径平方的0倍，所以 



图 42-1 S 不同取向的圆 

可以冇不同的逾半径 


我们可以定义“预期半径”为我们也可以挖一个洞通到中心并测慑其距离，从而直 
接测得半径。我们可以再次将测 S 半径减去预期半径，并把其差称为半径的逾，即 


r m 


_ / 测量面积 、 



它应该是完全令人满意的曲率测 ft , 它的巨大优点在于它与三角形或圆的取向无关。 

但是球面的逾半径也有缺点，它并不完全表示空间的特征。由于存在各种曲率的平均 
效应，所以它给出的是所谓三维世界的平均曲率。然而，既然是一种平均，它就不能完全解 
决关于确定几何图形的问题。如果你只知道这个数值，则不可能预言空间的全部几何性质， 
因为你不可能知道对于不同取向的圆会发生什么情况。完整的定义需要在每一点规定六个 
“曲率数”。当然，数学家知道如何写出所有这些数。总有一天你可能会在数学书中#到怎 
样用高级而精巧的形式把它们写出来，但是，起初用粗略的方法弄清楚你试阁写出些什么， 
这不失为一个好主意。对于大多数目标来说，平均曲率可能就足够了 ^。 


§42-3 我们的空间是弯曲的 


现在来讨论主要问题。它是真的吗？我们生活的现实的物理三维空间是弯曲的吗？ 一 
旦我们具有了足够的想象力去认识空间是不是被弯曲了的可能性，那么人类的脑子自然就 
对现实世界是否弯曲变得好奇起来。为了尝试得出解答，人们已经进行了直接的几何测量， 
但没有发现任何差异。但从另一方面来说,根据有关引力的论证，爱因斯坦发现空间是弯曲 


* 为了完整起见，我们应该再补充一点。如果你想把弯曲空间的热板模型应用到三维的悄况，你必须 
想象尺的长度不仅取决于你把它放在何处，而且也取决于尺在安置时的取向。这是一种简单悄况的 推广. 
在这种简单情况下，尺的长度决定于它所处的位罝而不管它取南北方向还是东西方向，或上下方向，其长 
度都是相同的。如果你想用这种模型的任意几何图形来表示三维空间，那么这种推广是必要的，虽然它对 
于二维情况很可能是不必要的。 
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的，而我们想要告诉你们关于曲率大小的爱因斯坦定律是什么，也希望对你们讲一点关于他 
是如何发现这个定律的情况。 

爱因斯坦曾说，空间是弯曲的，而物质是曲率之源（物质也是引力之源，所以重力与曲率 
有关——但这种关系将在本章的后期涉及）。为了使事情稍微容易些,我们假定物质以某种 
密度连续地分布，然而，密度可以按你想要的大小逐处变 化*。 对于曲率，爱因斯坦给出的 
规则 如下： 如果有一个空间区域内部存有物质，而我们取一个足够小的球，其内部的物质密 
度 p 实际上为常数，那么该球半径的逾正比球内的质量。利用逾半径的定义，得 

半径的逾= rj| —(42.3) 

式中 G 为（牛顿理论的）引力常数, c 为光速 ， M = 4^ r 3 /3是球内物质的质量。这就是空间 
平均曲率的爱因斯坦定律。 

假定以地球为例，且不考虑密度的逐点变化一所以不必做任何积分。假定我们非常 
仔细地测量地球的表面，然后挖一个洞通到中心并测得其半径。根据球的面积等于4〃 〆 的 
假设，由所测面积可以计算出预期半径。当把预期半径与实际半径进行比较时，会发现实际 
半径超过预期半径，其值由式 (42. 3) 给出。常数0/(3夕）约为 2.5 X KT ^ cmg - 1 , 所以对每 
—克物质来说，其测》半径就要多出 2.5 X 10- M cm o 代入约为 6 X 10 l 7 g 的地球质 S , 结果是 
地球具有的半径比根据其面积计算应得的半径大 1.5 mm **。 对太阳做相同的计算，你会发 
现太阳的半径比预期值超出半公里。 

你会注意到该定律说，地球表面区域的上方平均曲率为零。但这并$意味着曲率的所 
有分 S 为零。地球上方可能仍然存在——而率实上是存在一某种曲率。就平面上的一个 
圆来说，对于某些取向将有一种符号的逾半径，而对于另外一些取向则逾半径的符号相反。 
结果正好证明当 球应的 质置为零时曲率对整个球面的平均为零。顺便说说，结果表明曲率 
的各个分量与平均 g 率的逐处变化之间存在着联系。所以如果你知道了各处的平均曲率， 
你就能计算出每个地方曲率分置的细节。地球内部的平均曲率是随深度变化的，这就意味 
着地球内部和外部的某些曲率分量都不为零。正是这种曲率，我们把它看作为引力。 

假定在平面上有一只昆虫，而且假定这个“平面”的表面有些小突起。凡是有小突起的 
地方，昆虫会得出结论 说:它 的空间具有小的局部弯曲的区域。在三维中也有同样的情况， 
凡是物质堆积的地方，三维空间就有局部弯曲-种三维突起。 

如果在平面上造成许多隆起，则除了所有的突起以外,可能存在总体的弯曲一表面或 
许变得像一个球。搞清楚我们的空间是否由于像地球和太阳那样的物质堆积而形成局部的 
突起，从而具有净的平均曲率,这应该是有意义的。天体物理学家一直试图通过对非常遥远 
的星系的测量来回答这个问题。例如，若我们在很远距离处的球壳内所观测到的星系数目， 
与根据我们所知的球壳半径应该预期到的数目不同，则我们就会得到关于非常大的球的逾 
半径的量度。根据这种测量，希望找出我们的整个宇宙就平均而言究竟是平坦的，抑或是球 
形的一是像一个球那样是“闭合”的，还是像一个平面那样是“开放”的。你们可能听说过 


• 没有人知道，即使爱因斯坦也不知道.如果质置变得集中到点上该怎么处理。 
•• 这是近似，因为密度并不是像我们假设的那样与半径 无关。 
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有关这个问题的争论，这个争论还将继续下去。争论所以会存在，是因为天文学测量仍然完 
全没有确定的 结果； 实验数据又不够精确，不能给出确切的答案。可惜，我们在大尺度方面 
还没有关于宇宙整体曲率的丝毫概念。 

§42-4 时空中的几何学 

现在我们得谈谈关于时间的问题。从狭义相对论知道，空间的测量和时间的测量是互 
相联系的。在空间发生某件事，而同一件事中又不包含时间，这可是一种古怪的想法。你可 
能记得时间的测置值与你的运动速率有关。例如，如果我们看见飞船中一个人从旁边经过， 
则我们知道,对他来说发生的事情比对我们而言要慢。我们说，根据我们的裹，他出去旅行 
恰好经过100 S 返回，但按照他的表或许只用去了 95 S 。 与我们的表相比，的表——以及 
所有其他过程，像他的心脏跳动——都进行得 较慢。 

现在我们来考虑一个有趣的问题。假定你位于一飞船中，我们要求你在发出某个信号 
时出发，而当你返回到你的出发点时恰巧赶上第二个信号——比如说按照我们的钟正好过 
了 100 s 。 另外，要求你用这样的方式做往返运动，使在这过程中你的表显示所用去的时间 
尽可能最长。綱減$_關？嫌關 S 科。娜_贿#赫,麵 
表^^定少于100 s 。 

然而，假定我们把问题做一点变动。假定要求你在某个信号时从点 A 出发走向点 B 
(这两点对我们而言是固定的），而后以同样的方法返回，恰好在第二个信号（比如说按我们 
固定的钟为100 S 后）时回到原地。仍要你用这样的方法做往返运动，使得你表上的读数尽 
可能大。你应该怎么做？要用什么样的路径和什么样的程序你的表才会显示出你到达时耗 
费的时间最多？答案是 ：如果 你以匀速沿直线往返，则从你的观点来看将耗费嵌多的时间。 

理由在于 ：任何 额外的运动和任何超高速运动都将使你的钟变慢（既然时间差决定于速度的 
平方，那么你在一处走得过快而失去的时间，永远也不能通过在另一处走得过悝而得到 
补偿）。 

总之,这就是我们在时空中定义“直线”所能够使用的 概念。 时空中沿恒定方向的匀速 
运动与空间中的直线相类似。 

空间中最短距离的曲线与时空中相对应的并不是最短时间的路径，而是最;^时间的路 
径，这是由于相对论中 z - 项符号所引起的怪事。于是，“直线”运动——类似于直线的匀 
速运动”一 1 就是以这种方式进行的运动，它使表在某个时刻从某个地方出发，在另一时刻 
到达另一地方的运动中给出最大的时间读数。这就是时空中类似于直线的定义。 

§42-5 引力与等效原理 

现在我们可以讨论引力定律了。爱因斯坦曾试图推广引力理论，使其与他先期发展起 
来的相对论相适应。为此，他坚持奋斗，直到他抓住一条重要原理，该原理引导他获得了正 
确的定律。那原理是建立在这样一个概念基础上的，即当一个物体自由下落时，其内部的一 
切东西似乎都没有了重量。例如，一人造卫星在地球重力场中沿轨道自由下落，其中的宇航 
员会感到失重。说得更正确些，这个概念称为爱因斯坦等效原理。它依赖于下列事实 :所有 
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物体,不管它们的质量如何，或者说不管它们是由什么构成的，都以完全相同的加速度下落。 
如果有一艘飞船正在做惯性下滑一所以它处在自由下落的状态——而且里面有人，则支 
配飞船和人下落的规律是相同的。所以如果他把自己安置在飞船的中部，则他将待在那儿 
不动，他并不相对飞船下落。我们说他“失重”时就是指这个意思。 

现在假定你正处在加速的火箭飞船中，试问相对什么东西在加速？我们只能说它的发 
动机开着并正产生推力，使得它不是处在自由下落的滑行状态。也可想象你在真空中向外 
远去，以致实际上并没有引力作用在飞船上。如果飞船正以 “ lg ” 加速，则你将可能站在“地 
板”上并会感觉到你的正常体重。也就是说，如果抛出一个球，它将“落"向地板。为什么？ 
因为飞船正“向上”加速，但球身上并不受到力作用，所以球不会被加速，它将落在后面。在 
飞船内部球似乎具有 “ lg ” 的向下加速度。 

现在让我们把这艘飞船中的情况与静止在地球表面的宇宙飞船内的情况做一比较 。 g 
件亊情部相同 !你会被压向地板,球会以 “ U ” 的加速度下落，等等。事实上，在飞船内你 i 
么能够知道你是静止在地球表面还是正在真空中加速运动？按照爱因斯坦的等效原理，如 
果你只对飞船内部发生的事情进行测则无法知道这个问题的答案。 

严格正确地说，那上述讲法只对飞船内某一点才成立。由于地球的引力场不是严格均 
匀的,所以自由下落的球在不同的地方具有稍微不同的加速度——方向和大小都会改变。 
但是如果我们设想引力场是严格均匀的，那么它在各方面都与一个具有恒定加速度的系统 
完全相仿，这就是等效原理的基础。 

§42-6 在引力场中钟的快慢 


现在我们想利用等效原理来解决发生在引力场中的一件奇怪的事情。我们将向你说明 
在火箭飞船中发生的某些事情，这些寧情你大概没有预料到会发生在引力场中。如果把一 
只钟放在火箭飞船的“前面”一即“前端”一把另一只完全相同的钟放在“尾部”，如图 
42-16 所示。把这两只钟分别称为 A 和 B 。 如果在飞船加速时比较这两只钟，则位于前面 
的钟比位于尾部的钟跑得快些。为搞清楚这一点，设想前面的钟每秒发一次闪光，而坐在船 
尾的你将到达的光信号与钟 B 的指针进行比较。比如说，当钟 A 发出闪光时火箭处在图 
42-17 所示的位 ga , 而当闪光到达钟 B 处时，火箭处在位 H 6。 后来，当钟 A 发出下一次闪 
光时，飞船将处在位置 c , 而当你看到闪光到达钟 B 处时，它处在位置 d 。 

第一次闪光传播的距离为 I ,第二次闪光传播的距离较短为 L : 。后者距离所以较短是 
因为飞船正在加速，因而在发出第二次闪光的时刻它已经具有了较大的速率。于是你可以 
明白，如果从钟 A 发出的两次闪光的间隔为1 S ，则它们到达钟 B 的间隔要比1 s 稍微短一 
点，因为第二次闪光在路上并不要耗费像第一次闪光那么多时间。对所有以后发出的闪光 
来说，也会发生同样的情况。所以要是你坐在船尾，就会得出结 论:钟 A 比钟 B 跑得快。如 
果你打算反过来做同样的事情——使钟 B 发射光而在钟 A 处接收——则你会得出 结论 : B 
比 A 跑得 g 。 一切都互相符合,一点也不神秘。 

但现€我们来考察静止在地球重力场中的火箭飞船。同样的事情发 生了。 如果你带着一 
只钟坐在地板上,并看着放在高处书架上的另一只钟，它—只跑得快！你 
说 :“但 这是错误的。时间应该是相同的。既然没有加速度，钟就没有理由显得步调不一致。” 
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m 42-16 携带两只钟的正在 *42-17 位于加逋火箭飞船前面的钟似乎比位于 
加速的火箭飞船 尾部的钟跔得快 

但是如果等效原理是对的，那两只钟就必然不会同步。爱因斯坦坚持认为该原理星正确的， 
并且勇敢而正确地继续进行研究。他提出在引力场中不同地点的钟必然表现出以不同的快 
慢走动。但是，如果一只钟相对其他的钟始终 g 得快慢不同，那么就第一只而论，其他钟正 
以不同的速率走动着。 

然而我们现在看到，这里的钟与早先我们谈到过的热板上昆虫的热尺相类似。我们曾 
想象尺、昆虫及一切东西在不同溫度处都以相同的方式改变其长度，所以昆虫们永远也不可能 
知道它们测量用的尺正随它们在热板上到处移动而改变。这种情况与引力场中的钟相同。放 
在较高水平面上的每只钟看上去走得比较快，心搏也跳得较快,所有的过程都进行得较快。 

如果事情不是这样，则你就有可能知道引力场与加速参考系之间的差别。时间能够逐 
处变化的概念虽是一个困难的概念，但它是爱因斯坦曾使用过的概念，它是正确的一不管 
你信不信。 

应用等效原理，可以计算出引力场中钟的快慢随高度改变了多少。我们只要算出加速 
的火箭飞船中两只钟之间的表现偏差即可。做这件事最容易的办法，就是应用我们在第1 
卷34章所得到的关于多普勒效应的结果。在那里我们得到——参见式 (34. 14>——如果 X ； 
是源和接收机之间的相对速率，则痒收到的频率出与发射频率吻的关系为 
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l - bv/c 

(Oo , . — 

71 - v 2 / c 1 


(42.4) 


现在，如果考虑图 42-17 中加速着的火箭飞船，则在任何一个瞬间发射机和接收机都以 
相等的速度运动。但是,在光信号从钟 A 传送到钟 B 所需的时间内，飞船已经加速了。实 
际上它已获得了额外的速度#，这里 g 是加速度, t 是光从 A 到 B 传播距离 H 所需的时间。 
这个时间非常接近于 H/c, 所以当光信号到达 B 时，飞船已增加了速度 g H/ c 。 接收机相对 
偉号离开时刻的发射机始终具有这个速度。所以这就是在多普勒公式 (42. 4>中应该使 
速度。设想船的长度和加速度足够小，因而这个速度比光速 c 小得多，就可把项 W 略 
去。从而得 

ai = too (l + j . (42. 5) 

因而对宇宙飞船中的两只钟来说，得到如下 关系： 

(接收机处钟的速率 ） = ( 发射速率 + (42.6) 

式中 H 是发射机高出接收机的高度。 

根据等效原 ^ 于在自由落 体加速度为 g 的引力场中高度相隔 H 的两只钟来说，相 
同的结果必然成立。 

这是一个十分重要的概念,我们希望它也能从另一个物理定律——能》守恒定律得出。 
我们知道，作用在一个物体上的引力与该物质的质擻 M 成正比，而 M 与总内能 E 的关系为 
M = EA% 例如，由一个原子核嬗变成另一个原子核的核反应能绿所确定的原子核质置，与 
根据原子的重量所得到的质 M 相符。 

现在考 P 个原子，它具有总 能置为 E。 的最低能置状态和总能量为 E, 的较高能 M 状 
态，它可以通过发光而从状态 E, 跃迁到状态£。。光的频率 w 由下式给出 

hu > = E , — E 0 . (42. 7) 

现在假定有这样一个原子，它位于地板上，处在 E, 态，我们把它从地板上带到高度为 
H 的地方。为此,在携带质置为 m, = E, / c 1 的原子上升的过程中，必定要克服引力做某些 
功，所做功的大小为 



然后让原子发射一个光子而跃迁到较低的能量状态接着我们把原子带回到地板上，在 
返回的过程中原子的质量为 E。/^, 回来后得到的能量为 

^ rgH , (42.9) 

所以我们所做功的净值等于 

AU = E '~ Eo gH . (42.10) 


原子发射光子时失去了能量& _ E。。 假定光子恰巧向下运动到达地板，并被原子吸 
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收。试问在这里光子递交给原子多少能量？ 一开始你或许会想到它正好释放出能量 
E , — E 。 ， 但是，根据下面的论证可以明白，要是能量守恒的话，那你们的想法就不可能是正 
确的。开始时我们位于地板处带有的能量为&，结束时我们位于地板平面上，能量为处于 
最低能量状态的原子能量 E 。 加上从光子接收到的能量 E P „。 在此期间，我们不得不提供了 
式 (42. 10) 的附加能量 At /。 如果能量守恒，则最后我们在地板处所具有的能量必定大于出 
发时具有的能量,其差正好是我们所做的功。换句话说，必然有 

E ph + Eo = E,+AU (42.11) 

或 

Eph = ( E , — E 0 ) + AU . 

情况必然 是:光 子到达地板时并不只带有它出发时的能量 E , — E 。， 而是具有稍许多一点的 
能置，否则有些能量就损失掉了。若将式 (42.10) 中所得的代入式(42.11〉，就得到光子 
地板时的能量为 

E P „ = ( E , - E 0 )( l +^). (42.12) 

然而，能 S 为的光子具有频率 a ; = E P „ / h 。 将发射光子的频率称为咏——根据式 
(42.7>它等于 ( E , - E 0 )/ A —式(42.12〉中的结果又一次给出了光子在地板上被吸收时 
的频率与它被发射时的频率间的关系式 (42. 5)。 

相同的结果还可以用别的办法得到。频率为吻的光子具有能 it E 。 = / i _。 既然能 M 
E 。 含有引力质 ft E 。 A 1 ,所以光子具有质 M (不是 静质惧 ,因而它受到地球的“吸引”。 
在下落距离 H 的过程中，它将增加附加能 ft ( A ⑽ / c 1 冷所以它到达地板时带有能 M 

E = fco »。(1 + 學 ')• 

但它在下落后的频率为 EA , 这样再次给出式 (42. 5) 中的结果。只有当爱因斯坦关于引力 
场中钟的预言正确时，我们关于相对论、置子物理及能量守恒的概念才全部配合得起来。上 
面所谈到的频率的改变一般也是非常小的。例如,对于地球表面20 m 的高度差来说，频率 
差仅约为 2/10 ls 。 然而，正是这个改变量，最近已经在实验上利用穆斯堡尔效应被发现 
了*。爱因斯坦是完全正确的。 

§ 42-7 时空的曲率 

现在我们要把刚才所讲的情况与弯曲的时空槪念联系起来。已经指出，如果时间在不 
同的地方以不同的快慢进行，则这种情况就与热板的弯曲空间相类似。但它不只是类似，还 
意味着时空是弯曲的。让我们尝试在时空中做某种几何图形。这种事初听起来可能觉得奇 
怪，但我们经常用沿一根轴表示距离及沿另一根轴表示时间做时 空图。 假定我们尝试在时 
空图中做一个矩形。我们先画一个高 H 与 t 的关系图，如图 42-18(0 所示。为了做矩形的 

* R. V. Pound and G. A. Rebka, Jr. , Physical Review Letters Vol. 4, P. 337(1960 〉。 
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底边，可以取一个静止在高 H , 处的物体,并跟着它的世界线走100 s , 就得到图 （ b > 中的 BD 
线，它平行于*轴。现在选取另一个物体，在 < = 0的时刻它位于第一个物体上面100 ft 处， 
它从图 42-18( c ) 中的 A 点出发，现在沿着它的世界线前行100 s , 这由位于 A 点的钟测得。 
物体从 A 运动到 C , 如图中 （ d ) 所示。但注意，由于时间在两个高度——假定存在引力 

场一以不同的快慢进行——所以 C 和 D 两点 



不是同时的。如果试图通过画一条线到达处于相 
同时刻、位于 D 上面100 ft 的点而完成一个矩 
形，如图 42-18( e ) 所示，则几条线无法闭合。当 
我们说时空是弯曲的时候，就是这个意思。 

§42-8 在弯曲时空中的运动 



我们来考虑一个有趣的小谜。有两只相同的 
钟 A 和 B , 如图 42-19 所示，一起放在地球的表 
面上。现在把钟 A 举到某个高度 H , 在那里待一 
会儿，再返回地面，使它刚好在钟 B 走了 100 s 时 
到达地面。这样钟 A 会读出像107 s 这种数目， 
这是由于它在空中上升时走得较快。此时就产生 
了一个谜。我们应该如何移动钟 A 才能使得它 
读出尽可能长的时间一始终假定它返回时 B 
钟读数为 100 s ? 你说 :“这 容易。只要你把 A 举 
得尽可能高，那么它将走得尽可能的快，因而在返 
回时读出的时间最长。”错！你忘记了一件事一 
我们只有 100 s 供上升和返回。要是我们升得很 
高，则我们就得很快到达那儿以便在100 S 内返 
回。你务必不能忘了狭义相对论的效应，它会导 
致运动的钟减慢一个因子 71 — W 。 相对论效 
应在这方面起的作用使钟 A 的读出_比钟 B 
的企。你们看看这类游戏。如果我们带着钟 A 
一 i 站着，就能得到100 s 读数； 要是我们缓慢上 
升一个很小的高度并缓缓下降，则就能得到稍微 
大于 100 s 的读数。如果我们升得稍高一些，得 
到的时间读数可能稍长一些。但要是升得太高， 
则为到达那儿就必须运动得很快，这就必须使钟 
下降得足够慢，以至使结束时得到的时间少于 
100 s 。 该用什么样的高度与时间关系程序一 
达到多高及以什么速率到达那儿、如何仔细调节 
使得我们回到钟 B 时它的读数增加了 100 s —— 
才会使钟 A 给我们读出尽可能最长的时间？ 
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试回 答:求 出你必须用多大的速率把一个球向上抛入空中，使得它正好在100 s 内落回 
至地球。而该球的运动一快速上升、慢下来、停止再返回——这正是使得固定于球上的手 
表的时间为最大的、正确的运动。 

现在考虑稍微不同的游戏。设 A 和 B 两点同在地球表面且相隔某段距离。我们玩一 
个与早先做过的相同游戏，即求所谓的直线。试问应该如何从 A 移动到 B , 才能使得运动 
手表上的时间最长一假定我们一得到给定信号就从 A 点出发，而在 B —有另一个信号时 
就到达 B 点——该后一信号按固定钟比前一信号迟100 s 。 现在你们会说 ：“唔 ，我们前已 
求出，要做的事情就是以适当的均匀速率沿直线滑行，使得恰好在100 S 后到达 B 点。如果 
我们不沿直线运动，则要用更大的速率，这样我们的表就会慢下来。”但是等一下，那是以前 
考虑重力的情况。向上弯曲一点然后 
下降不是更好吗？这样,在升得较高的 
时间阶段中我们的表不是会跑得稍快 
—点吗？情况确是这样。如果你们求 
解调节运动曲线的数学问题，使得运动 
手表经过的时间尽可能长，则你将发现 
运动轨迹是一条抛物线一就是引力 

场中沿自由弹道路径运动的物体所遵 00 42-19 在均匀引力场中,对于固定的飞行时间来说， 

循的同一条曲线，如图 42-19 所示。所 固有时《长的轨迹是抛物线 

以引力场中的运动定律也可表述为：二 

个物体从一个 地方运动到另一个地方 r 它总是使得 其所携带的钟给出的时间比之在其他任 
何可能的轨道上运动所用 的时间 要长一当然 ，开始和结束的条件应相同。运动的钟测得 

我们来看看这一切是如何算出来的。从式 (42. 5>开始.它说明运动手表的逾速率为 

(42.13) 

除此之外，我们得记住，对速率来说还存在相反符号的修正。关于这个效应，已知 



虽然该原理对任何速率都适用，但在我们所举的例子中速率总要比 c 小得多，因此可以把这 
个方程写成 

(O = tooll — v 1 /(2 c 1 )], 

而以我们的钟的速率来看，亏损为 

— 吻基 (42.14) 
把式 (42.13) 和 (42.14) 中的两项结合起来，得 

= (42.15) 



运动钟的这种频移意 味着： 如果在固定的钟上测得时间则运动钟所记录的时间为 
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+ + (,_ 吝)] . 

整个轨道的总的时间逾为附加项对时间的积分，即 

7\( gH ~j) dt ' 

它应为极大。 

项《«正好就是引力势 si 。 假定用常数因子一 me 2 乘以整个式子，这里 m 为物体的质 
量，这个常数虽不改变极大的条件,但负号将把极大正好改变为极小。于是式 (42. 16) 指出， 
物体的运动将使得 

1(^ -=极小. （42.18) 

但现在的被积函数正好是动能和势能的差。如果你们顺便看_下第2卷第19章，就会知道 
在我们讨论最小作用置原理时就已证明，对于任何势场中的一个物体来说，牛顿定律正好可 
以写成方程式 (42. 18) 的形式。 

§42-9 爱因斯坦的引力理论 

运动 方程的 爱因斯坦形式一在弯曲的时空中固有时应为极大——在低速情况下给出 
的结果与牛顿定律给出的相同。当库珀 ( G . Cooper ) 绕地球做圆周运动时，他的表指示的时 
间比沿任何其他的、你们对他的人造卫星可能想象到的路径指示的时间都要 长*。 

所以引力定律可以用这种非凡的方法、利用时空的几何概念来表述。粒子总是取 a 长 
的固有时一在时空中与“最短距离”这个置相似。这是引力场中的运动定律。用这种方法 
表述的最大优点在于 ：定律 不依赖任何坐标或任何别的定义位 S 的方法。 

现在把上面所做的事情作一小结。我们已经给了你们关于重力的两个 定律: 

(1) 当存在物质时，时空的几何学如何变化一即，利用逾半径表示的曲率正比于球内 
部的质量,方程式(42.3)。 

(2) 在仅存在引力的条件下,物体如何运动——即物体的运动总是使得在两个边界条件 
之间的固有时为极大。这两个定律与我们早先知道的相似的一对定律相对应。原来,我们用 
牛顿的平方反比的引力定律及他的运动定律来描述引力场中物体的运动，现在，定律 (1) 和(2> 
代替了它们。新的一对定律也与我们在电动力学中知道的定律相对应。那里的定律——麦 
克斯韦方程组——决定电荷产生的场。它告诉我们“空间”的特征如何因带电物质的存在而 
改变，对于重力的情况，这种变化是由定律 (1) 完成的。另外，还有一个关于粒子如何在给定 
场中运动的定律一 d(mW / dt = q (, E + vXB ) 0 对于重力来说，这是由定律 (2) 处理的。 

在定律（1>和 (2) 中包含了关于爱因斯坦引力理论的精确表述——虽然你们通常会发现 


(42.16) 


(42.17) 


• 严格地说，它仅仅是一种局域极大。应该说固有时比任何相邻路径上的固有时要长-例如,在绕地 
球的椭圆轨道上的固有时，与一%发射得很高而下落物体的 "5^ 路径上的固有时相比，前者不一定 
更长。 
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它被表述为更复杂的数学形式。然而，我们应该做进一步的补充。正如引力场中的时间标 
度逐处变化一样，长度标度也会做同样的变化。当你们到处运动时尺会改变其长度。由于 
空间和时间如此密切地混合在一起，因此随时间发生的某些事情，要是不以某种方式在空间 
中反映出来是不可能的。举一个更加简单的 例子: 设你们正在空中飞过地球,从你们的观点 
来看所谓时间，在我们看来部分是空间，所以也必定存在空间方面的变化。因物在而引 
起的是整 W 空这比仅仅在时间范围内的变化更加复杂。然而，只要清楚知道关于 
空间弯曲的这个规则不仅从一个人的观点来看是适用的，而且对每个人来说也是正确的，那 
么在式 (42. 3) 中给出的规则足以完全确定所有的引力定律。当某人从一个质量较大的物质 
旁飞过时，他会看到不同的质量值,这是由于他对从旁边通过他的该物质计算动能引起的， 

而他必须把与该能量相对应的质量包括进去。必须把理论安排得使每个人一不论他如何 
运动一当他接近一个星球时，会发现逾半径等于 G /(3 c l ) 乘上星球包含的总质量[或者， 

更好地讲是 G /(3 d ) 乘星球包含的总能量值]。这个定律——定律 （1) ——在任何运动系统 
内都应该是正确的，这是伟大的引力定律之一，称为爱因斯坦场方程。另一个伟大定律是定 
律(2>—物体必须这样运动，使得固有时为极大一这被称为爱因斯坦运动方程。 

把这两个定律写成一个完整的代数式,把它们与牛顿定律进行比较，或者把它们与电动 
力学联系起来，在数学上是很困难的。但它是今天我们所看到的关于引力物理方面最完整 
的定律的样式。 

虽然对于所考虑的简单例子，它们给出与牛顿力学相一致的结果，但它们并不始终相 
符。首先由爱因斯坦导出的三个差异已经在实验上得到了证 实：水 星轨道并不是固定的 
椭圆；光通过太阳附近时发生的偏折是我们原来认为的大小的 两倍； 钟的快慢取决于它 
们在引力场中的位 H 。 每当爱因斯坦的预言与牛顿力学的概念不同时，大自然选择的总 
是爱因斯坦。 

让我们把已说过的每件亊以下述方式做一小结。首先,时间和距离的 M 值决定于你测 
置它 时在空间的位 S 和时间，这与时空是弯曲的表述等价。根据测得的一个球体的表面积 
就可以确定预期半径，即但实际的测《半径将有一个超过这半径的逾，逾半径正 
比于（比例常数为 G / c l ) 球内部所包含的总质*。这个逾半径确定了时空曲率的恰当度数。 

不论谁在观察物质，也不论物质在如何运动，曲率必定是相同的。第二，在这种弯曲的时空 
中，粒子沿“直线”（最大固有时 轨道〉 运动。这就是引力定律的爱因斯坦公式的内容。 
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附 


录 


本书涉及的非法定计置单位换算关系表 


单位符号 

单位名称 

物理量名称 

换算系数 

bar 

巴 

大卡 

压强，压力 

1 bar = 10 s Pa 

Cal 

热置 

1 Cal = 1 kcal 

cal 

卡[路里] 

热量 

1 cal = 4. 186 8 J 

dyn 

达因 

力 

1 dyn = 10~ 5 N 

f , fa , fathom 

英寻 

长度 

1 f = 2 yd = 1. 828 8 m 

fermi ( fm ) 

费米 

(核 距离〉 长度 

1 fermi = 1 fm = 10 _,s m 

ft 

英尺 

长度 

1 ft = 3. 048 X 10 -1 m 

G , Gs 

高斯 

磁通*密度，磁感应强度 

1 Gs = 1( T 4 T 

gal 

加仑 

容积 

lgal ( UK ) = 3. 785 43 L 

in 

英寸 

长度 

1 in = 2. 54 cm 

lb 

磅 

质 M 

1 lb = 0. 453 592 kg 

1. y . 

光年 

长度 

1 1. y . = 9. 460 53 X 10 15 m 

mi 

英里 

长度 

1 mi = 1. 609 34 km 

Mx 

麦克斯韦 

磁通量 

1 Mx = 10 -8 Wb 

Oe 

奥斯特 

磁场强度 

1 Oe=l Gb / cm=(l 000/47 r ) A/m 

= 79. 577 5 A/m 

oz 

盎司 

质量 

1 oz = 28. 349 523 g 

qt 

夸脱 

容积 

lqt ( UK ) = 1. 136 52 dm 3 




